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RESUMO

Implementagoes dos métodos de migragao diferenca finita e Fourier (FFD) usam fatoragao
direcional para acelerar a performance e economizar custo computacional. Entretanto essa
técnica introduz anisotropia numérica que podem erroneamente posicionar os refletores em
mergulho ao longo das dire¢oes em que o nao foi aplicado a fatoracao no operador de mi-
gragao. Implementamos a migracao FFD 3D, sem usar a técnica do fatoracao direcional, no
dominio da freqiiéncia usando aproximacao de Padé complexa. Essa aproximacao elimina a
anisotropia numeérica ao preco de maior custo computacional buscando a solucao do campo
de onda para um sistema linear de banda larga. Experimentos numéricos, tanto no modelo
homogéneo e heterogéneo, mostram que a técnica da fatoracao direcional produz notéaveis
erros de posicionamento dos refletors em meios com forte variacao lateral de velocidade.
Comparamos a performance de resolucao do algoritmo de FFD usando o método iterativo
gradiente biconjugado estabilizado (BICGSTAB) e o multifrontal massively parallel direct
solver (MUMPS). Mostrando que a aproximacao de Padé complexa é um eficiente precondi-
cionador para o BICGSTAB, reduzindo o niimero de iteracoes em relacao a aproximacao de
Padé real. O método iterativo BICGSTAB é mais eficiente que o método direto MUMPS,
quando usamos apenas um termo da expansao de Padé complexa. Para maior angulo de
abertura do operador, mais termos da série sao requeridos no operador de migracao, e neste
caso, a performance do método direto é mais eficiente. A validacao do algoritmo e as pro-

priedades da evolucao computacional foram avaliadas para a resposta ao impulso do modelo

de sal SEG/EAGE.

Palavras-Chave: Geofisica aplicada. Anisotropia numérica. FFD. Migragao 3d. Aprox-

imacao de Padé complexa. Método iterativo



ABSTRACT

Fourier finite-difference (FFD) migration implementations use splitting techniques to acceler-
ate performace and save computational cost. However, such techniques introduce numerical
anisotropy which leads to mispositioning of dipping reflectors along directions not used for
splitting the migration operator. We implement 3D FFD continuation migration without
splitting in the frequency-space domain using the complex Padé approximation and implicit
finite differences. This approach eliminates numerical anisotropy at the expense of a compu-
tationally more intensive solution of a large banded linear system. Numerical experiments in
homogeneous and heterogeneous models show that splitting techniques produce noticiable po-
sitioning erros for models with strong lateral velocity variation. We compare the performance
of the iterative stabilized biconjugate gradient (BICGSTAB) and the multifrontal massively
parallel direct solver (MUMPS). It turns out that the use of the complex Padé approximation
provides an effective preconditioner for the BICGSTAB, reducing the number of iterations
relative to the real Padé expansion. The iterative BICGSTAB method is more efficient than
the direct MUMPS method when solving for a single term in the Padé expansion. For wide
angle approximations more terms are required to represent the migration operator, in this
case direct methods are required. The algorithm is validated and the properties evaluated

computing the migration impulse response in the SEG/EAGE salt model.

Keywords: Applied Geophysics. Numerical anisotropy. FFD. 3d migration. Complex Padé

approximation. Iterative method
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1 INTRODUCAO

O termo migracao se refere ao processo de gerar imagem de refletores em subsuperficie a
partir dos dados sismicos registrados para um dado modelo de velocidade. Dentre os varios
métodos de migracao existentes, os métodos de migracao com equagao da onda actstica,
apesar do maior custo computacional, vem substituindo a migracao Kirchhoff devido a sua

vantagem de imagear modelos com forte variagao lateral de velocidade.

Os métodos de migracao por continuacao para baixo utilizam a equacao da onda actstica
unidirecional para extrapolar o campo de onda em profundidade. Nesta abordagem a propagacao
¢ descrita aproximadamente ao longo da vertical. O tipo de aproximagao para a equagao uni-
direcional determina varios algoritmos de migracao: deslocamento de fase (GAZDAG, 1978),
split-step (STOFFA et al., 1990), diferencas finitas (FD) (CLAERBOUT, 1985), diferengas
finitas e Fourier (FFD) (RISTOW; RUHL, 1994) e diferencas finitas e Fourier mais inter-
polacao (FFDPI) (BIONDI, 2002). Estes algoritmos diferem no tratamento de variagdes

laterais de velocidade na propagagao do campo de onda.

A migracao com equacao da onda unidirecional usando FD ou FFD, tem algumas limitagoes
como imagear eventos com grandes angulos de mergulho e no tratamento de modos evanes-
centes. A expansao de Padé complexa do operador associado a equacao unidirecional permite
contornar parcialmente estas limitagoes (AMAZONAS, 2007).

A implementac¢ao do método de migragao 3D FD ou FFD requer a solu¢ao de um grande
nimero de sistemas lineares. Cada solucao representa o campo de onda extrapolado em
cada passo em profundidade para cada frequéncia. Para reduzir o custo computacional
destes algoritmos é comum usar a técnica da fatoracao direcional do operador de continuacao
(CLAERBOUT, 1985). Esta abordagem aumenta a eficiéncia computacional, pois requer
apenas a solucao de sistemas lineares tridiagonais, mas introduz anisotropia numérica. Este

efeito resulta no posicionando incorreto de refletores.

Essa dissertacao investiga a implementacao da migracao FFD 3D sem usar a fatoragao do
operador ao longo de dire¢oes ortogonais, o que requer a solucao de sistema lineares bandeados
com larga banda. Para isso usamos dois métodos para a solugdo: (1) um método direto,
decomposi¢ao Gaussiana, utilizando o pacote MUMPS (AMESTOY et al., 2001, 2006), que

requer maior armazenamento de memdria; (2) um método iterativo, gradiente biconjugado
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estabilizado (BICGSTAB) (VORST, 1992), com custo de armazenamento muito menor. Os
algoritmos implementados foram validados em modelos homogéneos e no modelo heterogéneo

sintético do sal 3D da SEG/EAGE (AMINZEDEH et al., 1995).

A dissertacao estd organizada em cinco capitulos. O capitulo 2 apresenta uma revisao
de métodos de migragao por continuacao do campo de ondas. Discutimos a fatoracao da
equacgao de onda em equagoes unidirecionais e diferentes estratégias de construir a solucao

destas equacoes: deslocamento de fase, split-step, FD, FFD e FFDPI.

O capitulo 3 discute a expansao de Padé complexa e sua aplicagao na migracao FFD.
Apresentamos a deducao do algoritmo FFD e a anédlise da curva de dispersao deste algo-
ritmo. Discutimos porque a aproximacao de Padé complexa representa uma aproximagao

mais estavel do operador de propagacao que a aproximacao de Padé real.

O capitulo 4 apresenta uma introducgao aos algoritmos de solugao numérica de sistemas
lineares. Enfatizamos algoritmos de solucao através de métodos iterativos. Discutimos a
aplicagao dos algoritmos de solucao de sistemas lineares na migracao FFD em 3D. Apresen-
tamos uma discussao sobre a convergencia do algoritmos BICGSTAB na migracao FFD sem

fatoracao direcional do operador de continuacao.

O capitulo 5 apresentamos o resultado de experimentos numéricos. Efetuamos a com-
paracao da resposta ao impulso do migracao FFD proposto com implementacoes da migracao
FFD com fatoracao multi-direcional (RISTOW; RUHL, 1997), migragao FFDPI (BIONDI,
2002) e migragao reversa no tempo (RTM)(BAYSAL; KOSLOFF; SHERWOOD, 1983). Estes
experimentos indicam que a migracao FFD com fatoracao multi-direcional apresenta erros de
posicionamento em regioes com forte variacao lateral de velocidade. Para meios com menor
variacao lateral em suas propriedades a fatoracao multi-direcional é adequada. Finalmente,
a conclusao apresenta uma sintese dos principais resultados deste trabalho e discute suas

limitagoes e perspectivas de trabalhos futuros.
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2 MIGRACAO COM EQUACAO DA ONDA
UNIDIRECONAL 3D

Considere a superficie de afastamento nulo em que a posigao da fonte S; (i = 1,2,..,n
para n fontes) também é a posigdo do receptor. Cada fonte emite um pulso que se propaga
esfericamente até o refletor, e deste retorna para ser captado pelo receptor. Esse processo é
feito separadamente para cada par de fonte e receptor e depois repetido até todas as fontes

e receptores de uma linha sismica.

Dada uma fonte S;, cujo pulso propaga-se em um meio até um refletor. A direcao
de propagacao do pulso incidente é vertical até o refletor, e o pulso refletido se propaga
perpendicularmente ao refletor. Se o refletor nao for horizontal, entao, o pulso refletido nao
retorna pelo mesmo caminho do pulso incidente causando um erro referente a localizacao do
refletor, e um erro referente ao tempo de propagacao. Existem programas que visam corrigir
esses erros, chamados de programas de “migragao” que ajustam parametros como tempo t,

velocidade do modelo v e a inclinacao do refletor 6.

Migracao em geofisica, consiste em um processo de posicionamento dos refletores em
subsuperficie em suas posicoes reais, sem erros aparentes devido ao um refletor em mergulho,
com aquisicao de afastamento nulo. Entretanto, em sismica nao temos apenas um unico
refletor, o que exige um nimero maior de dados para o input. Além de que, em uma seccao
de afastamento nulo temos eventos cruzados, mudando a figura migrada causada pela soma
de amplitudes diferentes exigindo métodos para corrigir esses erros conhecidos como métodos

de migracao.

Os métodos de migracao sao baseados na propagacao dos campos de ondas em profundi-
dade, gerados por pulsos nas posicoes das fontes S;; e aplicacao de condicoes que permitam

a formagao da imagem, chamadas de condigoes de imagem.

Com vérias técnicas de migragao criadas ao longo dos anos, a industria melhora seus
métodos exigindo como input um bom modelo de velocidade para que os programas de
migragao mostrem as posicoes reais dos refletores, mesmo com superposicao de eventos. E
muito destes métodos sao geralmente referidos como técnicas de migracao da equagao da
onda acustica unidirecional (CLAERBOUT, 1985).
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2.1 EQUACAO DA ONDA ACUSTICA UNIDIRECIONAL

A equacao da onda acustica 3D sem fonte, que rege a propagacao em um meio heterogéneo

e ilimitado em todas as direcoes, é dado por

(v2 - 62(1}() g—;) p(x,t) =0 (2.1)

em que c¢(x) é a velocidade de propagagao da onda compressional e p (x,t) corresponde ao

campo de pressao, na posicao x = (1, T3, x3) no instante ¢ .

Para obter as equacoes unidirecionais da onda, devemos trabalhar no dominio da freqiién-
cia. Aplicando a transformada de Fourier direta temporal, na equacao (2.1), separando o ope-
rador dessa nova equacao em relacao as derivadas parciais em x5 e fatorando-a encontramos
duas formas de representacao do campo de onda, que sao duas equagoes unidirecionais em

relacdo a profundidade 3, dadas por (veja apéndice A):

OP (x,w)  iw 2 (x) [ 02 92 e
O3 B c(x)\/lJr w2 (8x%+6:p§>P( ,w) (2.2)

P (x,w) _ _ iw ) (PPN
R 1 | R AT Y

em que w é a freqiiéncia angular. Sendo (2.2) a representagao para campo de onda que se
propaga para cima (ascendente), e (2.3) o que se propaga para baixo (descendente). Usando
o sentido descendente do campo de onda unidirecional, devemos extrapola-lo para baixo,

usando como condigao inicial P (zy, z9, 23 = 0,1) até a condicao limite de P (x,t = 0).

A equacao da onda unidirecional, é uma ferramenta importante para imageamento de
meios complexos (ZHANG; WANG; YAO, 2009). A aproximagao para o operador unidire-
cional de propagagao em profundidade determina o tipo de migragdo (AMAZONAS, 2007).

2.2 METODOS DE MIGRACAO

Tomando um determinado intervalo do modelo de velocidade em profundidade. Se o

meio nao tem variacao lateral de velocidade, temos a solucao exata da equacao da onda, e o
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operador unidirecional pode ser representado no dominio de Fourier (GAZDAG, 1978). En-
quanto, para meios com variacao lateral de velocidade os operadores unidirecionais precisam
ser aproximados, como por exemplo, a expansao em Taylor, usada quando essas variacoes de
velocidades do modelo sao suaves (STOFFA et al., 1990). Ou a expansao em fragoes con-

tinuadas, utilizada para modelo de velocidades com fortes variagoes laterais (CLAERBOUT,

1985; RISTOW; RUHL, 1994; BIONDI, 2002).

2.2.1 O método de deslocamento de fase

A migracao por deslocamento de fase, conhecida como migracao phase-shift, foi proposta
por Gazdag (1978). Sendo um método de migracdo no dominio da freqiiéncia temporal e
espacial, usado somente em situacoes onde o modelo de velocidade nao varia lateralmente e
a velocidade do modelo serd ¢(x) = ¢(x3). Entao, para uma camada de velocidade constante

em profundidade, a velocidade c(z3) passa a ser v e o operador unidirecional (2.3) fica como:

iw 2 (x) [ 0? 0%\ iw v? [ 0? 0?
_@\/1 * w? (&'E% i 8:16%) T \/1 i w? <8x% * &cg) (24)

em um intervalo genérico de x3 e x3 + Axs, mantendo a forma para o operador da equacao

de onda unidirecional. Aplicando a transformada de Fourier direta espacial nas direcoes

horizontais'. A nova equacao de onda unidirecional de extrapolacao do campo passa a ser,

OP(ky, ky, 3, w iw v)?
<18x23 : ):‘Fw‘(;) (k3 + k3)P(ky, ko, 3, w), (2.5)

sendo ki e ko o nimero de onda nas diregoes horizontais x, e xo, respectivamente. Cuja

solugao analitica é

P(kl, ]{ZQ, T3 + A.Tg, w) = P(kl, kz, I3, w)exp (Z/{?;’)A.ng) s (26)

Para cada numero de onda k3, onde a exponencial representa o deslocamento de fase; e k3
também ¢ a relacao de dispersao, que pode ser expressa como a terceira componente do vetor

nimero de onda, definida por

IDefinida no apéndice A.
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k;j:—f\/1— (g)Q[k%—l—k%]. (2.7)

v

Portanto, para a extrapolacao do campo de onda para baixo Azz > 0, e no sentido positivo
do tempo kY > 0 e w < 0 (GAZDAG; SGUAZZERO, 1984), a equacao (2.6) passa a ser

P(ky, ko, x5 + Awz, w) = P(ky, ko, x3,w)exp {—i%\/l — <£>2 k3 + kg]AsL’g} . (2.8)

A equacao de extrapolacao do campo muda de fase ao encontrar uma nova interface
em profundidade. Entao, aplica-se a transformada de Fourier inversa encontrando um novo
campo de onda, a partir do qual se estima a refletividade do meio (FERGUSON; MAR-
GRAVE, 1999). Esse processo é repetido, de modo que a solugao do campo de onda para
a proxima camada P(ki, kg, 23 + Axs,w), é baseada no campo de onda da camada atual
P(ky, ky, x3,w). Sendo esta uma condigao inicial para a solugao de todos os campos de ondas

para todas as camadas com 7 = 1,2, ..., Nx3, para cada intervalo de IL‘% a xé + jAx3.

Observe que para obter a solugao de (2.8) nao foi necessaria nenhuma aproximagao.
Entao, como método preciso pode imagear refletores de até 90° de inclinagao (HAN, 1998).
Logo, a vantagem desse método é permitir encontrar refletividades com grande abertura
angular. Mas, é limitado as variagoes apenas na direcao vertical do modelo, sendo assim,

esse método nao representa muito bem multiplas e reflexoes.

2.2.2 O método de split-step

O método de split-step foi inicialmente introduzido por Stoffa et al (1990), admitindo pe-
quenas variagoes laterais de velocidade, como se fossem perturbacoes em um meio considerado
inicialmente homogéneo, com velocidade de referéncia v. A aplicacao do split-step é baseada

no dominio da freqiiéncia, alternando entre: frequiéncia temporal e freqiiéncia espacial.

Partindo do operador unidirecional da equagao (2.3) e somamos e subtraimos por outro

operador unidirecional com a velocidade de referéncia constante v. Logo, o operador torna-se

w w v? [ 0? 0?
— V1+ X2 = /14+— —+—
c(x) * v\/ T (8:5% - &L’%) *
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w w v2 [ 02 02
VR C B E I Rty | 2.
* c(x) * T (8:1:% * 83:%)] (2.9)
onde
2 82 82
x2= C® . 2.1
w2 | 0x? i 03 (2.10)

O termo em colchetes de (2.9) representa a perturbagao, e por isso expandi-lo em Taylor, até
ordem zero, é uma boa tentativa de aproximacao para um modelo de velocidade com uma

pequena variagao lateral, tornando-se

MN_E 1+v_2 82+82 + v —1
drs w2 \ 02?7  Ox3 c(x)

Usando o método da fatoragao (CLAERBOUT, 1985), podemos separa-la em duas partes,

P(x,w). (2.11)

OP(x,w) iw v? [ 0 0?
Oxs T ! w? <8x% * axg)P(X’w) (2.12)
OP(x,w) _ iw | v

A primeira representa a aproximacao por deslocamento de fase da seccao anterior, cuja
solugdo é representa pela equagao (2.8). A segunda parte representa a corre¢do para a

variagao lateral de velocidade, cujo resultado é dado por:
, w v
P(xq1, 29,23 + Axz,w) = P'(x1, 22,23 + Azz,w)exps —— [ — — 1) Azz p, (2.14)

onde P'(z1,x9, x5+ Axs,w) é a transformada de Fourier inversa de P(ky, ko, 3+ Azxs,w) em
x1 e To da equacao (2.8). A igualdade de (2.14) é uma forma de introduzir a corre¢ao para a

variagao lateral de velocidade no operador de deslocamento de fase (STOFFA et al., 1990).

A solugao de (2.14) servira de condigao inicial para o préximo operador de deslocamento
de fase (2.8) em outro nivel em profundidade, cuja solugao deste servird de condicao inicial
para a proxima correcao de split-step no mesmo nivel em profundidade. Recomegando o

procedimento em outro nivel em profundidade até todas as camadas do modelo de velocidade.
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A vantagem desse método é introduzir pequenas variacoes laterais de velocidade, e com
esse proposito o mesmo é incondicionalmente estavel. Porém, pode apresentar problemas
para imagear grandes angulos de mergulho, além de precisar de mais de uma velocidade de

referéncia v se lateralmente o modelo tiver varias velocidades.

2.2.3 O método de diferencas finitas - FD

A grande vantagem do método de diferengas finitas (FD) em relagao ao split-step é per-
mitir que o modelo de velocidade tenha forte variacoes laterais. Entao, tomando a equacao
da onda unidirecional (2.3) devemos encontrar uma aproximacao para o operador unidire-
cional; Claerbout (1985) faz duas possiveis aproximagoes: o método de Muir e a expansao

em Taylor. Enquanto, Amazonas (2007) propde usar série de Padé.

A partir da idéia original de Claerbout (1985), o operador da equagao em (2.3) pode ser
aproximado por uma série de fragoes parciais. Logo, o operador de migracao unidirecional
pode ser representado por uma série de Padé (BAMBERGER et al., 1988), admitindo a

seguinte forma:

) W
——— V1I+ X2~ —
eI (%)

a, X?
w2 m] ’ (2.15)
n=1 n

em que a,, b, e ¢y sao os coeficientes dessa série e serao definidos no préximo capitulo; e NV é

o ntimero de termos da série. Substituindo (2.15) em (2.3) e aplicando a técnica da fatoragao

(CLAERBOUT, 1985), temos

OP(x,w) iw

— = ———P 2.1
O3 C(X) Co <X7 w) ( 6)

OP(x,w) W e a4, X2

— x - P 2.1
0x3 c(x) ; 1+b,X2 (x,) (2.17)

em que (2.16) pode ser resolvida analiticamente. Enquanto, em (2.17) usa-se a aproximacao
de Crank-Nicolson, conhecido por ser incondicionalmente estavel, e para operador de derivada
parcial aplica-se o FD (CLAERBOUT, 1985). As solugoes de (2.16) e de (2.17) servirao de
condigbes iniciais para a proxima extrapolagdo do campo em profundidade (COSTA, 2011).
Esse método apresenta limitagoes para grandes angulos de incidéncia e no tratamento de
ondas evanescentes (AMAZONAS, 2007; BIONDI, 2002), e para evitar reflexdes nas bordas

do modelo, precisam de condigoes de fronteira absorvente.
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2.2.4 O método de diferencas finitas e Fourier - FFD

O método de diferencas finita e Fourier (FFD) foi inicialmente proposto por Ristow e
Riihl (1994) com o objetivo de resolver dois grandes problemas geofisicos: imageamento em
refletores com grande angulo de mergulho e imageamento em meio com variacao arbitraria
de velocidade em todas as direcoes. No qual esse operador é a combinagao de outros dois
métodos: o deslocamento de fase (GAZDAG, 1978) e o FD (CLAERBOUT, 1985). O FFD
consiste em combinar as vantagem de cada método, cujo objetivo é generalizar e melhorar a
aproximagao split-step de Stoffa et al (1990) usando forte variagao lateral de velocidade com

adicao do termo de correcao por FD.

Partindo da equacao da onda unidirecional descendente para um meio com velocidade de
referéncia constante v, representando uma aproximagcao para o equagao (2.3), satisfazendo a
condicao de v < ¢(x). Em seguida é calculado o erro dessa aproximagao, ou seja, a diferenca

dos operadores unidirecionais para velocidades ¢ (x) e v,

W c(x) [ 0? 0? w v? [ 0? 02
d_c(x)\/1+ % <8x§+ax§)_5\/1+ﬁ(a_ﬁ+a—x§)' (2.18)

A escolha para v < ¢(x) nao é arbitréria, nota-se que v é escolhido dessa maneira para

manter o sinal de d positivo, mantendo o sinal dos operadores unidirecionais acima.

Fazendo expansao em Taylor de ambas as raizes quadradas do operador (2.18) até a
quarta ordem e reordenando essa diferenca em termos de fragoes parciais, encontramos o
operador unidirecional (2.3) representado por uma soma de trés equagoes. A primeira parcela,

segunda e terceira do operador sao dados, respectivamente, por:

A= = a gt (2.19)
B = —Ci(‘;’() (1 - C(UX)> , (2.20)
O~ —% (1 - Czjx)) (1 ilif; + - 1222;(2) . (2.21)

Em que o termo de A é conhecido como o operador de deslocamento de fase de Gazdag
(1978), aplicado no dominio w e k. O termo de B corresponde ao termo de corregao de

Stoffa et al (1990); e a respeito do termo de C', temos uma soma de fragoes parciais, que
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correspondem a expansao de Padé real. A soma de A, B e ' correspondem ao operador de

FFD (RISTOW; RUHL, 1994), logo

—%%V1+X%wA+B+C. (2.22)
c(X

os parametros aj, by, az e by de (2.21) sao determinados como

1 p L v? A
a; = 5 e i = VRN )
2 4 | A(x)  c(x)

para a; = (aj,as) e by = (b1,b2). O que mostra que o parametro b; ndo é constante e é
adaptado para a velocidade do meio ¢(x). O termo C da aproximacao de FFD pode ser:
o termo de correcao de segunda ordem, quando b; = 0, correspondente para angulos de
abertura de 15° para os refletores. Ou de terceira ordem, quando b; # 0, em que os angulos
de abertura podem ser de até 45°. Levando a trés analises importantes sobre o modelo de

velocidade:

1. Para o primeiro caso, sem variagao lateral de velocidade, ou seja, ¢(x) = v. Observe

que os termos de B e (' desaparecem da forma final do operador de migragao, resultando em,

w w v?
—V1I4+X2=—/1+ X?
c(x) v 2(x)

para o método FFD proposto.

2. No segundo caso, com forte variacao lateral de velocidade, entao, v/c¢(x) ~ 0, restando

VigXZa(1- -0 ié _aiX®
~ c(x)) &= \1+bx2 )7

Observe que para esse caso, que o parametro b; = 0,25, correspondendo ao operador de
migragao unidirecional com o angulo de abertura de 45° de Claerbout (1985). Para b; = 0

obtém-se o operador de migracao unidirecional para angulo de abertura igual a 15°.

3. Para o terceiro caso, com variacao moderada de velocidade, ou seja, 0 < v/c(x) < 1.
Note que b; é variavel no intervalo 0,25 < b; < 0, 75, representando um bom operador para
tratar dados com varidaveis angulos de abertura. Tal qual deve ser a maioria dos dados reais,

cujo modelo de velocidade é bastante variavel além de possiveis interfaces com grande angulo
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de abertura.

O operador de migracao 3D de FFD apresentado neste trabalho usamos expansao em
Padé complexa proposta por Amazonas. et al. (2007) em um meio 2D. Para melhor entendi-
mento dessa expansao e desse operador proposto veja capitulo 3 em que a aproximacao de

Padé é melhor explicada e o operador é explicitado.

2.2.5 O método de diferencas finitas e Fourier mais interpolacao -
FFDPI

O método de FFDPI foi proposto por Biondi (1992) surgindo como uma combinagao do
método de phase-screen (JIN; WU; PENG, 1998), generalized-screen propagators (ROUSSEAU;
HOOP, 2001), local Born-Fourier migration ( HUANG; FEHLER; WU, 1999) juntamente com
o FFD proposto por Ristow e Riirl (1994), que pode apresentar instabilidades numéricas
quando aplicado em refletores com descontinuidades acentuadas. O FFDPI consisti em uma
aproximacao em Taylor de primeira ordem do campo de pressao, na profundidade zs + Aws,

em relacao a vagarosidade s
k3 Az oo o Ak
P(ky, ko, x5 + Axz) = P,e"™3°% = P exp i | ks + zkEAs Axs (2.23)

em que kj ¢ o numero de onda vertical para um meio com velocidade de referéncia v, cuja

forma foi mostrada na secgao 1.3, e sua derivada em relagao a vagarosidade s = 1/c é

dks w
Y AL

sabendo que a correcao para o FFD corresponde a uma diferenca entre as raizes quadradas
dos operadores para velocidade do meio e velocidade de referéncia, entdo dkj/ds passa a ser
Aks/As, usando expansao para fragdes continuadas de Muir até segunda ordem, considerando
Y? = Wlx)XQ (X? definido em (2.10)) e sabendo que As = [v — ¢(x)]/ve(x), encontramos
uma determinada forma para Aks/As. Entretanto, para essa aproximacao pode ocorrer
instabilidades numéricas sendo somente estavel para modelos cuja variacao de velocidades
seja suave, além de instabilidades quando existe uma acentuada descontinuidade no campo
de velocidades, apresentando comportamento randoémico em regioes com baixa vagarosidade
(BIONDI, 2002). Para evitar esses problemas o termo [v? + ¢?(x) + vc(x)]Y? passa a ser um

produto de matrizes equivalente & ¥'Y?¥. Entdo reescrevendo dks/ds na forma matricial,
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encontramos
Aks v — ¢(x) I EDY
T Ag & -\ i — A 2.24
As 7 w{ ve(x) sign [v = ¢(x) I+¥Y?% (2:24)
sendo,
1
Y'Yy = — YD'DY = — YTy
w2Ax? w2 Az}
[ 2 1 0 ... 0
-1 2 -1
1
= — > o -1 2 ... 01X
w2Az?
0 0 0 0
onde - 5 5 q [ _viter| T
\/ Cl + Ul + C1U1 c%—l—v%-i—cwl
5 5 |[vi—1+ci—1]
] \/Cz‘—l + v+ 10— 2 +v? Hei_1vig
L= Ding | T+ e A=2Diag|
2 2 - ] \51 1Z+Ci 1]
\/Cz-i-l T Vi1 T Gt C?+1+U§+1+Cj+lvi+l
VEE+ 02+, __vnten|
L - L c24v2+cenvn A

onde v; e ¢; sao respectivamente, a velocidade de referéncia e velocidade do meio em uma
localizacao ¢ na malha. Sendo os autovalores da matriz positivos garantidos por X'Y?%
e I pois sao matrizes invertiveis. E para demonstrar que essa aproximacao evita possiveis
instabilidades Biondi (2002) multiplicou o campo de onda pela exponencial do segundo termo

de (2.24) mostrando equivaléncia com a resolugao da equacao diferencial abaixo,

d Y'Y
duy § e sien [v = el A

2.2
s (2.25)

onde o operador de migragao assumiu a seguinte forma:

: YY?%
Y VT X2 & —iw sign [u — ()] Amé

c(x)
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note que a equivaléncia é verdadeira somente se sign [v — ¢(x)] for constante. Fazendo uma

mudanca de varidgvel P = A2(Q), entdo

Y'Yy

dzs I+YY?%

—Q A2 {zw sign [v — ¢(x)] } AY2Q = AV2(iwS)AY2Q.

A norma ||Q||a-1 é constante com a profundidade porque os autovalores de S sdo reais e

obedecem a seguinte equacao diferencial
d 9 ./ o
QIR = Q" (1S — wS") Q =
T3

garantindo a estabilidade para o FFDPI, independente do valor de sign[v — ¢(x)]. Da
equagao (2.25) pode-se resolve-la sob o esquema de Crank-Nilcolson, porém, esta solucao
pode ser muito cara computacionalmente, e Biondi (2002) sugere usarmos a técnica do split-
ting (JAKUBOWICZ; LEVIN, 1983), cuja estabilidade deriva diretamente das analises feitas
acima, desde que seja consistente com o FFDPI ao longo das duas dire¢oes horizontais x; e

2.

No algoritmo de FFDPI, precisamos definir duas velocidades de referéncia, uma acima e

outra abaixo, em relacao a camada atual ¢ do modelo, ou seja

se v) < ¢ < pitl

v = Zjvz”l 6 v! onde & =

1

0, caso contrario
1, se vit<e<ad
0

+ Vo g4 + —
vt =3260" onde §7 =

, caso contrario

corresponde a duas formas para o campo de onda em relagao a velocidade v tomada,

_ Aks (v”
Pine, = exp{ A3 A$3:|Z(5 $3+A$3

Aks (vt
P;Z,erg = eXp{ As oo ALUB} ZéJr z3+Azg

interpolando os dois campos de onda temos

Pryinws =W Py ng, + WIPL L nq, (2.26)

x
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o peso da interpolacao pode ser encontrado em ordem zero do erro da fase para uma dada

propagacgao angular como segue:

kn — ku+ _ Aksvt—c
o As vlc se %(kf) =0
_ — - +
W = ky +Slsr—c_ pyt _ Shavioc (2.27)
1, caso contrario
Wt = 1-Ww-. (2.28)
Note que W~ = 1 onde o campo de onda torna-se evanescentes para o alta velocidade de

referéncia v, isto é, quando %(k;f) # 0. Sendo %(k;f) a parte imagindria de k.

2.3 CONDICAO DE IMAGEM

Para visualizar o refletor R, depois da extrapolacao do campo para baixo, é necessario
condigoes que permitem a formacao da imagem em R. Essas condicoes sao chamadas de
“condicao de imagem”. Na literatura existem diversos tipos de condi¢oes como por exem-
plo: correlagao cruzada (CLAERBOUT, 1985), de imagem generalizada (SAVA; FOMEL,
2005), com deslocamento temporal (SAVA; FOMEL, 2006) e por suavizagdo (GUITTON;
VALENCIANO; BEVC, 2006).

Neste trabalho mostramos cortes de segoes da resposta ao impulso com aquisicao de
afastamento nulo. Como nossa imagens foram obtidas de dados pés-empilhamento, usamos

a seguinte condicao:

I(x) =) P(x,w;)exp (iwjt). (2.29)

Wi

cuja soma de P (x,w) corresponde a cada campo de onda formado para cada intervalo em
profundidade x3, + Axs;, com uma determinada freqiiéncia w;, onde as imagens sao formadas
pela a soma de todas as freqiiéncias em w;. Em outras palavras, temos a transformada de

Fourier inversa com a condigao de ¢t = 0 para cada profundidade.
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3 ALGORITMO 3D USANDO FFD COM APROXIMACAO
DE PADE COMPLEXA

Os tipos de métodos de migracao, que usam a equacao da onda unidirecional, sao deter-
minados pelos tipos de aproximacao feitos sobre o operador de raiz quadrada como o operador
da equacao (2.3). A aproximacao de Padé, real e complexa, permite manter a ordem para os

operadores de derivadas, independentemente do ntimero de termos utilizados da expansao,

além de tratar modos evanescentes (AQUILERA-NAVARRO et al., 1999).

3.1 APROXIMACAO DE PADE REAL

A série de Padé sao funcoes racionais de coeficientes de dois polinomios que represen-
tam uma expansao. A expansao de Padé real aproxima operadores de raiz quadrada como
mostrado de (2.3). Usando X? de (2.10) como X? = Z, entao o operador de raiz quadrada
passa a ter a forma de R(Z) = v/1+ Z, que podem ser escritas como funcoes da seguinte
maneira (LU, 1998; BAMBERGER et al., 1988):

Ry(Z) = H Lre ou (3.1)

+
Ry(Z) = Z (3.2)

sendo (3.2) a forma mais comum, onde os coeficientes a,, b,, ¢, e ¢y sdo coeficientes de Padé

real (BAMBERGER et al., 1988; LU, 1998; MILINAZZO; ZALA; BROOKE, 1997),

nmw nmw 2
bn: 2 n — 2 n — n 3.3
cos <2n+1>’ fn =50 (2n+1) R T (8:3)

sendo ¢y = 1, de modo que a seqiiéncia de fungdes de Ry(Z) converge para R(Z) para

algum Z em que Z > —1 em um plano complexo. Observe que para Z < —1, R(Z) passa
a ser um numero puramente complexo com a parte imaginaria positiva. Enquanto, Ry (Z)
permanece real, mostrando uma inconsisténcia na equacao (3.2) exigindo que Ry(Z) seja

também complexo, além de satisfazer a condigao para R(Z) real, portanto, os coeficientes de
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(3.3) devem ser estendidos para o plano complexo (AMAZONAS, 2007; LU, 1998).

3.2 APROXIMACAO DE PADE COMPLEXA

Considerando a linha de corte no plano complexo, ao longo do eixo real negativo, cor-
respondente a aproximacgao de Padé real, como mostra a Figura 3.1. Millinazzo, Zala e
Broke (1997) propuseram a introduc¢ao de uma fase, que rotaciona a linha de corte. Melho-

rando a representacao da parte evanescente do espectro, e conseqiientemente a estabilidade

da aproximacao (AMAZONAS, 2007).
Figura 3.1: Linha de corte e linha de corte modificada por um angulo ¢ no plano complezo.

Linha de corte original (—1 0) |0

Fonte: Do autor.

Obtemos uma nova representacao para a raiz quadrada Ry(Z) com a seguinte forma,

Ryn <%+XM+BZ (3.4)

em que os coeficientes complexos sao dados por (LU, 1998) (apéndice B)

A, = ane " (3.5)
" (14 by(e=ie — 1)) '
b, e
B, = 1+b(*w—1) e (3.6)
—ip 1
CQ = 230/2 Co + Z ) . (37)

=1

A equagao (3.4) corresponde a uma generalizagao da equacao (3.2), cujos coeficientes Cp,
A, e B, sao representados pelas expressoes acima. A importancia dessa nova expansao de

Padé estd centrada no tratamento de autovalores do modos evanescentes®' cujos vetores de

!de ondas transmitidas, geradas por uma onda que incidente em uma interface, cujo angulo de incidéncia
estd acima do angulo critico.
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onda possuem valores complexos ao encontrar uma interface com angulo acima do critico, e
por isso a andlise é mapeada no eixo positivo imaginario, produzindo imagens com menos

ruido numérico.

3.3 ALCORITMO 3D DE FFD COM APROXIMACAO DE PADE

Dada a diferenga d de acordo com a equagao (2.18) em que v deve ser a menor

velocidade do modelo, logo v < ¢(x). Usando (2.10) e adotando a seguinte notagao:

k

el k,

c(x)’

SHES

L
) p kr’

reescrevendo o operador diferenca, usando aproximacao de Padé complexa nos operadores de

raiz quadrada, encontramos

N
. 1 p
d:zkr{Co(p—l)—l—ZAan?(l_i_BX2_1+Bp2X2)}, (3.8)

n=1
3.3.1 Aproximacgao por série de poténcia

Expandindo as fragoes de (3.8) em série de poténcias (apéndice B), temos

N
dm’kr{co(,o—1>+ZAnp<1—p>X2 (1= B, (14+p+p") X+

n=1

+B.(1+p+p+p>+p") X +..]}. (3.9)

A partir desse ponto temos trés importantes situagoes a considerar a respeito do modelo de
velocidade ¢(x) em relagao a velocidade de referéncia v: (1) se a velocidade do modelo for igual
a velocidade de referéncia ¢(x) = v, isso implica em p = 1. Entao, a diferenca do operador
(3.9) nao existe, logo d = 0, e o operador (2.3) se resume ao operador de deslocamento de
fase de (2.4); (2) se o modelo tem forte variacao de velocidade v/c(x) =~ 0; entao o operador
nao ird ser eficiente caso o modelo apresente grandes variagoes de velocidade e (3) e se existe

variagdo moderada de velocidade 0 < v/c(x) < 1.

Considerando um intervalo de 0 < v/c(x) < 1, na ordem de p*, correspondendo a primeira

linha da equagao (3.9), em que o operador d seja valido para um modelo de velocidades com
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variacao fraca a variacoes fortes,

dm’kr{Co(p—1)+ZAnp(1—p)X2 [1-B, (1+p—|—p2)X2]}

n=1

na forma racional, torna-se

np l_p)X2
dw ik, . 1
: { +Z1+B (11p+ ) X2 (3.10)

A representagao da equagao (3.10), é equivalente ao operador de Ristow e Riihl (1994), e
dessa forma, pode ser usada para definir operadores de migracao em modelos com pequenos

contrastes lateral de velocidade e com contrastes consideraveis.

3.3.2 Aproximacao alternativa

Partindo da equagao (3.8), cujo termo dentro do somatério podemos deixar com o mesmo

denominador e desconsideramos termos de ordem (X?) chegamos a

Anp(l — p)X?
d =ik, |Co(p—1) . 3.11
! +Z1+B I+ )2 (8:11)

3.4 IMPLEMENTACAO USANDO CRANK-NILCOLSON

Como vimos nas subsecoes anteriores, o operador de diferenca entre os operadores uni-
direcionais d pode ser representado pelas equagoes (3.10) e (3.11). Entao, generalizando-as

usando um novo parametro o, logo

npl_ X2
d~ ik _1+Z 1+ B,0X?2

em que o pode ser 0 = 14 p? ou 0 = 1 + p + p?. A partir da equacao generalizada acima,
usando a definicdo do operador diferenga d de (2.18), objetivamos obter uma nova forma
para o operador unidirecional da equacao da onda (2.3). Entao, o operador unidirecional 3D

usando aproximacao de Padé complexa é dado por:
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i1+ X2 A~ —ik
VL i 1+Bax2

Aup(l — p)X?
V14 p2X2+Co(p—1) +Z L ] (3.12)
em que a equacao do campo de onda para o operador de FFD 3D passa a ser:

OP(x,w) B
8l‘3 n

@fo(p—luzwl Pxw).  (313)

p “—~ 1+ B,oX?

Sendo o operador implementado no esquema de cascata para cada termo dentro do so-
matorio, e usando a técnica da fatoragao (CLAERBOUT, 1985), nos permite separéd-la em

trés outras equagcoes

OPxw) _ e TT PXEP(x.w) (3.14)
8l‘3

P

OPX@) ik oo —1) Plx.w) (3.15)
8373

OP(x,w) p)X?

e —zkE 1—|—BO’X2 P(x,w) (3.16)

cujas solugoes analiticas para (3.14) e (3.15), sao:

P(x1, 29, 23 + Az, w) = exp {—ikr\/ 1+ pQXQA:cg} (3.17)
P(z1, 19, 23 + Axs,w) = exp {—ik,Co (p — 1) Axs}, (3.18)

onde os operadores correspondem aos operadores de deslocamento de fase (GAZDAG, 1978)
e split-step (STOFFA et al., 1990), respectivamente. Aplicando Crank-Nicolson em (3.16), e

deixando implicito o somatorio nos coeficientes de Padé, temos

Pﬁq—l — Pziq _ —ik;An(l - p)X? sz:;l + Pziq
Axs 1+ B,,oX?2 2

ou ainda,

(o 650y q + BTX?) PEE = (@ 8,0, + B~ X)) PL, (3.19)



35
sendo
se{l,...N,}t ere{l,...,N,}

em que X2 = (D 2 + R?D %> representa a aproximagcao para as derivadas de diferenca finitas

D, = (5SP+15T(] - 25sp5rq+5sp715rq) €
Dmg = (5sp5rq+1 - 25sp57"q + 5sp(srq—l) )

onde

N

k?AZL‘g

2 2
ATy WAL gt oot

Anp<1 o p)'

Note que o operador do lado direito de (3.19) aplicado em Pstjfl, corresponde ao operador
do lado esquerdo aplicado em P;r, quando trocamos o sinal da unidade imagindria de 5.
Lembrando que o simples fato de mudar o sinal de ST nao significa que 3~ seja complexo
conjugado de ST, pois os coeficientes de Padé sdo complexos e continuam os mesmos em

ambos os lados da equacao (3.19).

3.5 ANALISE DA RELACAO DE DISPERSAO

A analise numérica da relacao de dispersao do operador de FFD com aproximacao de
Padé complexa é baseado na comparacao com a relacao de dispersao do operador unidirecional
exato, dado por (2.3). De modo, que as curvas de dispersao sao plotadas uma sobre a outra,
e a analise ¢ feita escolhendo o parametro o para o operador de FFD que melhor se adéqua

a curva exata.

A relagao de dispersao do operador exato de (2.3) é dada a partir da relacao de dispersao

de (2.7), reescrita como

cosf = /1 — (senf)*; (3.20)

e para a curva de dispersao do operador de FFD com aproximagao de Padé complexa, temos

a seguinte relacao de dispersao:
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1 — (p senf)? L Gilp—1) i A, (1 = p) (send)?

- (3.21)
p p “— 1— 0B, (senb)

cosf ~

em que o angulo de fase vem de cos@ = kY/k e senf = ki/k. Portanto, esta relagdo s6
mostra resultados reais para angulos de fase no intervalo de 0° < ¢ < 90°. Entretanto, ondas
evanescentes sao propagadas com energia acima desse limite real, logo senf > 1 deixando a
raiz quadrada imagindria positiva, e é nesse contexto que a aproximagao de Padé complexa

tem sua importancia.

Para avaliar como a aproximacao de Padé complexa atenua os modos evanescentes con-
sideramos as equagoes (3.20) e (3.21) em apenas uma diregdo. Observe que a rela¢ao de
dispersao de (3.21), corresponde a relacao de (3.20) quando p = 1, significando que a veloci-
dade de referéncia é igual a velocidade do modelo, ou seja, o modelo é homogeneo. Mas, o
que avaliamos foi quando o operador de FFD com Padé complexo for aplicado em um modelo
com variagao lateral de velocidade, logo, p # 1, e a curva de dispersao do FFD for o mais

proximo possivel da curva de dispersao exata.

Nos graficos das Figuras 3.2 e 3.3 comparamos as curvas de dispersao dadas pelas equacoes
(3.20) e (3.21). Nas Figuras 3.2 e 3.3 avaliamos essas rela¢oes para modelos de contraste de
p =203, p=0.5ep=0.75 com dois angulos de abertura do operador. Todas as Figuras

apresentam parte real e parte imaginaria.

De acordo com nossas deducoes mateméticas o parametro o pode ser ¢ = 1+ p + p? ou
o = 1+ p* Contudo, Amazonas et al. (2007) sugere experimentos numéricos com o = 1+ p>.
Mas essas aproximagoes sao Otimas para trés termos da série de Padé, veja Figura 3.4 . O que
nao é o nosso caso, pois queremos a melhor aproximacao usando o menor ntmero possivel

de termos da série.

De acordo com a Figura 3.2, com angulo de rotagao de ¢ = 25°, notamos que o parametro
o = 1+ p+ p? se apresenta mais préximo da curva real para todos os p’s considerados.
E na parte imaginaria as curvas com esse parametro tém maiores crescimentos apds seng
mostrando um maior amortecimento das ondas evanescentes. Entretanto, o parametro o =
1+ p* proposto por Amazonas et al (2007) nao é o melhor candidato quando usamos apenas

um termo da série de Padé complexa.

De acordo com a Figura 3.3, com angulo de rotagao de ¢ = 45°, notamos que para

variagdo muito altas como a parte imagindria de (a) as curvas de dispersao pra o FFD
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Figura 3.2: Curva de dispersao para angulo na linha de corte de p = 25°, usando 1 termo da série
de Padé complezxa. a) para p=0.3, b) p=10.5 e c) p=0.75.
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mostram um deslocamento em relacao a curva de dispersao exata. Esse deslocamento some

quando aumentamos o valor de p. Note que para todos as variagoes de velocidade dessa
Figura, o parametro ¢ = 1 + p + p? é o melhor candidato.
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Figura 3.3: Curva de dispersao para angulo na linha de corte de p = 45°, usando 1 termo da série
de Padé complezxa.. a) para p=0.3, b) p=0.5 e c) p=0.75.
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De acordo com a analise das Figuras 3.2 e 3.3 escolhemos o parametro o = 1 + p + p?,

quando analisamos a parte real do espectro, notamos que para o referido parametro, a curva

de dispersao do operador de FFD é muito mais préxima a curva do operador exato, do que

para todos os outros parametros analisados. Analisando a parte imaginaria do espectro,
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Figura 3.4: Curvas de dispersdo usando 3 termos da série de Padé complexa e varia¢do de p = 0.5.
a) Com angulo na linha de corte de ¢ = 25° . b) Com dngulo na linha de corte de o = 45°.
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1 2 Real FFD
cr=1+p+p2
05 15 o=1+p”
0=1+p3
bt o et 1 Exact
(a) 8 Real FFD 3
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cr=1+p3
[«n] [«
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o=1+p+p’
-0.5 0=1+p2 0.5
cr:1+p3
-1 Exact 0
0 0.5 1 15 0 0.5 1 15
sin 6 sin 6

Fonte: Do autor.

notamos que o = 1+ p + p? tende a crescer mais que todos os outros ¢’s, o que significa que

este atenua melhor o modos evanescentes.

Nas Figuras 3.2 e 3.3 mostram o comportamento da curva de dispersao para FFD com
Padé real (linha verde) e para a curva exata (linha preta). Observe que a curva para FFD
com Padé real tende a se distanciar da curva exata, o que vem a se tornar uma instabilidade
no algoritmo. Em todos os gréficos das Figuras 3.2 e 3.3 percebemos que quando as curvas de
dispersoes da parte real, com Padé complexo, nao é mais eficiente, as curvas de dispersoes da
parte imaginaria atenua o sinal, o que nao acontece com Padé real e por isso, a aproximacao
de Padé complexa é capaz de atenuar energia de grandes angulos bem como tratar ondas
evanescentes (AMAZONAS et al., 2007).
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3.6 REPRESENTACAO MATRICIAL

Podemos representar a equagao (3.19) na forma matricial. Para isso utilizamos o seguinte

mapeamento:
Pr,s — P]

em que

I(s,r)=r+(s—1)N,,.
Este mapeamento permite reescrever a equacao (3.19) na forma:
(S + B+X2> pitl — (S + B‘X2> P!, (3.22)

sendo S a multiplicacdo de « discretizado com a matriz identidade, e B a representacao

discretizada e matricial de A%, ambas definidas como

wAT, 2 wAT, 2 wAT; 2
a1 "\ @ T\ Ny
kA
B* = B[}, +i 2x3Ani (1—1).

Ch,l Ch,l

S = Diag

Para cada ponto discretizado do modelo de velocidade ¢j,; na malha, com h,l = 1,2, ..., Nz o,
com Nzj9 = Nz - Ny, sendo Nz; o nimero de pontos na direcao discretizada z; (i = 1,2).
E a representacao para BT é andloga a B~, como o sinal da unidade imagindria trocado, e
com as mesmas especificagoes de 1 e f7. Sendo 'y, a representagao matricial de o, e de

acordo com a seccao anterior, o definiremos por

2
v v
(),
Ch,l Ch,l

Além disso, X? = (D% + R*D?2)) é a definicdo matricial de X 2. Dessa forma, podemos

associar a este equagao um sistema linear dado por:

Ay =b (3.23)
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em que y é a solucao do vetor campo de pressao P! para cada passo em profundidade do

modelo de velocidade, usando valores conhecidos: o valor da matriz A = (S + B+X2>, eo

valor do vetor b = (S + B_XQ) P’. Note que a matriz possui cinco elementos nao-nulos por

linha, dados por,

Az 17 A
App = [w xl} +2(1+ R? |:Bnrh + ’ik A, (1 - E)] (3.24)
c, 2 cp,
kA
Ang = By +i 2‘”3 A, (1 - Ci) , h#1 (3.25)
h,l

sendo os elementos da diagonal principal dados por Ay, ;, e fora da diagonal principal temos

quatro elementos dados por Aj;. Em que A € C™*™ ey, b € C™ em que m = Nz 5.

O sistema linear (3.23), é um sistema esparso e de banda larga. Métodos de encontrar a

solugao desse sistema sao discutidos no préximo capitulo.
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4 SISTEMAS LINEARES

O custo computacional do algoritmo FFD 3D é determinado pelo custo da solugao do
sistema linear representado na equacao (3.22). Para aumentar a eficiéncia do algoritmo
foi proposta a aproximagao de fatoragao da matriz em diregoes ortogonais (CLAERBOUT,
1985). Esta abordagem reduz a solucao do sistema linear (3.22) a solugao de uma sequéncia
de sistemas lineares tridiagonais, cuja solugao numeérica é muito eficiente. Entretanto, esta
fatoracdo gera anisotropia numérica. Para mitigar este problema Li (1991) prop6s uma es-
tratégia de corre¢gao no dominio do nimero de onda, e Ristow e Riihl (1997) propuseram a
fatoracao multi-direcional, em que a fatoracao é feita em multiplas direcoes nao necessaria-

mente ortogonais.

Nossa proposta é determinar a solucao do sistema linear (3.22) sem fatoragao direcional,
portanto sem os efeitos de anisotropia numérica. Esta abordagem requer que se utilizem
estratégias eficientes para solucao de sistemas lineares de maior dimensao e banda larga, o
que também requer maior espaco de armazenamento de memoéria. Neste capitulo discuti-
mos a técnica de fatoracao direcional e algoritmos eficientes de solucao de sistemas lineares

complexos utilizando métodos diretos e métodos iterativos.

4.1 TECNICA DA FATORACAO DIRECIONAL

Essa técnica consiste em separar a equagao do sistema linear (3.22) em dois novos sis-
temas de equacoes lineares nas direcoes ortogonais, também conhecidos como diregoes inline
e crossline. Este processo é repetido para cada camada horizontal do modelo. Dessa forma,
aumentado os nimeros de sistemas lineares a ser resolvido pelo algoritmo em cada camada

do modelo de velocidade.

Partindo da equagao (3.22) e aplicando a técnica da fatoragao direcional, encontramos

(si+B'D;) (8. + B'D}, )| P =

- [(s1 + B’Di) (s2 + B*D;)] p (4.1)

sendo
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S, = Ding (u;A:L’l)Z’(cuA:z:l)Q’m7 (wal)Q
C1 (&) CNay

S, = Ding (WA.Z'Q)Q’<WA$2)2’“.’ (waQ)Q
C1 Co CNzy

onde Dil e DiQ sao derivadas de segunda ordem na forma matricial, nas respectivas diregoes
de x1 e x5 . Cujo nuimeros de pontos méaximos discretizados sao dados por Nz e Nxo, respec-
tivamente. Dessa forma, encontramos um campo de onda extrapolado para cada plano ver-
tical do modelo de velocidade, ou seja, P (z3,x1,w) e P (z3,x2,w), e depois correlacionamos

os resultados.

Essa aproximacao reduz o custo computacional, pois diminui o custo de memoria utilizada
para armazenar os elementos da matriz, que sao necessarios para encontrar a solucao do
campo de onda. Entretanto, essa aproximagao gera anisotropia numeérica, que em um modelo
homogéneo com algum contraste resulta em uma forma losangular da forma do campo de onda
ao visualizarmos no plano horizontal. Representando que o campo se propaga diferentemente
para as diregoes x; e xo, quando na verdade o campo deveria ser representado por um circulo

no plano horizontal.

Uma das maneiras de reduzir essa anisotropia é usar a corre¢ao de Li (LI, 1991) con-
sistindo na interpolacao do campo de onda no dominio do niimero de onda e da freqiiéncia.
Ou usar fatora¢ao multi-direcional (RISTOW; RUHL, 1997) baseado na divisao da equacao
(3.22) nao s6 em duas como foi mostrado acima em (4.1), mas em quantas equagoes forem

necessarias para atenuar o problema da anisotropia.

4.2 METODOS DIRETOS

Os métodos diretos buscam a solugao da equacao (3.23) evitando o célculo direto da
inversa da matriz A. Ao contrario dos métodos iterativos, que buscam solucoes aproximadas
para o problema, os métodos diretos visam a solugao exata do sistema linear, a menos de

erros de arredondamento de pontos flutuantes da maquina utilizada.

Por buscar a solucao exata do sistema linear, é interessante que o niimero de operacoes
seja minimizados, e dessa forma reduzir o tempo computacional e evitar propagacao dos erros
de arredondamentos. Existem varios tipos de solucao para métodos diretos, dentre os mais

comuns temos:
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1. O método da eliminacao de Gauss: que consiste em transformar o sistema linear origi-
nal, em um sistema equivalente. Baseado em operacgoes de multiplicagao, permutacao e
substituicao de linhas, visando uma matriz de coeficientes triangular superior, e dessa

forma, buscar a solucao exata por retrosubstituicao.

2. O método da eliminacao de Gauss-Jordan: usa os mesmos procedimentos mateméaticos
que o método de Gauss. Porém, objetiva transformar a matriz A em uma matriz

identidade I, e assim, encontrar a solucao do sistema linear.

3. O método de fatoragao LU: também conhecido como decomposi¢ao LU, esse método

consiste em dividir a matriz A do sistema linear (3.23) em duas outras matrizes.

A fatoracao LU, basea-se em,

A=LU

onde L é a matriz triangular inferior (lower), e U é a matriz triangular superior (upper),

genericamente dadas da seguinte forma:

Ay A A13 1 0 O U U Uss
A21 A22 A23 = L21 1 0 0 U. 22 U. 23
A31 A32 A33 L3y L3y 1 0 0 Uss

em que o sistema linear de (3.23), passa a ser dois sistemas lineares. O primeiro sistema

linear busca a solucao de Ly’ = b, e o segundo busca a solucao de Uy =y’

A desvantagem de usamos métodos diretos é que para matrizes esparsas como A (do nosso
sistema linear), esses métodos geram matrizes como L e U que nao preservam a esparsidade
da matriz original. Tornando as novas matrizes muito densas, exigindo um armazenamento

extra de memoria, dessa forma, aumentando o ntimeros de iteragoes.

Na solucao direta, ao aumentar a dimensao de um sistema linear esparso, a armazenagem
cresce muito rapido, se comparado com os numeros de elementos nao-nulos. Portanto, esses

métodos nao sao aconselhaveis para sistemas lineares de grande porte.

Nos algoritmos de extrapolacao do campo de onda, como de FFD e FFDPI em que foram
usados a técnica da fatoracao direcional, foram utilizados sistemas de solucao diretas de

sistemas lineares baseados na decomposicao LU.
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4.3 METODOS ITERATIVOS

Geralmente esses métodos tratam de sistemas lineares de grande porte, ou seja, quando
a matriz A é muito grande', e/ou também esparsa ou ainda quando nao é conhecida. Muitos
desses métodos de solucao sao baseados no espaco de Krylov, por isso faz-se necessario o

entendimento da defini¢ao bésica desse espago e do subespago (LAGO, 2010).

Chamamos de espago e de subespaco de Krylov, se b # 0, quando

a

e

A
I

span {A, Ab, A?, } : e (4.2)
Ki(A,b) = span{A,Ab,A* . A" 'b} (4.3)

associados a A, b, ao espaco e ao subespaco, e no tultimo caso, de ordem k. De modo que,
dim (Kj) < m, e portanto existird um primeiro valor j, onde 0 < j < k tal que A’b serd

linearmente dependente com os vetores anteriores da seqiiéncia de Krylov, ou seja

i—1
A'b = JZ a,A"b.

n=0

A respeito da matriz A temos dois casos a considerar: (1) se for nao-singular, entao, todos
os seus autovalores sao diferentes de zero, logo, oy # 0, o que significa que y € Kr(A,b).
(2) se for singular, podemos encontrar uma solucao, porém, para y ¢ Krp(A,b). Existe
um teorema chamado decomposicao Cerne-Nilpotente, cuja solucao pertence ao subespago

Kr(A,b), mas, o resultado é valido considerando precisao infinita da maquina (LAGO, 2010).

Sendo Kx(A,b) = span{vy, vg, ..., vx} € Vi = {v105...0;}, poderfamos considerar v; = b,
vy = Ab, ..., v, = AF'b, entretanto essa seqiiéncia de vetores converge para um autovalor
associado ao maior autovalor da matriz A em modulo, tornando-se linearmente dependente
quando utilizamos uma maquina de precisao finita, o que faz com que a base V} seja mal-
condicionada. A solugao para esse problema é ortogonalizar cada vetor, como por exemplo

os processos de ortogonalizacao de Arnoldi e ortogonalizacdo Lanczos.

No processo de ortogonalizagao, toma-se um vetor inicial vy, cujo produto interno gera um
novo vetor v, que deve ser ortogonalizado com o vetor inicial v; e a matriz A. Esse processo
é repetido para cada vetor gerado v;, o mesmo deve se ortogonalizar com os anteriormente

formados v;_1, v_a, ..., v1, gerando uma base para o espago de Krylov (A ,b). O critério

In é muito grande, ou de ordem igual ou superior a 10°.
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de parada ¢ quando algum vetor formado v; for linearmente depende do vetor anterior v;_;.

No processo de ortogonalizacao de Arnoldi esse processo gera uma matriz de Heisenberg

kt1)xk, cujos elementos sao os produtos internos ;11 ;) = ||vj]|2 dos vetores

superior, H, € C!
formados. Ao consideramos todo o conjunto de vetores V e lembramos do critério de parada

ja mencionada, teremos o seguinte resultado desse processo:

ou seja, ja obtemos a base para o subespago C;(A, b) invariante de A na iteragdo j, em que

H, € C7* e é formado pelas j primeiras linhas de ﬁk, veja o algoritmo de Arnoldi 1.

input: A, b
_ b .
1.1 V1 = b2’
1.2 for j=1... do
1.3 Vi1 = Avj;
1.4 fori=1..5 do
1.5 NGy = (Vi Vj41);
1.6 Vjt1 = Vi1 — T)(4,5)Vis
1.7 end
18 | NGty = vl
1.9 if 7(j+1,5) = 0 then Stop;
Vipq — _VitL .
1.10 I g
1.11 end

Algoritmo 1: Processo de Ortogonalizacao de Arnoldi usando Gram-Schmidt

O processo de ortogonalizacao de Arnoldi vale para A nao simétrica?, se A for simétrica,
entao, temos o processo de ortogonalizagao de Lanczos, onde H; serda uma matriz diagonal
com trés elementos na diagonal principal dispostos como diag = [ vg_o Mx_1 vk_1], para cada
linha £ da matriz. Portanto, no processo de Lanczos s6 precisamos ortogonalizar com os dois
tultimos vetores, diminuindo o custo computacional, infelizmente s6 é valido para A = AT

veja o algoritmo de Lanczos em algoritmo 2.

Com o objetivo de diminuir o custo computacional do método de Arnoldi temos o processo
de Lanczos nao-hermitiano que a partir de duas bases vetoriais biortogonais, Vy e Zj, geram
dois subespacos de Krylov Kj(A,b) e Li(A¥ b), que devem satisfazer a condigao de (v;, z;) =

0ij, com o objetivo de triagonalizar a matriz Hy, veja algoritmo 3. No final do processo

2nao simétrica: A # AT
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input: A b

_ _b .
2.1 V1 = b2’
2.2 o = 0;
2.3 for j =1... do
2.4 Vi1 = Avj;
2:5 nj = (v}, vj41);
2.6 Vj+1 = Uj1 — NjV5 — Hj-1Uj-1;
27 | 5 = [[vjall2;
2.8 if ;41 = 0 then Stop;

o Vit

2.9 Vj41 = fg1
2.10 end

Algoritmo 2: Processo de Ortogonalizacao de Lanczos

temos apenas uma base, entretanto a mesma nao ¢é ortogonal, o que nao tira a vantagem

desse método.

input: A b
_ . _ b .
3.1 U1 =21 = [b]]2°
3.2 §o = po = 0;
3.3 for j=1... do
3.4 Vj+1 = AU]';
3.5 Zj41 = AHZJ‘;
86 | Ny = (25 Vi)
_ * .
8.7 | Uit = Vi1 — NV — §5Ui-1;
_ * * .
3.8 Zj+1 = Zj+1 = Nz = HiZi-15
3.9 | pit1&ir1 = (Ui, Zj);
3.10 if p;41&+1 = 0 then Stop;
T v,
3.11 Vj41 = fg1
— Fj+1.
3.12 Zil = g
3.13 end

Algoritmo 3: Processo de BiOrtogonalizacao de Lanczos nao-Hermitiano

Depois de construida a base, podemos escolher qual método iterativo usar para encontrar

a solugao para o problema em (3.23), de acordo com as especificidades da matriz A.

A seguir apresentaremos alguns métodos de solucao de sistemas lineares iterativos que
servem como introducao para o método do Gradiente Bigradiente Estabilizado, dos quais
nosso algoritmo de FFD-BICGSTAB deriva.
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4.3.1 Gradiente conjugado - CG

O método do Gradiente Conjugado (CG) (HESTENES; STIEFEL, 1952) foi criado ao
mesmo tempo em que o método de Lanczos foi publicado, e por muitas vezes é conhecido

como um caso particular de Lanczos.

Para encontrar a solugao do sistema linear consiste em gerar uma seqiiéncia de solugoes
aproximadas que sao atualizada a cada iteracdo. A primeira iteracao consiste em “chutar”
uma solucao inicial yg e encontrar o residuo rg correspondente. Para cada nova iteracao
devemos executar dois produtos internos, que devem satisfazer algumas condigoes de ortog-
onalidade, gerando dois escalares «; e (3;, na iteragao ¢. O escalar a; multiplica o vetor de
direcao de busca p; e consequentemente gera uma nova solucao y;.1. Enquanto, o escalar
B; atualiza o vetor de direcao de busca p;;1, e em seguida o residuo 7;,1. A cada dois pro-
dutos internos, que geram «; e [3;, é tirada uma norma em que relaciona a solucao atual
com a solugao anterior, que ao ser minimizada significa que encontramos o solucao y. Esse

procedimento estd representado no algoritmo 4.

input: A, b, yo
4.1 19 = b — Ayp;
4.2 Yo = To;
4.3 while ||r]|3 > tol do
= il
4.4 ) (pi,Ap;)?
4.5 Yit1 = Yi + Q4pi;
4.6 Tig1 = Ti — QG Ap;;
_ lrigall3.
4.7 61‘-1—1 = il
4.8 Pit1 = Tiv1 + Big1bi;
4.9 end

Algoritmo 4: CG: Gradientes Conjugados

Observe que esse método é economico computacionalmente, s6 tem dois produtos inter-
nos, e a cada loop armazena somente trés vetores, e dois escalares, além de apresentar apenas
uma multiplicacdo matrizxvetor. Entretanto, a solucao sé ¢ valida para A hermitiana?, pos-

itiva definida? além de nao-singular.

3Matriz cujos cujo autovalores sao distintos e ortogonais ou ainda A = A*
iy £0 =yPAy >0
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4.3.2 Gradiente biconjugado - BICG

A diferenca do método do gradiente biconjugado (BICG) (LANCZOS, 1952) em relacao
ao CG estd essencialmente na forma da matriz A; pois no BICG a mesma pode nao ser

simétrica. E Além do BICG usar a matriz A, também usa a sua hermetiana no algoritmo °

(LEE; ZHANG; LU, 2003).

O fato da matriz nao ser simétrica impossibilita a ortogonalizacao por Lanczos, e Arnoldi
tem um custo computacional alto. Entao, usa-se o método de Lanczos nao-Hermitiano, cujos
vetores v; e z; geram os subespaco de Krylov, Ky = ) (A, 7o) e Ly, = Ly, (AH,tO), e seu
residuo 7o = 7o — Ab, bem como o seu dual t, = yy — Ab, que satisfazem as seguintes

propriedades:

na iteracao i, gerando novos escalares «; e ;1 1; além de satisfazem as relagoes de ortogonal-

idade r; LLC; e t; LIC;, veja o algoritmo 5.

input: A, b, 4,
51 19 = b — Ayp;
5.2 1o = pPo = To;
5.3 while ||r;||3 > tol do

_ (tiri) .
5.4 Qi = T Ay
5.5 Yir1 = Yi T Q;Di;
5.6 Tig1 = Ti — QG Ap;;
H,, .
5.7 tiy1 =t — ;A7 q;;
6‘ _ (tig1,riga) .
5.8 +1 — <ti77"z’> 9
5.9 Dit1 = Tit1 + Bit1pi;
5.10 Git1 = tix1 + Big1pi;

5.11 end

Algoritmo 5: BICG: Gradientes BiConjugados

Em que r;;1 é o residuo e p;;1 o vetor de busca referente ao subespaco Ky; e t;11 é 0
residuo e ¢;;1 o vetor de busca referente ao subespago L. As relagoes de biortogonalidades
sao asseguradas pelos produtos internos. Por outro lado, a base nao é ortogonal, logo a

convergéncia nao é garantida.

5AH — (A*)T
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4.3.3 Gradiente biconjugado estabilizado - BICGSTAB

O método do gradiente biconjugado estabilizado (BICGSTAB) (VORST, 1992) foi criado
com o intuito de corrigir as instabilidades do BICG. Entretanto, antes de criar o BICGSTAB,
Sonneveld publicou o método gradiente conjugado quadrado (CGS) em 1989 (SONNEVELD,
1989), que resolve sistemas lineares esparsos e nao usa a matriz hermitiana. Embora, o CGS

apresentava-se mais rapido ainda mostrava problemas com instabilidade (LAGO, 2010)

O BICGSTAB veio com a proposta do corrigir estas instabilidades além de manter,
como entrada do algoritmo, a matriz esparsa, nesse sentido concluimos que o mesmo é uma

combinacao do BICG e do CGS. Entao, o BICGSTAB tem como entrada uma matriz A

qualquer, veja o algoritmo em 6.

input: A, b, yo
5.1 79 = b — Ayp;

5.2 Do = T,
5.3 while ||r;||2 > tol do

L — <Ti7T0> .
5.4 Q= TAp;ro)
5.5 s; = 1r; — o Ap;;
. (Asisi) .
5.6 Wi = (Asi,Asg)?
5.7 Yit1 = Yi T ;P + w;Si;
5.8 riv1 = S; — wWiAs;;
oo {risuro) o oas
5.9 /82—1—1 - (7“,',7“0) w;i !
5.10 Pit1 = Tit1 + Bip1 (i — wiAp;);

6.11 end
Algoritmo 6: BICGSTAB: Gradiente Biconjugado Estabilizado

Podemos pensar w; como um parametro livre. Uma simples escolha e talvez a mais
natural é selecionar w; de modo que tenha sempre passos decrescentes na dire¢ao do residuo
obtido antes da atualizagdo da norma (LAGO, 2010; SAAD, 2003).

Todos os vetores, S;, Yi11, Tit1 € Pi+1, € 0S escalares, a;, w; e (11, nascem das defini¢oes
e propriedades gerais do BICG, com a diferenca de nao necessitar da matriz hermitiana de
A nem do sistema dual, logo nao precisa gerar os residuos t;. Note que, o algoritmo do
BICGSTAB apresenta quatro produtos internos, dois a mais que o BICG, e se mostra mais

rapido que o CGS (SAAD, 2003).
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4.4 ANALISE DE CONVERGENCIA DO BICGSTAB

Dentre os métodos iterativos descritos no capitulo 4, o método BICGSTAB mostra-se

mais adequado para resolver o sistema linear (3.23), pois a matriz é complexa e esparsa.

Uma condicao suficiente para garantir a convergéncia de métodos iterativos é que a matriz
seja diagonalmente dominante, ou seja, a soma dos modulos dos elementos fora da diagonal

principal deve ser menor ou igual ao médulo dos elementos da diagonal principal (GOLUB;

LOAN, 1983),

M
[Ajil = 1Akl (4.4)
k=1

em que, neste caso, k = 1,2, .., M para M elementos fora da diagonal principal da matriz A.

Utilizando a condicao (4.4) Cole (1989) avaliou a convergéncia de alguns métodos iter-
ativos® na solucao de sistemas lineares para migracao por diferencas finitas FD utilizando
aproximacao de Padé real. Experimentos numéricos mostraram que a aproximagao de Padé
de pequena abertura angular, 15°, resultou em sistemas lineares em que todos os métodos
convergiram. Para aproximagoes de maior abertura angular, 45°, alguns dos métodos iter-
ativos apresentaram instabilidade no sistema linear associado. Este autor também verificou
que para baixas freqiiéncias a matriz associada ao sistema linear deixa de ser diagonal-
mente dominante, deixando os métodos iterativos lentos, e para alguns a convergéncia nao
foi atingida (COLE, 1989). Por outro lado, Nichols (1997) resolveu o mesmo sistema linear
que Cole (1989) usando o método de gradientes conjugados e eliminando modos evanescentes
na fonte. Novamente, a convergéncia foi mais lenta quando nao se filtra modos evanescente
e quanto mais baixa for a freqiiéncia(NICHOLS, 1997).

Avaliamos a condicao de matriz diagonal dominante para a matriz associada ao operador
FFD 3D com aproximacao de Padé real e complexa, equagao (3.22) em uma malha regular.

Para a expansao de Padé real encontramos,

c
> % \/’b,o. 45
W_Ax “ (45)

Para expansao de Padé complexa obtivemos a desigualdade

6Jacobe, Gauss-Seidel e sobrerelaxamento sucessivo.
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W2 Az? wAzx

— +4 . (1—-p){An} —8oR{B,} >0 (4.6)

C

sendo 3{A,} e R{B,}, partes imagindaria de A,, e real de B,,, respectivamente. Cujas solugoes

para a equacao acima, no limite de freqiiéncia superior wy e inferior w; sao:

wy < A% [—2(1 — p)S{An} — VAL — p)2 2{An} + 80@}%{Bn}} (4.7)
W > A% [—2(1 — )3 {An} + 41 — p)2 2{An} + 80%{371}} . (4.8)

Baseado nestas desigualdades efetuamos experimentos numéricos em meios homogéneos
para avaliar a convergéncia do algoritmo BICGSTAB em fungao da frequéncia para um tinico
termo da expansao de Padé. Observamos que o sistema iterativo apresenta convergencia
em um menor numero de iteragoes para frequéncias no limite da freqiiéncia superior wy, e

convergéncia lenta para frequéncias dentro do limite de freqiiéncias inferior wj.

As Figuras 4.1 e 4.2 mostram alguns graficos do ntimeros de iteracoes de convergéncia
para qual w; usando o algoritmo de BICGSTAB. Observe de acordo com (4.8) o condiciona-
mento da matriz depende do espacamento da malha Ax, dos angulos na linha de corte de
Padé através de A,, e B,,, bem como depende da velocidade do modelo ¢ e do contraste de

velocidades p. Todos os graficos foram feitos usando o = 1 + p + p*.

Na Figura 4.1 a relacao numérica entre modelo de velocidade e o tamanho da malha
¢ mantida constante de |¢/Axz| = 150. Embora variamos o modelo de velocidade e a dis-
cretizagdo da malha na mesma proporgao. Na coluna esquerda ((a), (c) e (e) ) note que o
nimero de iteracoes nao muda quando ¢ e Ax variam. Na coluna direita vemos uma pequena
mudanca no limite de iteragoes maximas (b) e (f) para (d), mas, nao é significativa’. Entao
podemos afirmar que o nimero de iteragdo ndo muda se a relagao |¢/Az| for mantida con-
stante para a série de Padé complexa. O mesmo padrao nao se observa quando usamos Padé
real, ou seja, angulo de 0°. Em relagao a (a) e (b) o nimero de iteragoes maximas permanece
em 1293. Enquanto para (c) esse ntmero é de 1232, uma variagdo muito pequena. Con-
tudo, para (b) e (d) esses niimeros passam para 3187 e 3801, respectivamente, uma diferenca

razoavel de aproximadamente 610 iteragoes.

Ainda com relacao analise da Figura 4.1 observamos que quando mudamos a variavel

p notamos uma mudanca nos numeros de iteracoes. Comparando os graficos da coluna

"Para angulo de 25°, (b) tem 302, (d) tem 287 e (f) tem 307 iteracdes méaximas.



Figura 4.1: Grdficos com a relagio ¢/Ax = 150. A

b), d) e f), temos p=0.75.
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esquerda com os graficos da coluna direita, para os mesmo parametros, notamos que para

modelos de velocidades com maior contraste p = 0.5 temos menos iteracoes, ao comparado

com os modelos de contraste moderado p = 0.75.

Na Figura 4.2, avaliando coluna esquerda ou coluna direita, correspondente a um mesmo

valor de contraste para o modelo de velocidade, vemos que o niimero de iteracoes diminui se

aumentarmos a discretizacao da malha, como mostra os graficos (a), (c) e (e), ou analisando

os graficos (b), (d) e (f).
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Figura 4.2: Grdficos com o mesmo modelo de velocidade ¢ = 4500. Coluna a esquerda, (a), c) e
e)) com p = 0.5. Colunas a direita (b), d) e f)) com p = 0.75. De cima para baixo aumenta a
discretizacao da malha a partir de 10m.
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Fonte: Do autor.

Outra anélise feita foi em relacao a curva de condicionamento da matriz®. Avaliamos para
a faixa de freqiiéncia minima correspondente a equacao (4.8), veja Figura 4.3. Os angulos
avaliados sao representados por pontos que interceptam a curva. Note que para Padé real
f# = 0° a matriz estd no seu pior condicionamento. Enquanto que para angulos de 25° a
matriz estd melhor condicionada, ficando ainda melhor para 45°. Embora a curva seja sttil,

nao podemos ignorar a maneira como a mudanca do limite de freqiiéncia minima interfere

8Lembrando que é uma condicdo suficiente de convergéncia, mas, nio necessaria.
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Figura 4.3: Grdficos do condicionamento da matriz avaliados para o limite de freqiiéncia minima.
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Fonte: Do autor.

nos numeros de iteracoes no algoritmo.

Note a relacao entre condicionamento da matriz com o ntimero de iteragoes, veja que
quanto menor for o limite de freqiiéncia minima, menor serd o ntumero de iteracao para
esse angulo. Por exemplo, (a) da Figura 4.1 corresponde a curva (a) da Figura 4.3; note
que a freqiiencia minima de condicionamento para 6 = 25° é aproximadamente 44Hz é
quando a curva de numeros de iteracoes comeca a crescer. Enquanto, para 0 = 45° a curva
de condicionamento tem como freqiiéncia limite 42Hz. E observe a diferenca refletida no

numeros de interacoes de ambos os angulos.

Para os graficos da coluna esquerda da Figura 4.1, a curva de dominancia da matriz é
dada pelo grafico (a) da Figura 4.3. Observe a correspondéncia dos gréficos de (a) e (¢) da
Figura 4.3, ou seja, mudando a velocidade e o espacamento da malha na mesma proporcao
temos o mesmo grafico para o limite de freqiiéncia minima o que é refletido nos niimeros de

iteragoes.

E para os graficos a direita na Figura 4.1, a curva de dominancia da matriz é dada por

(b) na Figura 4.3. Note que mudando o valor do contraste do modelo de velocidade de
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p = 0.5 para p = 0.75, como mostra (a) e (b) na Figura 4.3. O que muda a curva minima
de condicionamento da matriz, e esse limite de freqiiéncia minima aumenta, refletindo no

numero de iteracoes, como mostra a coluna esquerda e direita na Figura 4.1.

O grafico (d) na Figura 4.3 corresponde ao (a) na Figura 4.2, o que mostra que para um
modelo com alta velocidade a curva de freqiiéncia minima é alta. Aumentando o numero
de iteragoes como mostra (a) na Figura 4.2. Uma alternativa para diminuir essa curva
de freqiiéncia minima é aumentar o espagamento da malha como, por exemplo, em (c) na
Figura 4.2, diminuindo o ntimero de iteragoes, e a curva de freqiiéncia minima passa a ser

representada por (c¢) na Figura 4.3.

Abaixo temos importantes observacoes resumidas do capitulo anterior e deste em questao.

A respeito da analise da relacao de dispersao e da analise de convergéncia do BICGSTAB.

A equacao do sistema linear de (3.23) correspondente a equacao de migracao FFD com
aproximagao de Padé complexa de (3.22) na forma matricial. Vimos da andlise de con-
vergéncia que a matriz do sistema linear é melhor condicionada usando aproximacao de Padé
complexa para angulo de 45°, do que para angulo de 25°. Usando o sistema de solucao iter-
ativa do BICGSTAB, notamos que o campo de onda foi encontrada com menor nimero de

iteracoes usando angulo de 45°, do que para 25°.

Para o algoritmo FFD usando aproximacao de Padé real, notamos que para o método
BICGSTAB o nimero de iteragoes necessarias para a convergéncia aumenta drasticamente.
Também vimos que a relagao de dispersao deixa o algoritmo instavel para 0°, e nao atenua os
modos evanescentes. Avaliando a inequagao (4.4) para coeficientes de Padé real, encontramos
a inequacao (4.5), de modo que a desigualdade deixa a matriz do sistema linear pior condi-
cionada, de acordo com a descricao dos nuimeros de iteragoes feita pelos graficos da Figura

4.1 e das curvas de condicionamento da Figura 4.3.

Vimos também que para um modelo de contraste maior p = 0.5, a curva limite de
freqiiéncia inferior da matriz deixa o sistema melhor condicionado, tal como mostra a andlise
dos graficos das colunas & esquerda das Figuras 4.1 e 4.2, e das curvas de condicionamento (a)
e (¢) da Figura 4.3. E para angulos de 25° e 45° a relagao de dispersao mantém a estabilidade

do algoritmo como foi mostrado nas Figuras 3.2 e 3.3.

Para modelos com alta velocidade se o espacamento da malha for pequeno, a curva de
freqiiéncia minima deixa a matriz pior condicionada, como alternativa podemos aumentar o

tamanho da malha, como mostra a andlise da Figura 4.2.
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4.5 ALGORITMOS

Efetuamos duas implementagao do algoritmo de FFD 3D sem fatoragao direcional. Uma
usamos o método iterativo e em outra usamos método direto, em ambos usamos aproximagao
de Padé complexa. A seguir a descricao dos algoritmos implementados nesse trabalho, além

de comparar com outros algoritmos, cujos resultados foram avaliados no capitulo seguinte.

FFD-BICGSTAB: usamos a equacao (3.22) com aproximacao de Padé complexa com
angulo de rotacao na linha de corte de 25° e 45° para 1 termo da série real e complexa.
Usando o método iterativo BICGSTAB para encontrar a solucao do sistema linear de cada

plano horizontal sem fatoracao direcional do modelo de velocidade.

FFD-MUMPS: o MUMPS é um aplicativo de software que usa o método direto para
resolucao de grandes sistemas lineares esparsamente distribuidos. Usamos uma versao desse
pacote e resolvemos a equagao (3.22), ou seja, FFD sem fatoracao direcional (AMESTOY et
al., 2001, 2006), com angulo de rotagao na linha de corte de 25°, para um tnico termo da

série de Padé complexa.

FFD com fatoragao direcional: avaliamos com angulo de 25° e 45° de rotagao na linha de
corte, para um unico termo da série de Padé complexa. Partindo da representagao matricial
da equagao do algoritmo de FFD com fatoracao nas diregoes ortogonais (4.1). E com fatoracao
em quatro diregoes, também conhecido como four-way splitting, neste trabalho o referimos
como fatoracao multi-direcional. Foi usado método direto para solucionar os sistemas lineares

triagonais do modelo de velocidade.

FFDPI: foi utilizado com fatoragao direcional ortogonal, de acordo com a aproximagao

da secao 2.2.5; usando método direto para resolver os sistemas lineares.

RTM: é um método de migragao baseado na propriedade de reversao temporal da equagao
da onda completa (BAYSAL; KOSLOFF; SHERWOOD, 1983) permitindo gerar imagens

precisas em areas com grande grau de complexidade do modelo de velocidade.

No capitulo seguinte mostramos, para o modelo homogeéneo, a resposta ao impulso do
algoritmo de FFD-BICGSTAB usamos aproximacao de Padé real e complexa. Para o FFD-
BICGSTAB e FFD com fatoracao direcional, escolhemos a linha de corte para o angulo
de rotacao da aproximacao Padé complexo, entre 25° e 45°, de acordo com os graficos da
analise da relacao de dispersao. Além de avaliar a fatoracao, direcional ou multi-direcional.
Baseados na analise dos resultados do modelo homogéneo, estendemos a analise para o modelo

heterogéneo sal SEG/EAGE.
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5 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Para validar as implementagoes do algoritmo de FFD 3D, sem fatoracao direcional do
operador de continuagao, avaliamos sua resposta ao impulso em meio homogéneo e em um
meio heterogéneo com forte variagao lateral de velocidade, o modelo de sal SEG/EAGE (AM-
INZEDEH et al., 1995). Comparamos a resposta ao impulso do algoritmo com a resposta
ao impulso calculada com o algoritmo FFD 3D com fatoracao multi-direcional, com o algo-
ritmo FFDPI e com o algoritmo de migracao por reversao temporal (RTM), o qual utiliza a
equacao de onda completa (BAYSAL; KOSLOFF; SHERWOOD, 1983). Estes experimentos
numeéricos permitem avaliar os erros causados pela fatoracao direcional na migracao FFD
3D em meios fortemente heterogéneos e o desempenho dos algoritmos de solucao de sistemas
lineares de grande porte, MUMPS e BICGSTAB, além de avaliar as limitagbes da migragao

FFD 3D em relacao a migragao com a equacao de onda completa.

Em todos os experimentos numéricos, para calcular a resposta ao impulso utilizando
algoritmos de continuacao, utilizamos um pulso Ricker de fase zero com freqiiéncia pico de
25 Hz, com intervalo de amostragem de 8 ms. A este pulso aplicamos um filtro trapezoidal de
vértices 5 Hz, 25 Hz, 45 Hz e 60 Hz. Para a resposta ao impulso da migracao RTM avaliamos
a utilizamos a versao causal do mesmo pulso. Analisamos a resposta ao impulso apds 1 s de

tempo de propagacao.

5.1 RESULTADOS NO MODELO HOMOGENEO

O modelo homogéneo tem velocidade de 1500 m/s e estd especificado em uma malha
regular de dimensoes 676 x 676 x 210 ao longo das diregoes x1, x2 € x3, respectivamente. O
intervalo de amostragem ¢ uniforme de 10 m. Esta secao do trabalho foi dividida em duas
outras secoes. A primeira é denominada de: FFD com e sem fatoracao direcional. A respeito
do algoritmo de FFD sem fatoracao direcional, usamos nosso algoritmo de FFD-BICGSTAB.
Para o algoritmo com fatoracao direcional, também conhecido somente por splitting, us-
amos fatoracao nas direcoes ortogonais. A segunda secao denominamos por: FFD com e
sem fatoracao multi-direcional, neste caso, para o algoritmo de FFD com fatoracao, além
da fatoracao ortogonal, usamos também a fatoracao bi-diagonal no algoritmo de migracao,

também conhecido por four-way splitting. Além de avaliamos para o nosso algoritmo de
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FFD-BICGSTAB, comparamos os cortes de se¢oes de resposta ao impulso do modelo com os
algoritmos de FFDPI e do RTM.

FFD com e sem fatoragao direcional

O primeiro experimento avalia o efeito do angulo de rotacao da linha de corte na apro-
ximacao de Padé complexa na resposta ao impulso para o algoritmo FFD 3D com e sem
fatoragao direcional. Para avaliar a resposta ao impulso sem fatoracao direcional utilizamos
o algoritmo de FFD-BICGSTAB. Utilizamos apenas um termo na expansao de Padé e angulos
de rotacao de 25° e 45° para linha de corte. Para destacar o efeito da correcao de diferencas
finitas em relacao as corregoes de deslocamento de fase e split-step na expansao FFD, a
velocidade de referéncia foi escolhida de modo a que p = 0.5 em todos os experimentos em

meio homogéneo.

Figura 5.1: Cortes verticais da resposta ao impulso no plano x1=4160 m. Coluna direita com dangulo
de 25° e coluna esquerda com angulo de 45°. Em (a) e (b): FFD com fatoragao direcional. Em (c)
e (d) sem fatoragao direcional.
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Fonte: Do autor.

As respostas ao impulso destes experimentos em diferentes planos estao apresentadas nas
figuras de 5.1 a 5.5. Em cada uma destas figuras a primeira coluna contém os resultados com
angulo de rotacao da linha de corte de 25°, a segunda coluna os resultados para angulo de
45°. Os cortes (a) e (b) foram obtidos com algoritmo de FFD com fatoragao direcional, e os
cortes em (c) e (d) foram obtidos do nosso algoritmo de FFD-BICGSTAB.

Da analise da Figura 5.1, referente aos cortes (a) e (b), com fatoragao direcional, existe
um evento linear nao fisico na parte central e inferior das frentes de ondas. Enquanto, para

os cortes sem fatoracao direcional, (c) e (d), esses eventos nao aparecem. Observe que esses
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Figura 5.2: Cortes verticais da resposta ao impulso no plano x1=3380 m. Coluna direita com angulo
de 25° e coluna esquerda com dngulo de 45°. Em (a) e (b): FFD com fatoragao direcional. Em (c)
e (d) sem fatoragao direcional.
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Fonte: Do autor.

eventos sao notados apenas nos algoritmos de FFD com fatoragao, e como esses eventos nao
sao eventos verdadeiros do modelo de velocidade podemos inferir a estes eventos como erros
que o algoritmo com fatoracao propaga. Comparando entre si, os cortes sem fatoragao, é
notério que o evento nao linear em (b), que tem maior abertura angular, estd mais visivel

que em (a), cuja abertura angular é menor.

Na Figura 5.2 todos os cortes se mostram com menos atenuacao da forma do pulso
propagado ao serem comparados com os cortes da Figura 5.1. Neste cortes feitos no meio
do modelo no plano vertical, notamos que os cortes (a) e (b) apresentam os mesmo eventos
lineares que foram vizualizados nos cortes (a) e (b) da Figura 5.1; entretanto, esses eventos
sdo menos marcados na Figura 5.2. Ja nos cortes (c) e (d), os eventos lineares discutidos

anteriormente nao ocorrem.

Observando os cortes verticais nas Figura 5.1 e 5.2 observamos a limitagao do operador
FFD para calcular a resposta ao impulso para abertura angular acima de 45°. Este resultado
estd de acordo com a andlise da relacao de dispersao do operador FFD na secao 3.5. Estas
figuras também destacam que a fatoracao direcional produz eventos lineares nao causais na
resposta ao impulso. Estes eventos sao mais pronunciados no corte fora do plano contendo a
fonte. O aumento do angulo de rotacao da linha de corte causou o alargamento da forma de
onda, este efeito pode ser justificado pela parte imaginaria da relagao de dispersao quando se
usa apenas um termo na aproximacao de Padé. Para angulo de rotacao de 45° ha atenuacao

fora da regiao de evanesceéncia, ver Figura 3.3 na secao 3.5.
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Figura 5.3: Cortes horizontais da resposta ao tmpulso no plano x3=550 m. Coluna direita com
angulo de 25° e coluna esquerda com dngulo de 45°. Em (a) e (b): FFD com fatoragdo direcional.
Em (c) e (d) sem fatoragdo direcional.

Distancia y [m] Distancia y [m]
0 5000

o

5000

=
Distancia x [m]

=
Distancia x [m]

5000 5000

Distancia y [m] Distancia y [m]
0 5000 5000

o

S
Distancia x [m]

e
Distancia x [m]

5000 5000

Fonte: Do autor.

A anisotropia numérica associada a fatoracao direcional do operador FFD pode ser melhor
avaliada em secoes horizontais da resposta ao impulso, apresentadas nas Figuras de 5.3 a 5.5,
em ordem crescente de profundidade.

Da Figura 5.3 temos os cortes no plano horizontal proximos a superficie. Para esse
nivel de profundidade a anisotropia numérica ja é visivel nos cortes (a) e (b), principalmente
quando aumentamos o angulo de rotagao na linha de corte. No entanto, para os cortes (c) e
(d) feitos pelo nosso algoritmo de FFD sem fatoragao direcional, a anisotropia numérica nao
aparece. Com isso, podemos afirmar que o problema da anisotropia é facilmente resolvido se

optarmos por nao usar a técnica da fatoragao direcional.
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Figura 5.4: Cortes horizontais da resposta ao impulso no plano x3=1050 m. Coluna direita com
angulo de 25° e coluna esquerda com dngulo de 45°. Em (a) e (b): FFD com fatoragdo direcional.
Em (c) e (d) sem fatoragdo direcional.
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Fonte: Do autor.

Analisando os cortes (a) e (b) das Figs. 5.3 e 5.4 com os cortes de (a) e (b) da Figura
5.5, notamos que a anisotropia é presente devido a alta variacao de contraste do modelo de
velocidade. Notamos também que a anisotropia fica ainda mais evidente quando considera-
mos planos horizontais com maiores profundidades. Por exemplo, comparando os cortes (a)
e (b) da Figura 5.3, que estd préximo a superficie, com os cortes (a) e (b) da Fig. 5.4 vemos
neste ultimo que a anisotropia é mais evidente. Entretanto, comparando os cortes (a) e (b)

da Fig. 5.4 com os cortes (a) e (b) da Fig. 5.5 notamos que a anisotropia é mais forte nos
cortes da Fig. 5.5.
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Figura 5.5: Cortes horizontais da resposta ao impulso no plano x3=1550 m. Coluna direita com

angulo de 25° e coluna esquerda com dngulo de 45°. Em (a) e (b): FFD com fatorac¢ao direcional.
Em (c) e (d) sem fatoragdo direcional.

Distancia 'y [m] Distancia 'y [m]
0 5000 0 5000

=
Distancia x [m]

=
Distancia x [m]

5000

Distancia 'y [m] Distancia 'y [m]
0 5000 0 5000

O,

©
Distancia x [m]

S
Distancia x [m]

5000 5000

Fonte: Do autor.

Nas Figuras 5.2 e 5.5 indicam que a fatoracao direcional ao longo das coordenadas produz
anisotropia consideravel quando a velocidade de referéncia é bem menor que a velocidade do
meio. Esta situacao ocorre sempre a o algoritmo FFD ¢ aplicado a meios com forte variacao

lateral de velocidade, pois a velocidade de referéncia é tomada como a velocidade minima do

modelo em cada nivel.

Baseado nas analises dos paragrafos anteriores vamos mostrar cortes nos planos verticais
e horizontais, resultados da resposta ao impulso nos modelos de velocidades, usando angulo
de 25° na linha de corte para Padé complexa. Pois a forma da frente de onda é melhor

preservada para 25° do que para angulo de 45°, que como vimos infere no algoritmo um
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efeito de atenuagao na propagacao do pulso.

O segundo experimento compara o efeito da aproximacao de Padé real e complexa na
resposta ao impulso do algoritmo de FFD-BICGSTAB. Para o algoritmo com aproximagao
de Padé real mostramos dois cortes da resposta ao impulso na segao vertical. Estes cortes
mostram as ondas evanescentes que a aproximacao de Padé real nao atenua. Para o algoritmo

com aproximagao de Padé complexa mostramos apenas dois cortes na secao vertical.

Figura 5.6: Cortes verticais da resposta ao impulso. No plano x1=3380 m de (a) e (b). No plano
x1=4160 m de (c¢) e (d). Coluna esquerda com dngulo de 0° e coluna direita com angulo de 25°.
Ambos sem splitting usando p = 0.5.
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A Figura 5.6 representa o quanto a expansao de Padé real nao é boa para processos
de migragao, tendo em vista que em (a) e (c), mostram eventos que nao existem, que sao
exatamente as ondas evanescentes que o algoritmo de FFD com Padé real nao atenua, e
por isso tenta migra-los, causando um erro na imagem representando refletividades que nao
existem. Em (b) e (d) para angulos de abertura de 25° o algoritmo nao apresenta esses efeitos

de frente de ondas.

FFD com e sem fatoragao multi-direcional

O terceiro experimento avalia o feito da fatoracao multi-direcional na aproximacao de
Padé complexa com angulo de 25° na linha de corte para o algoritmo de migracao FFD
3D. A esta fatoracao multi-direcional foram escolhidas as dire¢oes ortogonais e bi-diagonais
aplicadas simultaneamente no mesmo plano horizontal para cada extrapolagao do campo
de onda em profundidade. Para avaliar a resposta ao impulso sem fatoragao utilizamos o

algoritmo de FFD-BICGSTAB. Para ambos os algoritmos de FFD usamos apenas um termo
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da série de Padé complexa. Além de compararmos a resposta ao impulso dos algoritmos de
FFD, com e sem fatoracao, também utilizamos os algoritmos de migracao FFDPI e RTM.

Figura 5.7: Cortes verticais da resposta ao impulso no plano x1=3380 m. (a) FFD-BICGSTAB,
(b) FFD com fatora¢ao multi-direcional, (¢) FFDPI, (d) RTM.
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Na Figura 5.7 mostra a resposta ao impulso dos algoritmos de FFD, com e sem fatoragao
multi-direcional, FFDPI e RTM. Em (a) nota-se que a forma da frente de onda é diferente de
(d) e isso é devido ao algoritmo nao preservar a amplitude do sinal. Em (b) observamos uma
frente de onda cujo diametro é maior se comparada com (a). Porém, a posi¢ao da fase da
frente de onda de (a) é a mesma que (c¢). Em (c¢) comparada com os outros cortes tem o raio
da frente de onda um pouco maior, tanto em profundidade quanto nas laterais, mostrando
também eventos fracos que sao devidos a fatoragao direcional. O corte que melhor se compara
com (d), ou seja, o RTM, se considerarmos a forma da frente de onda é o corte (c), por outro
lado, se considerarmos a qualidade da imagem, sem os efeitos devidos a técnica da fatoracao,

o corte (a) é a melhor candidata, salvo os efeitos de atenuacao e o limite de abertura angular.

Na Figura 5.8 temos os cortes para o plano horizontal. Em relacao a uniformidade da
fase do pulso (a) estd mais parecida com o RTM. Enquanto, em (b) e (c) as fases nao estao
uniformes. Em relacao ao diametro do corte, todos apresentam diametro maior em relagao ao
RTM, seguindo a ordem, (d) < (a) < (c¢) < (b), ent@o, a melhor imagem no plano para este
nivel comparada com o RTM é o corte (a), e a pior é o FFD com fatoragao multi-direcional,
pois nao preserva a fase da frente de onda. Observe que as imagens (b) e (¢) ndo mostram
anisotropia numérica. O mesmo padrao se observa para os cortes da Figura 5.9. Como vimos
no primeiro experimento numérico desse capitulo, o aumento da profundidade somando a
uma variacao forte do modelo de velocidade, aumenta o aspecto da anisotropia numérica,

para o FFD com fatoracao direcional. Entretanto, nao ocorre para os cortes (b) e (c¢) das
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Figura 5.8: Cortes horizontais da resposta ao impulso no plano xs=1050 m. (a) FFD-BICGSTAB,
(b) FFD com fatorag¢ao multi-direcional, (¢) FFDPI e (d) RTM.
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Figuras 5.8 e 5.9 que sao algoritmos com fatoragao multi-direcional, mesmo para um meio
com forte variagao lateral de velocidade.

Concluimos que para o modelo homogeéneo usar a técnica da fatoragao multi-direcional
para o algoritmo de FFD 3D, é suficiente para corrigir o problema da anisotropia numérica,
presente em meios com forte variagao lateral de velocidade. Entretanto, mostra alguns efeitos
como mudanga de uniformidade da fase do sinal, e o tamanho do diametro da frente de onda
quando analisamos as imagens em planos horizontais, mesmo dentro do limite de abertura
angular, que validam os algoritmos de FFD. Ressaltamos que o FFDPI com fatoracao dire-
cional também resolve o problema da anisotropia. Embora, o uso da técnica da fatoracao
multi-direcional para o algoritmo de FFD 3D, no modelo homogéneo, nao invalidarem o

método, estamos interessados na resposta ao impulso para o modelo heterogéneo.



67

Figura 5.9: Cortes horizontais da resposta ao impulso no plano xs=1350 m. (a) FFD-BICGSTAB,
(b) FFD com fatorag¢ao multi-direcional, (¢) FFDPI e (d) RTM.
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5.2 RESULTADOS NO MODELO SAL SEG/EAGE

Em meios fortemente heterogéneos o algoritmo FFD com aproximacao de Padé real é
instavel (BIONDI, 2002). O algoritmo FFDPI (BIONDI, 2002) foi proposto para superar esta
limita¢ado. Amazonas et al. (2007) mostraram que a aproximagao de Padé complexa também
é estavel na migracao 2D em meios fortemente heterogéneos. Os experimentos numéricos
a seguir avaliam a estabilidade da expansao de Padé complexa para a migracao FFD 3D,
em um meio fortemente heterogéneo, com e sem fatoracao multi-direcional. Neste modelo a
velocidade de referéncia é menor que metade da velocidade maxima em alguns niveis, ou seja,
o parametro p é menor que 0.5. O outro objetivo destes experimentos ¢ avaliar a acuracia da

migracao FFD com expansao de Padé complexa em relacao a migracao FFDPI na presenca
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de forte variacao lateral de velocidade. Adicionalmente, comparamos a resposta ao impulso
destes algoritmos com a resposta ao impulso da migracao RTM. Finalmente, com o objetivo
de melhorar a resposta do algoritmo para grandes angulos de mergulho, avaliamos a reposta
ao impulso da migracao FFD complexa utilizando dois termos na expansao de Padé com e

sem fatoracao multi-direcional.

O modelo heterogéneo utilizado para avaliar a resposta ao impulso foi obtido aplicando
ao modelo de sal SEG/EAGE um filtro de mediana mével de dimensao 7 x 7 x 7. Este filtro
eliminou os contrastes de velocidade utilizados para simular refletores na porcao sedimentar
do modelo. O filtro de mediana mével nao suaviza o forte contraste de velocidade entre a
porgao sedimentar do modelo e o corpo de sal. O modelo de velocidade esta especificado
em uma malha regular de dimensoes 676 x 676 x 210 ao longo das direcoes xi, x2 € x3,
respectivamente. O intervalo de amostragem espacial é uniforme e de 10 m. A fonte esta
localizada no topo do modelo nas coordenadas (3380 m,3380 m,0). As Figuras 5.10-5.11
apresentam secoes do modelo de velocidade utilizado para propagacao. O forte contraste de
velocidade neste modelo produz valores para o parametro p da migracao FFD menor que 0.5

em alguns niveis do modelo.

O primeiro experimento numérico avalia a resposta ao impulso para os algoritmos FFD-
BICGSTAB, FFD-MUMPS, FFD com fatoracao multi-direcional, FFDPI e RTM. Os algorit-
mos FFD com aproximacao de Padé complexa utilizam angulo de rotagao da linha de corte
de 25° e um tunico termo da expansao. As respostas impulso estao apresentadas sobre as
mesmas sec¢oes utilizadas nas Figuras 5.10-5.11. As secOes verticais da resposta ao impulso
em trés planos de coordenada x; constante estao apresentadas nas Figuras 5.12 a 5.14. As
Figuras 5.15 a 5.17 apresentam trés se¢oes em planos de coordenada zo constante. Final-
mente, quatro secoes da resposta ao impulso em planos horizontais estao nas Figuras 5.18 a
5.21.

As secoes de reposta ao impulso indicam que a resposta da migragao FFD com aprox-
imacao de Padé complexa é estavel, independentemente de sua implementacao. Adicional-
mente, as implementacgoes do algoritmo FFD sem fatoragao multi-direcional, FFD-BICGSTAB
e FFD-MUMPS;, produziram respostas idénticas. Entretanto ha diferencas de posicionamento
entre eventos calculados por estes algoritmos com eventos correspondentes calculados pela
propagacao FFD com fatoracao multi-direcional. As diferencas podem ser melhor observadas
nas Figuras 5.14 e 5.20, comparando-se o posicionamento dos eventos proximos aos quadra-
dos vermelhos. Estas diferencas sao mais evidentes para eventos com maior mergulho, ver
Figura 5.14. A resposta ao impulso calculada com fatoracao multi-direcional esta um pouco

atrasada em relacao a resposta calculada sem fatoracao.
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Comparando a resposta ao impulso do algoritmo FFDPI com os algoritmos de FFD com
aproximacao de Padé complexa podemos observar diferencas acentuadas no posicionamento e
forma de alguns eventos, ver Figuras 5.12 a 5.21. Estas diferencas sao causadas pelo processo
de interpolacao de campos propagados com velocidade constante, necessario para acomodar a
variagao de velocidade e corrigir a anisotropia numérica no algoritmo FFDPI. Neste exemplo
numeérico a propagacao através do algoritmo FFDPI resultou em uma velocidade efetivamente
maior para a propagacao que os outros algoritmos. Portanto, em meios com forte variacao
lateral de velocidade a migracao FFD com expansao de Padé complexa nao é equivalente a
migracao FFDPIL.

H4 diferencas marcantes entre a resposta ao impulso do algoritmo de reversao temporal
e as respostas ao impulso calculadas por FFD, independentemente da implementacao. FEn-
tretanto, se consideramos apenas a envoltoria da resposta ao impulso na regiao de validade
dos algoritmos FFD, podemos identificar maior correspondéncia entre eventos, apesar da
diferenca de amplitudes entre o algoritmo RTM e os algoritmos FFD. A maior complexi-
dade da resposta ao impulso calculada através de reversao no tempo decorre da propagacao
oni-direcional do tratamento correto do espalhamento geométrico do algoritmo RTM. A com-
plexidade da resposta ao impulso da migracao RTM exige maior refinamento das condigoes de
imagem na migracao pré-empilhamento. Adicionalmente o custo do algoritmo RTM cresce
com a quarta poténcia da freqiiéncia o que limita o uso deste algoritmo no imageamento
sismico de alta resolucao. Para o imageamento pré-empilhamento em 3D de alta resolucao
com condi¢ao de imagem de baixo custo, por exemplo, correlacao cruzada, os algoritmos FFD

ainda sao atrativos computacionalmente.
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Figura 5.10: Cortes verticais do modelo de velocidade de sal SEG/EAGE apds aplica¢ao de filtro
de mediana movel. (a) plano x1=1690 m, (b) plano x1=3380 m, (c) plano x1=4160 m, (d) plano
xo=1690 m, (e) plano x9=3380 m e (f) plano x1=4160 m,
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Figura 5.11: Cortes horizontais do modelo de velocidade de sal da SEG/EAGE apds aplicagao de
filtro de mediana mdvel. (a) plano x3=550 m, (b) plano x3=1050 m, (c) plano x3=1350 m e (d)

plano x3=1550 m.
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Figura 5.12: Cortes verticais da respostas ao impulso no plano x1=1690 m. (a) FFD-BICGSTAB,
(b) FFD com fatoragdo, (¢) FFDPI, (d) FFD-MUMPS e (e¢) RTM.
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Figura 5.13: Cortes verticais da respostas ao impulso no plano x1=3380 m. (a) FFD-BICGSTAB,
(b) FFD com fatoragdo, (¢) FFDPI, (d) FFD-MUMPS e (e¢) RTM.
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Figura 5.14: Cortes verticais na resposta ao impulso no plano x1=4160 m. (a) FFD-BICGSTAB,
(b) FFD com fatoragdo, (¢) FFDPI, (d) FFD-MUMPS e (e¢) RTM.
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Figura 5.15: Cortes verticais da resposta ao impulso no plano xo=1690 m. (a) FFD-BICGSTAB,
(b) FFD com fatoragdo, (¢) FFDPI, (d) FFD-MUMPS e (e¢) RTM.
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Figura 5.16: Cortes verticais da resposta ao impulso no plano xo=3380 m. (a) FFD-BICGSTAB,
(b) FFD com fatoragdo, (¢) FFDPI, (d) FFD-MUMPS e (e¢) RTM.
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Figura 5.17: Cortes verticais da resposta ao impulso no plano xo=4160 m. (a) FFD-BICGSTAB,
(b) FFD com fatoragdo, (¢) FFDPI, (d) FFD-MUMPS e (e¢) RTM.
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Figura 5.18: Cortes horizontais da resposta ao impulso no plano x3=550 m. (a) FFD-BICGSTAB,
(b) FFD com fatoragdo, (¢) FFDPI, (d) FFD-MUMPS e (e¢) RTM.
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Figura 5.19: Cortes horizontais da resposta ao impulso no plano x3=1050 m. (a) FFD-BICGSTAB,
(b) FFD com fatoragdo, (¢) FFDPI, (d) FFD-MUMPS e (e¢) RTM.
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Figura 5.20: Cortes horizontais da resposta ao impulso no plano x3=1350 m. (a) FFD-BICGSTAB,
(b) FFD com fatoragdo, (¢) FFDPI, (d) FFD-MUMPS e (e¢) RTM.
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Figura 5.21: Cortes horizontais da resposta ao impulso no plano x3=1550 m. (a) FFD-BICGSTAB,
(b) FFD com fatoragdo, (¢) FFDPI, (d) FFD-MUMPS e (e¢) RTM.
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6 CONCLUSAO

Esta dissertacao apresenta a extensao da migragao FFD com aproximagao de Padé (AMA-
ZONAS, 2007) complexa para meios 3D. Investigamos duas implementagoes alternativas do
algoritmo FFD as quais refletem o compromisso entre acuracia e eficiéncia computacional.
Para validar os algoritmos propostos neste trabalho, comparamos as respostas ao impulso
destes com as respostas correspondentes para o algoritmo FFDPI (BIONDI, 2002) e o algo-
ritmo de reversao no tempo (BAYSAL; KOSLOFF; SHERWOOD, 1983).

A andlise da relagao de dispersao do operador de propagacao FFD com expansao de
Padé complexa permitiu estabelecer prescricoes para o angulo de rotacao da linha de corte
dependendo do ntimero de termos da expansao. Para aproximacao FFD com um tnico termo,
o angulo da linha de corte de 15° produz uma 6tima aproximacao e garante estabilidade para
o operador. Angulos acima de 25° introduzem atenuagao para todos os ntimeros de onda,
degradando progressivamente a resolu¢ao da imagem com o aumento do angulo. Se dois
termos sao utilizados na expansao do operador FFD, um angulo de rotagao da linha de corte
de 25° ¢é adequado; para trés termos na expansao do operador, um angulo de rotacao de 45°
produz excelente aproximagcao, como observado por Amazonas (2007) para o caso 2D. Estas
prescricoes foram validadas em experimentos numéricos um meio fortemente heterogeneo,
o modelo de sal SEG/EAGE. Como o custo do algoritmo FFD cresce com o aumento do
nimero de termos utilizados na expansao de Padé, estes resultados sao importantes para

uma implementacao eficiente da migracao FFD com aproximacao de Padé complexa.

A extensao do algoritmo de FFD para 3D foi efetuada anteriormente utilizando apro-
ximacao de Padé real e a estratégia de fatoracao direcional dos operadores de diferencas
finitas (RISTOW; RUHL, 1997; BIONDI, 2002). Esta abordagem aproxima os operadores de
diferencas finitas por uma sequéncia de operadores tridiagonais de menor dimensao, reduzindo
em ordens de magnitude o tempo de computacao. Entretanto, introduz anisotropia numérica
e é instavel na presenca de forte contraste lateral de velocidade. Para eliminar a instabilidade
e reduzir a anisotropia numérica desta abordagem, Biondi (2002) propos o algoritmo de
FFDPI, o qual utiliza interpolagao do campo de ondas propagado em meios homogéneos com
velocidades de referéncia selecionadas em fungao da heterogeneidade do modelo de velocidade.
Neste trabalho implementamos a aproximacao de Padé complexa sem fatoracao direcional.

Esta implementacao nao apresenta problemas de anisotropia numérica.
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Estudando a regiao em que os operadores de diferencas finitas sao diagonais dominantes
verificamos que a aproximacao de Padé complexa melhora o condicionamento dos operadores
de diferencas finitas em relacao a aproximacao de Padé real. Esta andlise indica que o
condicionamento da matriz piora para baixas freqiiéncias e com o aumento do nimero de
termos na expansao de Padé. Este resultado foi corroborado observando a convergéncia
de algoritmos iterativos para solucao do sistema linear. O uso da aproximacao de Padé
complexa reduz o nimero de iteragoes para o algoritmo BICGSTAB, ou seja, a expansao de
Padé complexa atua como um precondicionador. Alternativamente utilizamos o algoritmo
MUMPS para solugao dos sistemas de diferencas finitas através de eliminacao Gaussiana.
Esta abordagem é menos eficiente que o uso de métodos iterativos quando se utiliza apenas
um termo na expansao de Padé. Entretanto, de métodos diretos tém como vantagem um
custo computacional que cresce linearmente com o niimero de termos da expansao de Padé

o que nao acontece com métodos iterativos.

Os algoritmos de migragao FFD com aproximacao de Padé complexa, sem fatoragao
direcional, permitiram avaliar os erros introduzidos pela fatoracao direcional do operador
em modelos de velocidade fortemente heterogéneos. Com este objetivo implementamos a
migracao FFD com expansao de Padé complexa e fatoragao multi-direcional dos operadores

de diferencas finitas.

Para avaliar a estabilidade e acuracia dos trés algoritmos propostos nesta dissertacao
avaliamos a resposta ao impulso dos algoritmos no modelo de sal SEG/EAGE. As trés imple-
mentagoes do algoritmo FFD com aproximagao de Padé complexa foram estaveis. Como ver-
ificado por Biondi (2002) o algoritmo FFD com aproximagao de Padé real nao é estavel para
este modelo. Adicionalmente, os algoritmos sem fatoracao direcional produziram a mesma
resposta ao impulso. A resposta ao impulso do algoritmo com fatoracao multi-direcional
apresentou erros de posicionamentos para eventos de maior mergulho. Entretanto, a magni-
tude destes erros foi menor que os erros de posicionamento, amplitude e forma dos eventos
obtidos com o algoritmo FFDPI. Estes experimentos numéricos justificam o uso do algoritmo
FFD com expansao de Padé complexa e fatoracao multi-direcional para o imageamento em

profundidade em meios fortemente heterogéneos.

A migracao FFD com expansao de Padé complexa sem fatoracao direcional através
de métodos iterativos é possivel. Entretanto, o custo computacional do algoritmo precisa
ser reduzido por um fator de ordem quatro para ser competitivo com a implementacao
com fatoracao multi-direcional. Para isso é necessario uma estratégia adicional de pré-

condicionamento além da expansao de Padé complexa.
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APENDICE A - DEMOSTRACAO DAS EQUACOES DA ONDA
ACUSTICA UNIDIRECIONAL

Dada a equagao da onda actstica (2.1), cujas defini¢oes encontram-se na segao 2.1. Esta

equacao nao possui solucao analitica exata. Sendo uma das possiveis aproximagcoes ¢ dividir

o modelo de velocidade ¢(x) em diversas camadas horizontais, de modo que a velocidade do

modelo seja constante para cada camada. Entao,

1o

onde v; é o modelo de velocidade para a camada ¢, para sermos didaticos chamaremos apenas

por v. De modo, que abrindo o operador laplaciano V?, da equacao acima, obtemos

0? 0? 0? 1 0?
(8x§ + 03 + or? B ﬁﬁ) p(x1) =0 (A1)

Definindo a transformada de Fourier direta temporal e direta espacial, respectivamente por:

+o0
P(x,w) = / p(x,t)exp [—iwt] dt (A.2)
7Jorooo +oo
Pk, b, w5, 1) — / / p (5%, £) exp [i (21 + kows)] s s, (A.3)

sendo ki e ko os nimeros de onda nas diregoes horizontais x; e xo, respectivamente; e w é a
freqiiéncia angular, no dominio do nimero de onda. Aplicando as transformadas de Fourier

diretas, temporal e espacial, em (A.1), resulta em

0? iw\ >
[a—xg — (K +k3) — <;)

fatorando-a, encontramos

P (l‘g, k’l, k’g, t) =0 (A4)

Oors v Oors v

Hi_i_w 1_K2} {i+i—wm]}P(x3,k1,k2,w)=0, (A.5)
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onde
s V2, 2
K= = [k‘l + kQ} . (A.6)
Observe que os operadores 8%3 e %“\/1 — K? comutam. Dessa forma as equacoes

oP (I’g,kl,kQ,W) w v’
Oz = 1= S R HR)P (wg, ki ko, w) e (AT)

OP (3, k1, ko, w iw v?
<38:ci, - ‘v_)w‘J%Hk%)P(xg,kl,kQ,w) (A-8)

sao equacoes exatas que governam a propagacao da onda acistica em uma direcao preferen-
cial na vertical. Por convencao, admiti-se que (A.7) propaga para cima e (A.8) propaga para
baixo. Entretanto, é de interesse sismico modelos de velocidades que sao variaveis em cada
ponto x do espago. Logo, v passa a ser ¢(x). Para esses casos os operadores descritos ante-
riormente nao comutam, sendo objeto de estudo da teoria dos operadores pseudodiferenciais
(OP’TROOT, 2010; COSTA, 2011). Ignoremos o fato do comutador ser diferente de zero e

admitindo que k; — —z'a%l e ky — —2'8%2, entao as equagoes (A.7) e (A.8) passam a ser:

P (x,w) _ w A(x) [0 P
oy c(x)\/ b= a2 Tamg )P o) e (A.9)
OP(xw) _ iw 2(x) [ 2

Oy - c(x)\/lJr w2 3x%+8x§ P (x,w) (A.10)

onde (A.9) e (A.10) sao equagoes da onda acustica unidirecional, sendo que (A.9) governa
a propagacao para cima e (A.10) governa a propagacao para baixo. KEsses métodos nao
descrevem corretamente as amplitudes (ZHANG; ZHANG; BLEISTEIN, 2003; VIVAS; PES-
TANA, 2006; OP’'TROOT, 2010) que devem ser corrigidas por métodos de corre¢ao de am-

plitude, nao considerados neste trabalho.
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APENDICE B - APROXIMACAO DE PADE COMPLEXA

Considerando a rotacao da linha de corte no plano complexo, como mostra a Figura

3.1, o que nos permite reescrever uma nova representacao para o operador de raiz quadrada
R(Z) =1+ Z com a seguinte forma

R, (Z) = 2\ /(1 + Z)e~iv = /2 /1 + [(1 + Z)e—i® — 1] .

Substituindo a equagao acima por uma aproximacao em fragoes parciais, tal qual foi feita na

seccao 3.1, obtemos uma aproximacao em fragoes parciais dada por:

(14 Z)e " —1]
Ry n(Z) = €%/
N(Z)=¢ {CO+Zl+b (1+2)e 180—1]}’

colocando em evidéncia (e~ — 1), no numerador e no denominador, a fragao torna-se

- 1)+ ane %z

—1 bne_i Z
v —1)] 1+ 71+bn(e,f¢_1)

Ron(Z) = e?{ ¢y + Z (B.1)

Definindo

b, e~
B, = e B.2
1+b,(e7 —1) (B-2)

reorganizando (B.1) como a definigdo de (B.2), além de somar e substrair um mesmo so-

matorio como é mostrado abaixo

zg02 180_1)
R,n(Z) = /{coiZ 1+b D"
a “"—1)+a e w7
*nzl e —1)] [1+BnZ]}’ (B-3)

e definindo
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Co = ei¥/2 (e~ 1) B4
0=° CO+Zl[1+bn(ei<P_1)] ' (B-4)

Inserindo a defini¢do acima na equagao (B.3) e apés algum trabalho algébrico, podemos

reescreve-la na seguinte forma:

VA
1+ bole—# — D] [1 1 BoZ]’

N
R,n(Z)=Ch+ eie/? Z {—aan(e’i“’ - 1)+ ane’w} i
n=1

Substituindo o valor de B,, na expressao em chaves, resulta em

N —i
_ o a, e A
Ron(Z2) = Cote Z { 14 by(e=iv — 1) } [1+b,(e7% —1)][1+ B,Z|

n=1

entao, podemos encontrar

e finalmente definindo

a, e /2

L+ ba(e = 1P

Ay

(B.5)

logo, encontramos a aproximacao em fracoes parciais para o aperador de raiz quadrada,

rotacionado por um angulo ¢, ou seja,

Y 4,2
R, n(Z) = C —r B.6
o (2) 0+;1+an (B.6)
A equacao (B.6) corresponde a uma generalizacao da equacao (3.2), cujos coeficientes

A,, B, e Cy sao pelas equagoes (B.5), (B.2) e (B.4), respectivamente.
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APENDICE C - OPERADOR DIFERENCA FFD COM
APROXIMACAO DE PADE

DEMOSTRACAO DA EQUACAO (3.9)

Reescrevendo o operador diferenga (2.18) como todas os parametros inseridos na secgao

3.3 e a definigdo dos operadores derivadas da equagao (2.10), entao,

d = ik, {,0\/1+X2—\/1+p2X2}, (C.1)

usando a aproximagao de Padé complexo (AMAZONAS et al., 2007)

N N
A, X2 A, p?X?

d =ik S 2

{ ey C°+;1+Bnp2X2” ©2)
logo,
N 1 p

=i 1)+ ApX? — :

! zk,{Co(p )+n:1 "’ <1+BnX2 1+Bnp2X2)}’ (€3)

expandindo as fragoes em série de poténcia

N
d ~ ik, {00 (p—=1)+ > ApX?[(1-B,X*+ B}X* - BiX°+..) +
n=1

— (p— B’ X*+ B’ X' = B p'X+ )]},

agrupando os termos de mesma ordem de X,

N
d ~ ik, {Co (p=1)+ > AupX?[(1—p) = By X (1-p%) +
n=1

+B:X*(1-p") = BiX°(1-p")...]}



93

e colocando (1 — p) em evidéncia dentro do somatdrio, temos

N _ 3
d%ikr{C’O(p—1)+2An/)<1_p)x2 {1_Bn<1 p)X2—|—

— (1-p)
2(1_/)5) 4 3(1_/)7) 6
+B; =) )X* — B, 0= p) X° 4+ } } ) (C4)

Observe que os termos fracionados representam os termos da soma de uma PA, de modo que

podem ser escritos usando a regra:

1 — pn-i-l

=14p+p+ .. +p"
1—p

Entao, o operador de diferengas da equacao (C.4) pode ser representado pela seguinte ex-

pansao

N

d ~ ik, {Co(p—1)+ZAnp(1—p)X2 [1—Bn (1+p—|—p2)X2—|—

n=1
+B: (L4+p+p°+p" 4+ p') X +
—B}(1+p+p+p+p" + 0"+ %) X+ ]} (C.5)

A equacao (C.5) é exatamente a equagao (3.9).



