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RESUMO

A implementação convencional do método de migração por diferenças finitas 3D, usa

a técnica de splitting inline e crossline para melhorar a eficiência computacional deste al-

goritmo. Esta abordagem torna o algoritmo eficiente computacionalmente, porém cria

anisotropia numérica. Esta anisotropia numérica por sua vez, pode levar a falsos posi-

cionamentos de refletores inclinados, especialmente refletores com grandes ângulos de

mergulho. Neste trabalho, com o objetivo de evitar o surgimento da anisotropia numérica,

implementamos o operador de extrapolação do campo de onda para baixo sem usar a

técnica splitting inline e crossline no domı́nio frequência-espaço via método de diferenças

finitas implı́cito, usandoaaproximaçãodePadé complexa. Comparamosaperformancedo

algoritmo iterativo Bi-gradiente conjugado estabilizado (Bi-CGSTAB) com o multifrontal

massively parallel solver (MUMPS) para resolver o sistema linear oriundo do método de

migração por diferenças finitas. Verifica-se que usando a expansão de Padé complexa ao

invés da expansão de Padé real, o algoritmo iterativo Bi-CGSTAB fica mais eficientes com-

putacionalmente, ou seja, a expansão de Padé complexa atua como um precondicionador

para este algoritmo iterativo. Como consequência, o algoritmo iterativo Bi-CGSTAB é bem

mais eficiente computacionalmente que o MUMPS para resolver o sistema linear quando

usado apenas um termo da expansão de Padé complexa. Para aproximações de grandes

ângulos, métodos diretos são necessários. Para validar e avaliar as propriedades desses

algoritmos de migração, usamos o modelo de sal SEG/EAGE para calcular a sua resposta

ao impulso.

Palavras-chave : Geofı́sica aplicada. Diferenças finitas. Migração por diferenças

finitas. Aproximação de Padé complexa. Método iterativo.



ABSTRACT

Conventional implementations of 3D finite-difference (FD) migration use splitting tech-

niques to accelerate performace and save computational cost. However, such techniques

are plagued with numerical anisotropy that jeopardizes correct positioning of dipping re-

flectors in the directions not used for the splitted operators. We implement 3D downward

continuation migration without splitting in the space coordinates using a complex Padé

approximation and implicit finite differences. In this way, the numerical anisotropy is

eliminated at the expense of a computationally more intensive solution of a large banded

linear system. We compare the performance of the iterative stabilized biconjugate gradient

(Bi-CGSTAB) and the multifrontal massively parallel direct solver (MUMPS). It turns out

that the use of the complex Padé approximation provides an effective preconditioner for

the Bi-CGSTAB, reducing the number of iterations relative to the real Padé expansion of

the FD operator. As a consequence, the iterative Bi-CGSTABmethod is more efficient than

the directMUMPSmethodwhen solving for a single term in the Padé expansion. For wide

angle approximations direct methods are required. These algorithms are validated and

the properties evaluated computing themigration impulse response in the SEG/EAGE salt

model.

Keywords: Applied Geophysics. Finite difference. FD migration. Complex Padé

approximation. Iterative method
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corte em graus. A direita: número de iterações do algoritmo Bi-CGSTAB

para cada frequência para c = 1500m/s e h = 20m . . . . . . . . . . . . . . . . 34

Figura 3.3 A esquerda: frequência limite, fL, pelo ângulo de rotação da linha de
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termo da série de Padé complexa e θ = 25o. Nomeio na direita: FD iterativo
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Embaixo na direita: RTM. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

Figura 5.5 Seções da resposta ao impulso 3D no plano paralelo ao plano x2x3 em

x1 = 1690 m. Em cima na esquerda: FD iterativo com 1 termo da série de
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Embaixo na direita: RTM. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

Figura 5.13 Seções da resposta ao impulso 3D no plano paralelo ao plano x1x2 em

x3 = 1550 m. Em cima na esquerda: FD iterativo com 1 termo da série de
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1 INTRODUÇÃO

Migração em profundidade usando o método de diferenças finitas (FD)1 implı́cito

para resolver a equação de onda (CLAERBOUT, 1985), é um dos mais adequados quando

existem fortes variações laterais de velocidade nomeio onde os dados sı́smicos estão sendo

migrados. Para fazermos migração em profundidade, é necessário extrapolar para baixo

o campo de onda. No processo de extrapolação do campo de onda para baixo em um

meio acústico, podemos usar a equação da onda acústica unidirecional (CLAERBOUT, 1985;

BIONDI, 2006). Quando esta equação é em três dimensões (3D), usar ométodo FD implı́cito

para resolvê-la, gera grandes sistemas lineares que precisam ser resolvidos para cada passo

da extrapolação do campo de onda para baixo. Usar osmétodos de solução direta (ISERLES,

1996)para resolver esses sistemas lineares, temumalto custo computacional. Umamaneira

eficiente computacionalmente de implementar este operador de extrapolação do campo

de onda 3D, é usar a técnica de splitting nas direções inline e crossline (BROWN, 1983).

Utilizar esta técnica de splitting inline e crossline, torna o algoritmo de extrapolação do

campo para baixomuito eficiente computacionalmente, mas produz anisotropia numérica

(LI, 1991; RISTOW; RÜHL, 1997; BIONDI, 2006). Devido a esta anisotropia numérica, os

refletores inclinados podem ser erroneamente posicionados pelo processo de migração,

principalmente quando estes refletores estão posicionado em um ângulo azimutal de 45o

(LI, 1991; RISTOW; RÜHL, 1997; BIONDI, 2006).

Existem na literatura vários trabalhos com objetivo de resolver esta anisotropia

numérica. Li (1991), propôs um operador de correção, que deve ser aplicado em alguns

passos da extrapolação do campo de onda para baixo para corrigir os efeitos devido a

anisotropia numérica. Ristow e Rühl (1997), propuseram aproximar o operador 3D em 3,

4 ou 6 direções para corrigir a anisotropia numérica. Os trabalhos de Li (1991), Ristow

e Rühl (1997), além do objetivo de corrigir a anisotropia numérica, tem como objetivo

preservar a eficiência computacional devido ao uso da técnica de splitting inline e crossline.

Uma outra ideia para corrigir a anisotropia numérica e reduzir o custo computacional,

é não usar a técnica de splitting inline e crossline e usar métodos iterativos para resolver

os sistemas lineares. Cole (1989) usando essa ideia, investigou os métodos iterativos de

Jacobi, Gauss-Seidel e sobrerelaxamento sucessivo (SOR)2 (ISERLES, 1996) para resolver os

sistemas lineares. Cole (1989) verificou que para baixas frequências esses métodos são

muito lentos para convergir e em alguns casos podem até mesmo não convergir. Nichols

1Resolvemos usar a sigla FD para denotar diferenças finitas devido ao nome em inglês finite-difference
2Resolvemos usar a sigla SOR para denotar sobrerelaxamento sucessivo devido ao nome em inglês successive over-relaxation
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(1991) investigou o uso do gradiente conjugado (CG)3 (HESTENES; STIEFEL, 1952) para

resolver os sistemas lineares. Apesar de ter convergência garantida, para matriz simétrica

e positiva-definida, o CG também sofre do problema de baixa velocidade de convergência

para baixas frequências, no entanto, Nichols (1991) ressalta que umamaneira de aumentar

a velocidade de convergência doCGpara baixas frequências, é evitar nos dados de entrada

a propagação de energias relacionada aos grandes ângulos e de modos evanescentes.

Levando em consideração a observação de Nichols (1991), é interessante notar

que Amazonas et al. (2007) usando a aproximação de Padé complexa (MILINAZZO; ZALA;

BROOKE, 1997) no operador de extrapolação do campo de onda para baixo, que é essen-

cialmente um meio de atenuar as energias de grandes ângulos e de modos evanescentes,

melhorou a qualidade das imagens migradas. Outro fato que é importante ressaltar no

trabalho de Nichols (1991), é a transformação da matriz dos coeficientes do sistema linear

em uma matriz simétrica e positiva-definida, pois o CG não é adequado para resolver

sistemas lineares complexos, e em alguns casos ele pode até mesmo divergir (ERLANGGA,

2005). Nesse processo de transformar a matriz de coeficientes em uma matriz simétrica e

positiva-definida, a velocidade de convergência do CG fica mais lenta (ERLANGGA, 2005).

Nos últimos anos, com os avanços computacionais e com o desenvolvimento de

métodos iterativos eficientes para resolver sistemas lineares complexos e não simétrico,

tal como o Bi-gradiente conjugado estabilizado (Bi-CGSTAB)4 (VAN DE VORST, 1992) e o

método de redução de dimensão induzida (IDR)5 (SONNEVELD; GIJZEN, 2008; SONNEVELD,

2010; GIJZEN; SONNEVELD, 2010; ONOUE; FUJINO; NAKASHIMA, 2009), impulsionaram o uso

de métodos iterativos em geofı́sica de prospecção para resolver a equação de onda 3D,

como podemos ver nos trabalhos de Neklyudov, Silvestrov e Tcheverda (2010), Plessix

(2009, 2007), Riyanti et al. (2006).

No presente trabalho, implementamos a equação da onda acústica unidirecional

3D sem splitting inline e crossline no domı́nio frequência-espaço, através do método FD

implı́cito usandoa expansãodePadé complexapara aproximar a raiz quadradada equação

da onda acústica unidirecional e o método iterativo Bi-CGSTAB para resolver os sistemas

lineares. Dessa maneira, obtemos um algoritmo de migração 3D iterativo, que resolve o

problema da anisotropia numérica, converge mais rápido que os algoritmos de migração

iterativo 3D de Cole (1989), Nichols (1991) e é mais eficiente computacionalmente do

que usando os métodos de solução direta para resolver o sistema linear quando usamos

aproximação de primeira ordem da raiz quadrada da equação da onda acústica unidire-

3Resolvemos usar a sigla CG para denotar gradiente conjugado devido ao nome em inglês conjugate gradient
4Resolvemos usar a sigla Bi-CGSTAB para denotar Bi-gradiente conjugado estabilizado devido ao nome em inglês Bi-conjugate

gradient stabilized
5Resolvemos usar a sigla IDR para denotar redução de dimensão induzida devido ao nome em inglês induced dimension reduction
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cional. No decorrer desse trabalho, chamaremos esse algoritmo apenas de algoritmo de

migração FD iterativo. Para validar o algoritmo de migração FD iterativo, comparamos a

sua resposta ao impulso com as respostas ao impulso do algoritmo de migração reversa

no tempo (RTM)6 e do algoritmo de migração FD usando o a versão serial do pacote

multifrontal massively parallel solver (MUMPS) (AMESTOY et al., 2001, 2006) para resolver o

sistema linear.

Esta dissertação está organizada em seis capı́tulos. Além desta introdução têm-se

os seguintes capı́tulos:

No Capı́tulo 2, discutimos alguns conceitos de migração 3D em profundidade

usando a equação da onda acústica unidirecional no domı́nio frequência-espaço e fazemos

uma revisão do método de migração por deslocamento de fase e FD.

No Capı́tulo 3, discutimos os métodos de resolução para sistemas lineares em es-

pecial os métodos iterativos. Fazemos uma breve revisão do método iterativo Bi-CGSTAB

e analisamos sua convergência em um modelos de velocidade homogêneo.

No Capı́tulo 4, discutimos a implementação do algoritmo de migração FD iterativo

e analisamos a sua performance em modelos de velocidade homogêneo.

No Capı́tulo 5, mostramos os resultados numéricos obtido com o algoritmo de

migração FD iterativo no modelo de sal SEG/EAGE.

No Capı́tulo 6, apresentamos conclusões desta dissertação, bem como algumas

perspectivas de trabalhos futuros.

6Resolvemos usar a sigla RTM para migração reversa no tempo devido ao nome em inglês reverse-time migration
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2 MIGRAÇÃOCOMAEQUAÇÃODAONDAACÚSTICAUNIDIRE-

CIONAL

Este capı́tulo é dedicado a fazer uma revisão do método de migração FD implı́cito.

Antes de revisarmos tal método, inicialmente discutiremos uma maneira de se obter a

equação da onda acústica unidirecional no domı́nio frequência-espaço e o método de

migração por deslocamento de fase para introduzirmos o conceito de extrapolação do

campo de onda para baixo.

2.1 EQUAÇÃO DA ONDA ACÚSTICA UNIDIRECIONAL

Com o objetivo de obter a equação da onda acústica unidirecional no domı́nio

frequência-espaço, começamos nossa discussão definindo a equação da onda acústica 3D

em um domı́nio infinito Ω0 ⊆ R3 da seguinte maneira:

∇2P(x, t) − 1

c (x)2
∂2P(x, t)

∂t2
= 0, (2.1)

onde x = (x1, x2, x3) ∈Ω0 denota um vetor no espaço cartesiano com x1 e x2 as coordenadas

laterais ao longo das direções inline e crossline, respectivamente, e x3 a profundidade,

∇2 =

(
∂2

∂x2
1

+ ∂2

∂x2
2

+ ∂2

∂x2
3

)
é o operador laplaciano em coordenadas cartesianas, t é a variável

temporal, c (x) é a velocidade de propagação da onda que varia com a posição e P(x, t) é

o campo de pressão.

Usamos neste trabalho a seguinte convenção do par de transformada de Fourier em

relação a variável temporal t:

P̂(x, ω) =

∫ +∞

−∞
P(x, t)eiωtdt, (2.2)

P(x, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
P̂(x, ω)e−iωtdω, (2.3)

onde i =
√
−1 é a unidade imaginária e ω ∈ R é a frequência angular. A equação (2.2)

denota a transformada de Fourier direta e a equação (2.3) denota a transformada de Fourier

inversa.

Usando a transformada de Fourier inversa na equação (2.1), obtemos a equação da
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onda acústica no domı́nio frequência-espaço (ω - Ω0) dada por

∇2P̂(x;ω) +
ω2

c (x)2
P̂(x, ω) = 0. (2.4)

A fim de obter a equação da onda acústica unidirecional, iremos considerar válida

para descrever problemas de propagação de onda acústica no domı́nio frequência-espaço

(ω - Ω0) a equação abaixo




∂3 +

iω

c (x)

√
1 +

c2 (x)

ω2

(
∂2
1
+ ∂2

2

)

∂3 −

iω

c (x)

√
1 +

c2 (x)

ω2

(
∂2
1
+ ∂2

2

)

 P̂(x, ω) = 0, (2.5)

com ∂ j ≡
∂ j
∂x j
, j = 1, 2, 3.

A partir da equação (2.5) obtemos as equações:


∂3 −

iω

c (x)

√
1 +

c2 (x)

ω2

(
∂2
1
+ ∂2

2

) P̂(x, ω) = 0 (2.6)

e 
∂3 +

iω

c (x)

√
1 +

c2 (x)

ω2

(
∂2
1
+ ∂2

2

) P̂(x, ω) = 0. (2.7)

Se tentarmos a partir da equação (2.5) derivar a equação (2.4), obteremos:

{
∂23 +

ω2

c(x)2

[
1 + c2(x)

ω2

(
∂2
1
+ ∂22

)]}
P̂(x, ω) +

{[
ω
c(x)

√
1 + c2(x)

ω2

(
∂2
1
+ ∂2

2

)]
i∂3 − i∂3

[
ω
c(x)

√
1 + c2(x)

ω2

(
∂2
1
+ ∂2

2

)]}
P̂(x, ω) = 0. (2.8)

Observamos que para derivarmos a equação (2.4) da equação (2.8), o comutador

presente na última equação entre os operadores ω
c(x)

√
1 + c2(x)

ω2

(
∂2
1
+ ∂22

)
e ∂3 temque ser nulo,

ou seja, eles têm que comutar. Uma maneira de comutar estes operadores é considerar

a velocidade de propagação da onda constante. Neste caso, a equação (2.5) representa

exatamente a equação (2.4). Sendo assim, podemos dizer que as equações (2.6) e (2.7)

são equações exatas que governam a propagação da onda acústica para cima e para baixo

respectivamente, nodomı́nio frequência-espaço comvelocidade constante. Por outro lado,

temos interesse em meios onde a velocidade varie com a posição x. Nesse caso, anular

o comutador da equação (2.8) é um problema que pode ser tratado usando a teoria dos

operadores pseudodiferenciais (OP ’T ROOT; STOLK, 2010). Mas aqui, iremos ignorar esse

comutador e considerar as equações (2.6) e (2.7) como sendo uma boa aproximação para
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descrever problemas de onda acústica se propagando em uma única direção preferencial

no domı́nio frequência-espaço com a velocidade de propagação da onda acústica variando

com a posição x.

As equações (2.6) e (2.7), descrevem precisamente o tempo de trânsito das on-

das, porém elas precisam ser modificadas para descrever as amplitudes (ZHANG; ZHANG;

BLEISTEIN, 2005; VIVAS; PESTANA, 2010; OP ’T ROOT; STOLK, 2010). Neste trabalho não temos

preocupação de corrigir este problema de amplitude.

As equações (2.6) e (2.7) são válidas em um domı́nio espacial Ω0 infinito. Porém,

como iremos resolvê-las computacionalmente, precisamos limitar esse domı́nio, ou seja,

temos que truncar o domı́nio Ω0. Sendo assim, a partir de agora temos interesse em

encontrar a solução das equações (2.6) e (2.7) apenas no domı́nio limitado Ωb ⊂ Ω0. Para

resolver estas equações usaremos o campo de pressão registrado na superfı́cie de aquisição

sı́smica x0
3
como uma condição de contorno.

A partir desse ponto, trabalhamos apenas com a equação que governa a propagação

do campo de onda para baixo, equação (2.7), pois é esta equação que usaremos para

extrapolar o campo de onda para baixo.

2.2 MIGRAÇÃO PELO MÉTODO POR DESLOCAMENTO DE FASE

Começamos esta seção ressaltando que a convenção do par de transformadas de

Fourier direta e inversa sobre as coordenadas laterais x1, x2 que usamos neste trabalho são

dadas respectivamente por

P̂(k1, k2, x3, t) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
P(x1, x2, x3, t)e

−i(k1x1+k2x2)dx1dx2, (2.9)

P(x1, x2, x3, t) =
1

(2π)2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
P̂(k1, k2, x3, t)e

i(k1x1+k2x2)dk1dk2, (2.10)

onde k1 e k2 são os números de onda nas direções inline e crossline, respectivamente.

Considerando um meio onde a velocidade de propagação da onda acústica seja

constante, usando a transformada de Fourier inversa, equação (2.10), na equação (2.4) e

fazendo a fatoração como foi feito para obter a as equações (2.6) e (2.7), obtemos como
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resultado a equação:

∂3P̂(K, x3, ω) = −i
ω

c

√
1 − c2

ω2

(
k2
1
+ k2

2

)
P̂(K, x3, ω), (2.11)

onde K = (k1, k2) é o número de onda no plano horizontal.

Como falamos na seção anterior, usaremos o campo de pressão registrado na su-

perfı́cie de aquisição sı́smica x0
3
, P0, como uma condição de contorno para a equação

(2.11), ou seja, P(x1, x2, x3 = x0
3
, t) = P0. Sendo assim, resolvendo a equação (2.11) e usando

a transformada de Fourier de P0 como uma condição de contorno, obtemos a seguinte

solução:

P̂(K, x3, ω) = P̂0exp
(
−iω

c
k3

(
x3 − x03

))
, (2.12)

onde k3 ≡
√
1 − c2

ω2K2.

Como podemos ver na equação acima, a exponencial exp(−iω
c
k3

(
x3 − x0

3

)
), apenas

desloca o campo P̂0 na direção x3 e o sinal negativo indica que esse deslocamento é para

baixo, ou seja, estamos extrapolando o campo para baixo.

O objetivo de extrapolar o campo para baixo, é para formar uma imagem da

superfı́cie refletora que refletiu a onda registrada em x0
3
. Considerando que a onda que foi

registrada em x0
3
foi refletida no instante t = 0, para posicionarmos o campo P0 coincidindo

com a superfı́cie refletora, basta retropropagar este campo no tempo, ou seja, ir no sentido

contrário no eixo temporal e avaliá-lo em t = 0. Esta é uma condição necessária para formar

a imagem de tal superfı́cie. Por exemplo, para um par fonte-receptor, extrapolando para

baixo os seus campos de ondas e fazendo a correlação cruzada entres eles avaliado em

t = 0, obtemos a imagem onde ocorreu a reflexão. Esta correlação cruzada avaliada em

t = 0, é uma condição de imagem.

Pelo que foi discutido acima, podemos dizer que migração em profundidade é

dividida em dois processos: (i) a continuação do campo de onda para baixo, que pode

ser entendido como uma transformação do campo de onda medido em x0
3
em um campo

coincidente com a superfı́cie refletora e (ii) a condição de imagem , que é a operação

responsável pela formação da imagem da superfı́cie refletora na posição x.

Este método de migração através do deslocamento do campo de onda via rotação

da fase da solução da equação de onda acústica em uma única direção preferencial, é

conhecida como método por deslocamento de fase (GAZDAG, 1978).

Para usar o método de migração por deslocamento de fase em um meio vertical-

mente heterogêneo, ou seja, com a velocidade variando apenas com a profundidade, c(x3),
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dividimos o eixo x3 em L camadas de velocidade constante de espessura △x3 de modo que

l△x3 ≡ xl3 denota a camada l, tal que xl−13 ≤ xl3 < xl+13 onde xl−13 e xl+13 são os limites superior

e inferior da camada l, respectivamente, com l = 1, 2, ..., L − 1. Adotando essa estratégia,

definimos as camadas da seguinte maneira:

xl3 = xl−13 + △x3 (2.13)

x3 =

L−1∑

l=1

x03 + xl3. (2.14)

Usando a equação (2.13) na equação (2.12), obtemos a equação:

P̂(xl3,K, ω) = P̂(xl−13 ,K)exp
(
−iω

c
k3△x3

)
, (2.15)

que extrapola o campo para a camada l, usando o campo da camada l − 1.

Antes de concluir essa seção, queremos ressaltar que para derivar o método de

migração por deslocamento de fase, nenhuma aproximação foi necessária, desta maneira,

a princı́pio esperamos que esse método seja preciso para migrar refletores commergulhos

de até 90o.

2.3 MÉTODO DE MIGRAÇÃO FD IMPLÍCITO

O método de migração FD implı́cito é um dos mais adequados quando existem

fortes variações laterais de velocidade no meio onde os dados sı́smicos estão sendo mi-

grados. Para resolver a equação (2.7) usando o método FD implı́cito, precisamos expandir

a raiz quadrada que aparece nesta equação. Essa expansão é necessária, pois neste caso

não podemos adotar a estratégia de usar a transformada de Fourier nas direções inline e

crossline como foi feito para o método por deslocamento de fase, dado que a transformada

de Fourier neste caso envolve uma convolução. Neste trabalho, optamos por usar a ex-

pansão de Padé complexa para aproximar raiz quadrada da equação (2.7) (AMAZONAS et

al., 2007; MILINAZZO; ZALA; BROOKE, 1997), pois além de atenuarmos os modos evanes-

centes, ainda mantemos a ordem dos operadores de derivadas. No Capı́tulo 3 analisamos

a necessidade de evitar energias de modos evanescentes. Sendo assim, temos a seguinte

expansão da raiz quadrada da equação (2.7) em série de Padé complexa:

√
1 +

c2 (x)

ω2

(
∂2
1
+ ∂2

2

)
≈


C0 +

N∑

n=1

An
c2(x)

ω2 D

1 + Bn
c2(x)

ω2 D


 , (2.16)
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Figura 2.1: Linha de corte no plano complexo rotacionada por um ângulo θ.

com D ≡ ∂1 + ∂2. Onde N indica a ordem da aproximação, C0, An e Bn são os coeficientes

de Padé complexo dados por:

C0 = eiθ/2


1 +

N∑

n=1

an
(
e−iθ − 1

)

1 + bn (e−iθ − 1)




An =
ane
−iθ/2

[1 + bn (e−iθ − 1)]2

Bn =
bne
−iθ

1 + bn (e−iθ − 1)
. (2.17)

Onde θ é o ângulo de rotação da linha de corte modificada no plano complexo, mostrado

na Figura (2.1), doravante chamaremos apenas ângulo de rotação da linha de corte, an e bn

são os coeficientes de Padé real dados por:

an =
2

2N + 1
sen2

(
nπ

2N + 1

)

bn = cos2
(

nπ

2N + 1

)
. (2.18)

Utilizando esta aproximação da raiz quadrada da equação (2.7) temos como resultado

∂3P̂(x, ω) ≈ −i
ω

c(x)


C0 +

N∑

n=1

An
c2(x)

ω2 D

1 + Bn
c2(x)

ω2 D


 P̂(x, ω). (2.19)

Uma maneira mais eficiente computacionalmente de implementar a equação ante-

rior é usar a técnica de splitting (CLAERBOUT, 1985). Usando esta técnica, para cada passo

xl
3
da extrapolação do campo para baixo, temos que resolver N + 1 equações. Primeiro

resolvemos:

∂3P̂(x, ω) = −i
ωC0

c(x)
P̂(x, ω) (2.20)
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e depois para n = 1, ...,N equações

∂3P̂(x, ω) = −i
ω

c(x)




An
c2(x)

ω2 D

1 + Bn
c2(x)

ω2 D


 P̂(x, ω), (2.21)

onde a solução de cada equação é usada como condição de contorno para a próxima

equação até o total de N + 1 equações para cada passo xl
3
da extrapolação do campo.

A equação (2.20), que chamaremos de termo analı́tico, é fácil para resolver, no entanto

as N últimas equações (2.21), que chamaremos de termo FD, é preciso aproximar as

derivadas por operadores de diferenças finitas. Para facilitar nosso trabalho, faremos essa

aproximação por operadores de diferenças finitas usando apenas uma das N equações.

Como vamos aproximar as derivadas das equações (2.21) através de operadores

de diferenças finitas, precisamos discretizar o domı́nio Ωb. O domı́nio discretizado será

denotado porΩh
b
. Discretizando os eixos x1, x2 e x3 em tamanho h1, h2 e h3, respectivamente.

Obtemos uma malha cúbica através dos pontos
(
x1p, x2q, xl3

)
= (ph1, qh2, lh3) com Ni

x1
≤ p ≤

N
f
x1 ,N

i
x2
≤ q ≤ N

f
x2 e Ni

x3
≤ l ≤ N

f
x3 , onde Ni

x j
e N

f
x j , j = 1, 2, 3 são números inteiros que

indicam o ponto inicial e final em cada eixo na malha respectivamente.

Usando a notação P(ph1, qh2, lh3, ω) = Pl
pq e o método Crank-Nicholson, podemos

discretizar a equação (2.21) obtendo a seguinte equação discretizada no domı́nioΩh
b

{
δspδrq + η

l
pq

[
1

h2
1

(
δsp−1δrq − 2δspδrq + δsp+1δrq

)
+

1

h2
2

(
δspδrq−1 − 2δspδrq + δspδrq+1

)]}
Pl+1
sr =

{
δspδrq + η

∗l
pq

[
1

h2
1

(
δsp−1δrq − 2δspδrq + δsp+1δrq

)
+

1

h2
2

(
δspδrq−1 − 2δspδrq + δspδrq+1

)]}
Pl
sr,

(2.22)

onde δsp, δrq são as deltas de Kronecker, ηlpq e η
∗l
p,q são dados por

ηlpq =


Bn + i

ωh3

2clpq
An





clpq

ω



2

(2.23)

e

η∗lpq =


Bn − i

ωh3

2clpq
An





clpq

ω



2

. (2.24)

Da equação (2.22), vemos que para calcular a função P(ph1, qh2, lh3, ω) para cada

nı́vel l, é necessário resolvê-la para todos os pontos da malha do plano horizontal. Por

outro lado, para calcular está função em um ponto da malha no plano horizontal, são

necessários quatro outros pontos vizinhos, exceto para os pontos das bordas da malha.
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Então para cada ponto da malha do plano horizontal obtemos uma equação, logo temos

um sistema linear de M =
(
(N

f
x1 −Ni

x1
+ 1)(N

f
x2 −Ni

x2
+ 1)

)
equações com o mesmo número

de incógnitas, exceto para os pontos das bordas da malha, para cada nı́vel l. Para obter

uma representação matricial para esse problema discretizado, é preciso escolher uma

ordenação para os pontos damalha. Neste trabalho escolhemos a seguinte ordenação para

representar a equação (2.22) de forma matricial: os pontos da malha do plano horizontal

são percorridos coluna por coluna da esquerda para a direita de cima para baixo para cada

nı́vel l tomando os devidos cuidados com as bordas dessamalha. Dessa maneira, obtemos

a seguinte representação matricial para a equação (2.22):

(I + αD)Pl+1 = (I + α∗D)Pl, (2.25)

onde I é a matriz identidade, α, α∗ representam os valores do mapeamento de ηlpq e η
∗l
pq,

respectivamente, para cada ponto da malha,D representa a matriz de derivadas ao longo

das coordenadas do plano horizontal e tem dimensãoM, Pl ∈ CM e Pl+1 ∈ CM representam

os vetores campos de pressão na malha do plano horizontal em nı́vel de profundidades

sucessivas.

Para facilitar nosso trabalho, vamos reescrever a equação (2.25) da seguintemaneira:

APl+1 = A∗Pl, (2.26)

onde A ≡ I + αD ∈ CM×M e A∗ ≡ I + α∗D ∈ CM×M representam as matrizes de coeficientes

complexos.

Nas matrizes da equação (2.26) para cada uma das M linhas, exceto para as linhas

que representam as bordas da malha, temos apenas 5 elementos diferentes de zero. Para a

malha que usamos em nossos testes, tanto no modelo homogêneo quanto no heterogêneo,

temos um M da ordem 457 mil linhas, o que torna essas matrizes esparsas.

Para cada nı́vel da extrapolação do campo para baixo, temos que resolver M

equações do sistema linear para cada frequência. O custo computacional para usar o

método de solução direta é alto, tanto no sentido de tempo de CPU quanto na quantidade

de memória que deve ser alocada. Uma maneira de reduzir este custo computacional, é

fazer splitting nas direções inline (x1) e crossline (x2) da equação (2.22), resultando no par de

equações

{
δspδrq + η

l
pq

[
1

h2
1

(
δsp−1δrq − 2δspδrq + δsp+1δrq

)]}
Pl+1
sr =

{
δspδrq + η

∗l
pq

[
1

h2
1

(
δsp−1δrq − 2δspδrq + δsp+1δrq

)]}
Pl
sr (2.27)
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{
δspδrq + η

l
pq

[
1

h2
2

(
δspδrq−1 − 2δspδrq + δspδrq+1

)]}
Pl+1
sr =

{
δspδrq + η

∗l
pq

[
1

h2
2

(
δspδrq−1 − 2δspδrq + δspδrq+1

)]}
Pl
sr. (2.28)

As equações (2.27) e (2.28) também podem ser representadas de forma matricial assim

como foi feito para obter a forma matricial da equação (2.22).

Se usarmos as equações (2.27) e (2.28) em vez da equação (2.22) para extrapolar o

campo para baixo, temos que resolvê-las sucessivamente para cada passo da extrapolação.

Sendo assim, para cada passo dessa extrapolação temos que resolver para cada frequência

um total de Ms =
(
(N

f
x1 −Ni

x1
+ 1) + (N

f
x2 −Ni

x2
+ 1)

)
equações lineares. Este método é

conhecido como método de splitting inline e crossline. Ele é super eficiente do ponto de

vista computacional, porém produz erros no processo de migração, como veremos no

Capı́tulo 4.

Resolvendo sucessivamente para cada passo da extrapolação do campo para baixo

a equação (2.20) e o sistema linear sem splitting inline e crossline equação (2.22) ou com

splitting inline e crossline equações (2.27) e (2.28), encontramos um campo de pressão

se propagando continuamente para baixo. Esta solução numérica da equação da onda

acústica unidirecional através de aproximações das derivadas emoperadores dediferenças

finitas é conhecido como método de migração FD implı́cito. O método de migração FD

implı́cito, como foi falado antes, não tem restrições em relação ao modelo de velocidade,

porém como é necessário realizar uma aproximação da raiz quadrada da equação de onda

unidirecional, ele tem dificuldade de migrar refletores com fortes mergulhos.
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3 MÉTODOS DE RESOLUÇÃO PARA SISTEMAS LINEARES

Como foi visto no capı́tulo anterior, para fazer migração usando o método FD

implı́cito é necessário resolver um grande número de sistemas lineares esparsos. Sendo

assim, neste capı́tulo discutiremos alguns métodos de resolução para sistemas lineares.

Em geral esses métodos são divididos em métodos diretos e métodos iterativos.

3.1 MÉTODOS DIRETOS VERSUS MÉTODOS ITERATIVOS

Métodosdiretos sãométodosbaseados emeliminaçãoGaussiana (ERLANGGA, 2005).

Eles calculam a solução exata de um sistema linear, a menos de erro de arredondamento,

com um número finito e bem determinado de operações aritméticas. São adequados para

resolver sistemas lineares de tamanhos moderados e densos. Como os sistemas lineares

que precisamos resolver nesta dissertação são grandes e esparsos, equação (2.26), usar

métodos diretos não é recomendado, pois no processo de eliminação Gaussiana o sistema

linear perde sua caracterı́stica de esparsidade, exigindo muita memória alocada e o tempo

de CPU para encontrar a solução do sistema linear também é alto.

Métodos iterativos calculama solução aproximadadeumsistema linear, se beneficia

da esparsidade da matriz, exigindo pouca memória alocada, porém tem baixa velocidade

de convergência para encontrar a solução do sistema linear, dependendo do condiciona-

mentodamatriz, e emalguns casospodedivergir. Este problemadede baixa velocidadede

convergência dos métodos iterativo pode ser contornado com um bom precondicionador

para a matriz do sistema linear, ou seja, deixando a matriz original melhor condicionada.

Para os sistemas lineares que precisamos resolver nesta dissertação, o uso dos métodos

iterativos são mais adequados que os métodos diretos, pois a matriz do sistema linear

(2.26) tem um grande número equações lineares e é esparso.

Pelo que foi exposto nos dois últimos parágrafos anteriores, o uso de métodos

iterativos são mais adequado para o nosso problema, então deixamos o que restante deste

capı́tulo para estudarmos alguns métodos iterativos e analisar suas caracterı́sticas.
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3.2 MÉTODOS ITERATIVOS

Nesta seção iremos introduzir alguns métodos de solução iterativo para resolver

sistemas lineares. Em especial, daremos uma atenção maior para o método iterativo Bi-

CGSTAB e estudaremos o comportamento de sua convergência para o sistema linear (2.26)

em um modelo de velocidade homogêneo.

3.2.1 MÉTODOS ITERATIVOS BÁSICOS

Métodos iterativos básicos como de Jacobi, Gauss-Seidel e SOR (ISERLES, 1996),

normalmente sãomuito lentos para convergir (dependendodo condicionamentodamatriz

de coeficientes) e em alguns casos (quando a matriz não é diagonalmente dominante) eles

podemnão convergir (COLE, 1989). Na seção A.1 doApêndice A, discutimos como derivar

de uma maneira intuitiva os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel.

3.2.2 MÉTODOS ITERATIVOS DO TIPO KRYLOV

Métodos iterativos do tipoKrylov, sãométodos de projeção para encontrar a solução

aproximada de sistemas lineares em um subespaço especı́fico, o subespaço de Krylov.

Segue abaixo uma definição do subespaço de Krylov:

Definição 3.1 Seja uma matriz B ∈ CM×M não singular e dado um vetor v , 0 ∈ CM, o subespaço

de Krylov Kl (B, v) gerado de v é dado por

Kl (B, v) ≡ span
{
v,Bv, ...,Bl−1v

}
. (3.1)

Na seção A.2 do Apêndice A, introduzimos esta definição de maneira mais intuitiva.

MÉTODO ITERATIVO CG

O método iterativo CG (HESTENES; STIEFEL, 1952) é um método do tipo Krylov. Ele

é muito eficiente para resolver sistemas lineares onde a matriz de coeficiente é simétrica e

positiva-definida. Para este tipo dematriz, ele tem convergência garantida emumnúmero

finito de iterações. Veja na seção A.2 do Apêndice A, o algoritmo CG.
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MÉTODO ITERATIVO Bi-CGSTAB

Como os elementos da matriz de coeficientes, do sistema linear que precisamos

resolver (2.26), são complexos e para algumas combinações de parâmetros, como veremos

mais tarde neste capı́tulo, ela não é diagonalmente dominante, optamos por usar ométodo

iterativo Bi-CGSTAB para resolvê-lo. Pois ele é apropriado para resolver sistemas lineares

onde os elementos da matriz de coeficiente são complexos.

O Bi-CGSTAB é ummétodo iterativo do tipo Krylov para resolver sistemas lineares

como

Bu = b, (3.2)

onde B ∈ CM×M é uma matriz não singular, u ∈ CM e b ∈ CM.

Uma generalização do CGpara resolver sistemas lineares como o (3.2) é o algoritmo

BI-CG de Lanczos (1950). A ideia básica desse algoritmo é a construção de duas bases

{v1, v2, ..., vl} ⊂ Kl(B, r0) e {w1,w2, ...,wl} ⊂ Ll(B
†, r̂0) de tal maneira que elas sejam bi-

ortogonais. Onde Kl(B, r0) e Ll(B
†, r̂0) são subespaços de Krylov e B† denota a matriz

transposta conjugada de B.

Essa condição de bi-ortogonalidade é necessária para calcular o αl e βl para cada

iteração l como foi feito no CG (veja ApêndiceA). Porém fazendo isso, estamos resolvendo

dois sistemas lineares da forma (3.2). O Bu = b e seu dual B†û = b.

Devido as observações de Sonneveld (1987) temos o algoritmo CGS onde não pre-

cisamos ter que resolver o sistema B†û = b, porém o comportamento da sua convergência

é instável. Esse problema de instabilidade na convergência é resolvido por (VANDEVORST,

1992) dando origem ao algoritmo Bi-CGSTAB.

Segue a baixo o algoritmo Bi-CGSTAB:

Algoritmo 3.1 (Bi-CGSTAB)

1. Inicialize com o vetor inicial u0, o vetor conhecido b e um vetor r̂ arbitrário.

2. Calcule o resı́duo inicial r0 = b −Au0

3. p0 = r0

4. Calcule a tolerância da aproximação e atribua o número máximo de iterações permi-

tida

5. Inicio do laço
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6. Faça até que o limite de tolerância seja atingido ou até o númeromáximo de iterações:

7. αl = 〈rl, r̂〉/〈Bpl, r̂〉
8. sl = rl − αlBpl

9. ωl = 〈Bsl, sl〉/〈Bsl,Bsl〉
10. ul+1 = ul + αlpl + ωlsl

11. rl+1 = sl − ωlBsl

12. βl =
〈rl+1, r̂〉
〈rl, r̂〉

× αl/ωl

13. pi+1 = rl+1 + βl(pl − ωlBpl)

14. Fim do Laço

ANALISANDO A CONVERGÊNCIA DO Bi-CGSTAB

Nesta seção estudaremos comose comporta a convergênciadoalgoritmoBi-CGSTAB

na obtenção da solução aproximada do sistema linear (2.26) usando um modelo de ve-

locidade homogêneo com uma malha regular. Denotamos o espaçamento entre os pontos

por h, ou seja, h1 = h2 = h3 = h. A precisão da solução do sistema linear calculado com

o algoritmo iterativo Bi-CGSTAB, é de 10−5 ou até atingir um número máximo de 3500

iterações.

Cole (1989) investigou o comportamento da convergência dosmétodos iterativos de

Jacobi, Gauss-Seidel e do método de sobrerelaxamento sucessivo na obtenção da solução

do sistema linear (2.26) usando a primeira ordem da expansão de Padé real. Ele notou que

para frequências que não satisfazem a inequação

ω2 ≥ c2

h2
8b1, (3.3)

a matriz de coeficientes deixa de ser diagonalmente dominante, e com isso a velocidade

de convergências desses métodos fica lenta e pode até mesmo não convergir.

Nichols (1991) para resolver o sistema linear (2.26) usando a primeira ordem da

expansão de Padé real e a equação normal de A, A†A, usou o método CG devido sua

convergência ser garantida em um número finito de passos (para matriz simétrica e

positiva-definida). Ele observa que a velocidade de convergência do CG é lenta para

baixas frequências, assim como os método investigados por Cole (1989), mas reporta que

evitando as energias dos modos evanescentes e de grandes ângulos de propagação, a

convergência para baixas frequências fica mais eficiente.
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Levando em consideração as observações de Nichols (1991), que evitando as ener-

gias de grandes ângulos e de modos evanescentes a convergência do método CG para

baixas frequências fica mais eficiente, ao invés de usar a expansão de Padé real, usamos a

expansão de Padé complexa, pois ela atenua as energias de grandes ângulos e de modos

evanescentes (MILINAZZO; ZALA; BROOKE, 1997). Apesar de usarmos ométodo Bi-CGSTAB

que é mais adequado que o método CG para resolver sistemas lineares onde os elementos

da matriz de coeficientes são complexos, esperamos que a velocidade de convergência

do Bi-CGSTAB deva variar com o modelo de velocidade e espaçamento da malha. Para

verificar isso, obtemos uma versão da inequação (3.3), usando os coeficientes de Padé

complexo.

Para a matriz A ser diagonalmente dominante, tem que satisfazer a condição

|A j j| ≥
M∑

l=1

|A jl| j,l j = 1, ...,M. (3.4)

Vamos verificar o quanto essamatriz, usando apenas um termo da série de Padé complexa

em ummeio homogêneo e com uma malha regular, satisfaz essa condição. Para esse caso,

temos que para cada linha da matriz A, o elemento da diagonal principal será dado por:

A j j =



(
ωh

c

)2
− 4

(
B1 + i

ωh

2c
A1

) (3.5)

e fora da diagonal principal, temos apenas 4 elementos diferentes de zero, todos damesma

forma dados por:

A jl =

(
B1 + i

ωh

2c
A1

)
j , l. (3.6)

Assim, temos que para essa matriz ser diagonalmente dominante tem que satisfazer a

seguinte inequação: (
ωh

c

)2
− 8

(
ωh

c

)
Im {A1} − 8Re {B1} ≥ 0, (3.7)

cuja as soluções são dadas pelas frequências limite inferior, ωLi , e superior, ωLs

ωLi ≥
(
c

h

) [
−2Im {A1} +

√
(2Im {A1})2 + 8Re {B1}

]
, (3.8)

ωLs ≤
(
c

h

) [
−2Im {A1} −

√
(2Im {A1})2 + 8Re {B1}

]
, (3.9)

onde Im {A1} e Re {B1} denotam as partes imaginária de A1 e parte real B1, respectivamente.
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Estas inequações podem nos fornecer uma estimativa do quanto a matriz A é bem condi-

cionada. Observando só a frequência limite inferior (3.8), temos que quanto maior ela for,

pior condicionada será a matriz. Como consequência, menos eficiente será os métodos

iterativos para resolver o sistema linear. Porém, para valores de frequências acima da

frequência limite inferior (3.8) o método iterativo é mais eficiente.

Embora as condições (3.8) e (3.9) sejam apenas condições necessárias para ométodo

iterativo sermais eficiente, pois elas estimam o quanto amatriz é bem condicionada, pode-

mos avaliar dessas condições como espaçamento da malha, a velocidade e os coeficientes

de Padé complexo afetam a convergência do algoritmo Bi-CGSTAB. Vemos das inequações

(3.8) e (3.9) que quando maior for a razão entre velocidade e espaçamento da malha (c/h)

pior condicionada será a matriz, e com isso mais lenta será a velocidade de convergência

do algoritmo Bi-CGSTAB. Na Figura (3.1), mostramos como a frequência limite inferior

fL = ωLi/2π varia com ângulo de rotação da linha de corte θ (na esquerda) e o número de

iterações do algoritmo Bi-CGSTAB como função da frequência (na direita), para h = 10m

e c = 1500m/s. O gráfico na esquerda indica que aumentando θ a eficiência do método

iterativo deve melhorar. No gráfico da direita, vemos que o número de iterações do al-

goritmo Bi-CGSTAB usando coeficientes de Padé real, é mais que o dobro do número

de iterações quando se usa os coeficientes de Padé complexo tanto com θ = 25o ou com

θ = 45o. Aumentando o ângulo de rotação da linha de corte, de θ = 25o para θ = 45o, o

número de iterações diminui, porém essa diminuição tem pouco efeito no comportamento

da convergência.
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Figura 3.1: A esquerda: frequência limite, fL, pelo ângulo de rotação da linha de corte em graus. A direita:
número de iterações do algoritmo Bi-CGSTAB para cada frequência para c = 1500m/s e h = 10m

Na Figura (3.2), mostramos a frequência limite inferior fL = ωLi/2π (na esquerda) e

o número de iterações do algoritmo Bi-CGSTAB como função da frequência (na direita),
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para h = 20m e c = 1500m/s. No gráfico da esquerda, podemos ver que a frequência

limite inferior, fL = ωLi/2π, diminuiu com o aumento de h, deixando a matriz A melhor

condicionada. Podemos ver no gráfico da direita, o efeito dessa melhora no condiciona-

mento da matriz. Vemos que o número de iterações do algoritmo Bi-CGSTAB diminuiu

comparando com a Figura (3.1). Observa-se também que usando coeficientes de Padé

complexo, o número de iterações do algoritmo Bi-CGSTAB diminui em relação ao real,

porém essa diminuição tem menos impacto na convergência do algoritmo Bi-CGSTAB do

que quando usamos h = 10m. Aumentando o ângulo de rotação da linha de corte, de

θ = 25o para θ = 45o, o número de iterações praticamente se mantém o mesmo nesse

caso. Na Figura (3.3), mostramos frequência limite inferior fL = ωLi/2π (na esquerda) e
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Figura 3.2: A esquerda: frequência limite, fL, pelo ângulo de rotação da linha de corte em graus. A direita:
número de iterações do algoritmo Bi-CGSTAB para cada frequência para c = 1500m/s e h = 20m
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Figura 3.3: A esquerda: frequência limite, fL, pelo ângulo de rotação da linha de corte em graus. A direita:
número de iterações do algoritmo Bi-CGSTAB para cada frequência para c = 4500m/s e h = 10m

o número de iterações do algoritmo Bi-CGSTAB como função da frequência (na direita),
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para h = 10m e c = 4500m/s. No gráfico da esquerda, podemos ver que a frequência limite

inferior, fL = ωLi/2π, aumentou bruscamente com o aumento de c, deixando a matriz A

mal condicionada. Podemos ver no gráfico da direita, o efeito desse mau condiciona-

mento da matriz. Vemos que o número de iterações do algoritmo Bi-CGSTAB aumentou

bastante comparando com a Figura (3.1). Observa-se também que usando coeficientes de

Padé complexo, o número de iterações do algoritmo Bi-CGSTAB diminui bruscamente em

relação ao real, este efeito tem grande impacto na convergência do algoritmo Bi-CGSTAB.

Aumentando o ângulo de rotação da linha de corte, de θ = 25o para θ = 45o, o número de

iterações tem uma diminuição da ordem de 200 iterações.

Da comparação das Figuras (3.1), (3.2) e (3.3) percebemos que quanto mais mal

condicionada for a matrizA, maior é o impacto do uso dos coeficientes de Padé complexo

sobre o comportamentoda convergência do algoritmoBi-CGSTAB.Ressaltamosquenestas

figuras, estamos usando apenas um termo da série de Padé tanto complexa como real. Se

usarmos mais termos da série de Padé tanto complexa como real, menos eficiente será

o método iterativo. Na Figura (3.4), mostramos o número de iterações em função da

frequência com c = 1500m/s, h = 10m usando dois termos da série de Padé (gráfico da

esquerda) e um termo da série de Padé (gráfico da direita). Comparando o gráfico da

esquerda como o da direita, podemos ver que o número das iterações do algoritmo Bi-

CGSTAB quando usamos 2 termos da série de Padé aumenta bastante comparado quando

usamos 1 termo. Porém o aumento do número das iterações quando usamos 2 termos dos

coeficientes de Padé real é bem mais elevado comparado com o aumento quando usamos

2 termos dos coeficientes de Padé complexo. Aumentando o ângulo de rotação da linha

de corte de θ = 25o para θ = 45o o número de iterações cai quase pela metade.

Nopróximocapı́tulo, iremosdiscutir ousode perfectlymatched layer (PML)(BÉRENGER,

1994) em nosso algoritmo para evitar reflexões nas bordas do plano horizontal da malha

e uma técnica de otimização dos coeficientes de Padé complexo, para melhorar a aber-

tura angular do nosso algoritmo usando apenas um termo da série de Padé complexa.

Na Figura (3.5) mostramos como o uso do PLM (gráfico da esquerda) e a técnica de

otimização (gráfico da direita) afetam a convergência do algoritmo Bi-CGSTAB. Estamos

usando c = 1500m/s e h = 10m. Como podemos ver nos gráficos, tanto o uso do PML

quanto o uso de coeficientes otimizados, aumentam o número de iterações do Bi-CGSTAB.
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Figura 3.4: A esquerda: númerode iterações doalgoritmoBi-CGSTABpara cada frequênciapara c = 1500m/s,
h = 10m e dois termos da série de Padé complexa. A direita: número de iterações do algoritmo Bi-CGSTAB
para cada frequência para c = 1500m/s, h = 10m e um termo da série de Padé complexa
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Figura 3.5: Número de iterações do algoritmo Bi-CGSTAB para cada frequência para c = 1500m/s e h = 10m.
A esquerda: Comparação entre FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa com ângulo de rotação
da linha de corte 25o com e sem PML nas bordas do plano horizontal. A direita: Comparação entre FD
iterativo com 1 termo da série de Padé complexa com ângulo de rotação da linha de corte 25o com otimização
e sem otimização.
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4 ALGORITMODEMIGRAÇÃO FD ITERATIVO

Neste capı́tulo discutiremos a causa da anisotropia numérica, a implementação e

as caracterı́sticas do algoritmo de migração FD iterativo. Para avaliar essas caracterı́sticas,

usamos um modelo de velocidade homogêneo de 1500 m/s e uma malha regular de di-

mensões 676×676×210ao longodas direções x1, x2 e x3, respectivamente, comespaçamento

de 10 m. A fonte é colocada na superfı́cie no meio da malha. O sinal da fonte é um pulso

Ricker com a frequência de pico de 25 Hz e uma amostragem no tempo de 8 ms. Estamos

usando uma banda de frequência de 5 Hz a 60 Hz. A precisão da solução do sistema linear

calculado com o algoritmo Bi-CGSTAB é de 10−5 ou até atingir um número máximo de

2000 iterações.

4.1 A ANISOTROPIA NUMÉRICA

Quando queremos implementar uma equação, a nossa preocupação é encontrar

umamaneira simples e eficientedopontodevista computacional. Levandoemconsideração

esta simplicidade e eficiência, frequentemente quando se faz migração em profundidade

3D através da equação da onda unidirecional via método FD implı́cito, se usa o método

splitting inline e crossline, ou seja, as equações (2.27) e (2.28) em vez da equação (2.22) para

extrapolar o campo de onda para baixo. Por um lado, ganhamos eficiência computacional,

mas por outro, usar o método splitting inline e crossline, produz anisotropia numérica. Esse

problema de anisotropia, ocorre porque quando o operador que governa a propagação da

onda é dividido em dois, um que governa a propagação da onda na direção inline e outro

na direção crossline, estamos supondo que eles são independentes um do outro, e isso só é

verdade para ondas que se propagam nas direções inline e crossline, então para qualquer

outra onda que se propague com um ângulo azimutal diferente de 0o ou 90o, essa divisão

deixa de ser exata, e tendo como consequência a anisotropia numérica. Devido a esta

anisotropia, os refletores inclinados podem ser erroneamente posicionados pelo processo

de migração, principalmente quando estes refletores estão posicionado em um ângulo

azimutal de 45o (LI, 1991; RISTOW; RÜHL, 1997; BIONDI, 2006).

Na parte de cima da Figura (4.1) mostramos a resposta ao impulso do método FD

implı́cito usando as equações (2.27) e (2.28) com 1 termo da série de Padé complexa com

ângulo de rotação da linha de corte de 45o nas profundidades x3 = 700 m (a esquerda) e x3

= 1050 m (a direita). O cı́rculo vermelho nesta figura, indica a posição exata que deveria

está a frente de onda se não existisse anisotropia numérica, como podemos ver na parte de
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baixo dessa figura, ondemostramos a resposta ao impulso do algoritmo demigração RTM

nas profundidades x3 =700 m (a esquerda) e x3 = 1050m (a direita) . É visı́vel, na resposta

ao impulso mostrada na parte de cima dessa figura, a presença da anisotropia numérica

em ambas as profundidades, porém quantomaior a profundidademais acentuada ela fica.

4.2 IMPLEMENTANDO O ALGORITMO DE MIGRAÇÃO FD ITERATIVO

Com os avanços computacionais dos últimos anos, hoje em dia podemos trocar

os benefı́cios computacionais do método de splitting inline e crossline por imagens mais

precisas. Com esse compromisso de obter melhores imagens, para extrapolar o campo

de onda para baixo, optamos por resolver a equação (2.22) ao invés das equações (2.27)

e (2.28), ou seja, não usamos a técnica de splintting inline e crossline, e assim evitaremos o

surgimento da anisotropia numérica.

Como precisamos resolver um sistema linear onde os elementos da matriz de coefi-

cientes equação (2.26) são complexos, optamos por usar o algoritmo iterativo Bi-CGSTAB

discutido no capı́tulo anterior, pois ele é mais adequado para esse tipo de matriz. Para re-

solver este sistema linear usando o algoritmo iterativo Bi-CGSTAB, precisamos armazenar

asmatrizesA eA∗ namemória do computador, porém para encontrar a solução do sistema

linear, precisamos apenas dos elementos diferentes de zero dessas matrizes, sendo assim,

com o objetivo de usar o menor espaço possı́vel da memória do computador, usamos o

método de armazenamento compressed row storage para armazenar apenas os elementos

diferentes de zero das referidas matrizes.

A maneira como implementamos o algoritmo de migração FD iterativo pode ser

descrito da seguinte maneira:

Algoritmo 4.1 (FD iterativo)

1. Entrando com o campo de onda conhecido na superfı́cie, P(x1, x2, x3 = x0
3
, t);

2. Laço para todos os nı́veis em profundidade;

3. Laço na frequência (para toda a banda de frequência);

4. Resolvendo o termo analı́tico;

5. Resolvendo o termo FD;

6. Condição de imagem;

7. Fim do laço na frequência;

8. Fim do laço em profundidade;
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Um teste numérico preliminar do algoritmo de migração FD iterativo pode ser

visto na parte do meio da Figura (4.1),onde estamos mostrando a resposta ao impulso do

algoritmo FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa e ângulo de rotação da

linha de corte de 45o nas profundidades x3 = 700 m (a esquerda) e x3 = 1050 m (a direita).

Percebemos nessas imagens a ausência da anisotropia numérica, mostrando assim, a

eficácia do algoritmo FD iterativo para resolver o problema da anisotropia numérica.

Na implementação computacional das equações que resultou nas respostas ao im-

pulso da Figura (4.1), não nos preocupamos com as reflexões nas bordas do plano horizon-

tal. Na subseção que segue, iremos dar um tratamento melhor para essas reflexões nessas

bordas.

4.2.1 REFLEXÕES NAS BORDAS DO PLANO HORIZONTAL

Como estamos resolvendo a equação (2.19) em umdomı́nio finitoΩh
b
, e como a onda

no plano horizontal pode se propagar em dois sentidos, é de se esperar que haja reflexões

nas bordas desse plano.

Para avaliar esse fenômeno de reflexão nas bordas do plano horizontal, usamos os

mesmo dados descritos no inı́cio deste capı́tulo, com exceção do espaçamento da malha

que é de 5 m e do modelo de velocidade que é constituı́do de duas camadas planos

horizontais, onde a primeira camada, que vai até 1000 m em profundidade, tem um valor

de 1500 m/s e a segunda camada, que vai até o final do modelo em profundidade, tem um

valor 2500 m/s.

Na Figura (4.2), mostramos a seção horizontal em x3 = 1900 m da resposta ao

impulso calculado com algoritmo de migração FD iterativo com 1 termo da série de Padé

complexa com ângulo de rotação da linha de corte de 45o sem um tratamento adequado

nas bordas do plano horizontal. Podemos observar que existem reflexões nas bordas desse

plano. Para evitar ou diminuir o máximo possı́vel esse tipo de fenômeno nessas bordas,

usamos a técnica do PML, inicialmente introduzida por Bérenger (1994).

A ideia básica do PML é adicionar nas bordas do domı́nio fı́sico Ωh
b
, uma faixa

artificial, de tal maneira que na interface entre o domı́nio fı́sico e a faixa artificial, não

haja reflexão e que a energia da onda caia exponencialmente dentro dessa faixa (COLLINO;

TSOGKA, 2001). Para o nosso caso, onde só existem reflexões nas bordas do plano horizon-

tal, teremos que fazer a seguinte extensão de x1 e x2:
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Figura 4.1: Seções da resposta ao impulso 3D no plano paralelo ao plano x1x2 em x3 = 700 m, coluna da
esquerda, e x3 = 1050 m, coluna da direita. Em cima: FD usando splitting inline e crossline. No meio: FD sem
splitting inline e crossline. Embaixo: RTM.

x̃ j = x j −
i

ω

∫ x

0

d(s)ds; j = 1, 2. (4.1)
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Onde d(s) é o fator de amortecimento dado por

d(x j) = d0

(x j

δ

)2
, (4.2)

que é nulo fora da faixa artificial e positivo dentro dela. Onde d0 é o amortecimento

máximo e δ é a largura da faixa artificial. Usando essa transformação, obtemos as seguintes

derivadas parciais:
∂

∂x j
−→ ∂

∂x̃ j

=
iω

iω + d(x j)

∂

∂x j
. (4.3)

Substituindo A equação (4.3) na equação (2.19) e discretizando-a como foi feito no

Capı́tulo 2, obteremos outro sistema linear

ÃPk+1 = Ã∗Pk, (4.4)

com Ã e Ã∗ o mesmo domı́nio e mesma dimensão de A

Na Figura (4.3), mostramos a seção horizontal em x3 = 1900 m da resposta ao im-

pulso calculado com algoritmo de migração FD iterativo com 1 termo da série de Padé

complexa e ângulo de rotação da linha de corte de 45o com PML nas bordas do plano hor-

izontal. Usamos uma faixa artificial para o PML de 25 pontos com um espaçamento entre

os pontos de 10 m. Observamos nesta figura que usando PML, praticamente eliminamos

as reflexões nas bordas do plano horizontal.
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Figura 4.2: Seção horizontal em x3 = 1900 m
da resposta ao impulso 3D do algoritmo de
migração FD iterativousando 1 termoda série de
Padé complexa com ângulo de rotação da linha
de corte 45 ◦.
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Figura 4.3: Seção horizontal em x3 = 1900 m
da resposta ao impulso 3D do algoritmo de
migração FD iterativo-PML usando 1 termo da
série de Padé complexa com ângulo de rotação
da linha de corte 45 ◦.
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4.2.2 ABERTURA ANGULAR

Esta subseção é dedicada a analisar a abertura angular do algoritmo FD iterativo.

Usamos a resposta ao impulso calculado com o algoritmo de migração RTM como re-

ferência para compararmos com a resposta ao impulso do algoritmo FD iterativo.

Como estamos usando um modelo de velocidade homogêneo, para fazer a análise

da abertura angular, mostraremos apenas a resposta ao impulso do algoritmo FD iterativo

e do algoritmo RTM no plano vertical paralelo a direção inline em x2 = 3380 m.

Na Figura (4.4), em cima temos a resposta ao impulso do algoritmo FD iterativo

com 1 termo da série de Padé complexa com ângulo de rotação da linha de corte de 45o.

No meio temos a resposta ao impulso do algoritmo FD iterativo com 1 termo da série de

Padé real. Embaixo temos a resposta ao impulso do RTM. A curva em vermelho, indica a

posição exata da resposta ao impulso do RTM e os raios em azul tem uma abertura angular

com a vertical de 45o.

Podemos perceber na Figura (4.4) que o algoritmo FD iterativo com 1 termo da série

de Padé complexa e ângulo de rotação da linha de corte de 45o é um bom algoritmo para

imagear refletores com ângulo demergulho de até 45o. Comparando a resposta ao impulso

de cima (usando aproximação de Padé complexa) com a domeio ( usando aproximação de

Padé real), percebemos que em relação a abertura angular elas são equivalentes, porém em

relação a qualidade da imagem, a imagem de cima é bem melhor. Pois ela não apresenta

dispersão numérica e nem efeitos artificiais, como esses artefatos que aparecem após a

frente de onda. Na comparação das duas primeiras imagens com a terceira, percebemos

que a amplitude do sinal são diferentes. O algoritmo FD iterativo apresenta uma maior

amplitude relativa do que o RTM. Essa diferença de amplitude é devido ao fato que a

equação da onda unidirecional é exata para descrever o tempo de trânsito da onda, porém

não trata corretamente a amplitude da mesma. Nessa comparação com o algoritmo de

migração RTM, percebemos também que a frente de onda do algoritmo de migração FD

iterativo está adiantada em relação a frente de onda o algoritmo de migração RTM, isso

é devido ao fato que no algoritmo FD iterativo, o pulso fonte é um pulso causal e no

algoritmo RTM o pulso é não causal.

Ressaltamos que a frente de onda adiantada da resposta ao impulso do algoritmo

FD iterativo em relação a resposta ao impulso do RTM e o problema de amplitude da

equação de onda unidirecional será visto em todas as respostas ao impulso do algoritmo

FD iterativo deste capı́tulo.

Para melhorar a abertura angular do algoritmo FD iterativo, nesta dissertação,



43

0

2000

P
ro

fu
nd

id
ad

e 
[m

]

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Inline [m]

0

2000

P
ro

fu
nd

id
ad

e 
[m

]

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Inline [m]

0

2000

P
ro

fu
nd

id
ad

e 
[m

]

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Inline [m]

Figura 4.4: Seção vertical da resposta ao impulso 3D no plano paralelo a direção inline em x2 = 3380 m. Em
cima: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa com ângulo da linha de corte θ = 45◦. No meio:
FD iterativo com 1 termo da série de Padé real. Embaixo: RTM

analisamos três maneiras:

(i) usando mais termos da série de Padé complexa:

Quantos mais termos da série de Padé usarmos no algoritmo FD iterativo, melhor

ele será para imagear refletores com ângulos de mergulho acima de 45o. Por exemplo,

usando dois termos da série de Padé complexa com ângulo de rotação da linha de corte

de 45o, obtemos uma resposta ao impulso bem melhor que usando um único termo,como

podemos observar na Figura (4.5). Onde em cima é a resposta ao impulso do algoritmo FD
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iterativo com 1 termo da série de Padé complexa com ângulo de rotação da linha de corte

de 45o. No meio é a resposta ao impulso do algoritmo FD iterativo com 2 termo da série

de Padé complexa com ângulo de rotação da linha de corte de 45o. Embaixo a resposta ao

impulso do RTM.
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Figura 4.5: Seção vertical da resposta ao impulso 3D no plano paralelo a direção inline em x2 = 3380 m. Em
cima: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa com ângulo de rotação da linha de corte θ = 45◦.
No meio: FD iterativo com 2 termo da série de Padé complexa com ângulo de rotação da linha de corte 45o.
Embaixo: RTM

(ii) usando menores ângulos de rotação da linha de corte:

Uma outra maneira de melhorar a abertura angular do algoritmo FD iterativo, é

diminuindo o ângulo de rotação da linha de corte. Como, por exemplo, um ângulo de
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rotação de 25o, como podemos observar na Figura (4.6). Onde em cima é a resposta ao

impulso do algoritmo FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa com ângulo

de rotação da linha de corte de 45o. No meio é a resposta ao impulso do algoritmo FD

iterativo com 1 termo da série de Padé complexa com ângulo de rotação da linha de corte

de 25o. Embaixo é a resposta ao impulso do RTM.
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Figura 4.6: Seção vertical da resposta ao impulso 3D no plano paralelo a direção inline em x2 = 3380 m. Em
cima: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa com ângulo de rotação da linha de corte θ = 45◦.
No meio: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa com ângulo de rotação da linha de corte θ =
25o. Embaixo: RTM

(iii) Usando coeficientes de Padé complexo otimizados:

Uma outra estratégia que usamos para melhorar a abertura angular do algoritmo
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FD iterativo foi otimizando os coeficientes de Padé complexo. A ideia dessa otimização é

obter a maior abertura possı́vel do operador de propagação da onda, usando um número

reduzido de coeficientes de Padé complexo. No presente trabalho, para otimizar os co-

eficientes de Padé complexo, usamos o método dos mı́nimos quadrados para otimizar

os coeficientes de Padé real e a partir desses coeficientes reais otimizados, calculamos os

coeficientes de Padé complexo. Mostramos o resultado dessa otimização na Figura (4.7).

Onde em cima é a resposta ao impulso do algoritmo FD iterativo com 1 termo da série de

Padé complexa com ângulo de rotação da linha de corte de 25o. No meio é a resposta ao

impulso do algoritmo FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa otimizado com

ângulo de rotação da linha de corte de 25o. Embaixo é a resposta ao impulso do RTM.

Todas as três maneiras usadas aqui para melhorar a abertura angular do algoritmo

FD iterativo tem um custo computacional adicional, como foi visto no capı́tulo anterior

quando estávamos analisando a velocidade de convergência do algoritmo iterativo Bi-

CGSTAB.

ÚLTIMAS CONSIDERAÇÕES DO CAPÍTULO

Neste capı́tulo discutimos o problema da anisotropia numérica e mostramos que o

algoritmo de migração FD iterativo consegue resolver tal problema. Além disso, tivemos

sucesso no uso do PML para evitar reflexões nas bordas do plano horizontal. Observa-

mos que a qualidade da resposta ao impulso obtida com algoritmo FD iterativo usando

aproximação de Padé complexa, evita certos problemas que o uso da aproximação de Padé

real trás para a imagem. Discutimos também, estratégias de melhorar a abertura angular

do algoritmo de migração FD iterativo.

Todos os teste numéricos do presente capı́tulo, foram feitos em modelos de veloci-

dades sem variações laterais de velocidades. Para testa a eficiência deste algoritmo em um

modelo de velocidade com fortes variações laterais de velocidades, no próximo capı́tulo

iremos realizar testes numéricos usando o modelo de sal da SEG/EAGE.
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Figura 4.7: Seção vertical da resposta ao impulso 3D no plano paralelo a direção inline em x2 = 3380 m. Em
cima: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa com ângulo de rotação da linha de corte θ = 25◦.
No meio: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa otimizado com ângulo de rotação da linha
de corte θ = 25o. Embaixo: RTM
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5 RESULTADOS NUMÉRICOS USANDOMODELODE SAL

Neste capı́tulo usamos o modelo de sal SEG/EAGE para calcular a resposta ao

impulso com algoritmodemigração FD iterativo comPMLnas bordas do planohorizontal.

Usamos uma faixa artificial para o PMLde 25 pontos com umespaçamento entre os pontos

de 10m. Aprecisãodométodo iterativo é de 10−5 ouaté atingirumnúmeromáximode2000

iterações. Para validar esta resposta ao impulso, a comparamos com a resposta ao impulso

calculado com o algoritmo de migração FD usando a versão serial do pacote MUMPS

(AMESTOY et al., 2001, 2006) para resolver o sistema linear, o qual chamaremos algoritmo de

migração FD MUMPS, e com a resposta ao impulso do algoritmo de migração RTM. Para

filtrar os constaste de velocidade spike usado pra simular os refletores no modelo original,

aplicamos um filtro mediano de dimensões 7 × 7 × 7. Usamos uma malha de dimensões

651 × 651 × 210 ao longo das coordenadas x1, x2 e x3, respectivamente. O espaçamento da

malha é uniforme e igual a 10 m. A fonte injetada, é localizada na superfı́cie e no centro

da malha. O sinal da fonte é um pulso Ricker com frequência de pico de 25 Hz, e um

intervalo temporal de 8 ms. Usamos uma banda de frequência de 5 Hz a 60 Hz.

Todas as seções verticais e horizontais, da resposta ao impulso, mostradas neste

capı́tulo, são nas posições das Figuras (5.1), (5.2) e (5.3), onde estamos mostrando os cortes

verticais em planos paralelos a direção inline, cortes verticais em planos paralelos a direção

crossline e os cortes horizontais em planos paralelos ao plano x1x2, respectivamente, do

modelo de sal SEG/EAGE.

Nas Figuras (5.4) e (5.5) mostramos as seções verticais da resposta ao impulso

calculado com o algoritmo de migração FD iterativo, FD MUMPS e RTM em planos

paralelos as direções inline em x2 = 1690 m (Figura 5.4) e crossline em x1 = 1690 m (Figura

5.5). Na parte de cima de ambas as figuras, a esquerda, mostramos a resposta ao impulso

do algoritmo demigração FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa com ângulo

de rotação da linha de corte de 45o, a direita, a resposta ao impulso com o algoritmo de

migração FD MUMPS com 1 termo da série de Padé complexa com ângulo de rotação da

linha de corte de 45o. No meio de ambas as figuras, a esquerda, mostramos a resposta ao

impulso do algoritmo de migração FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa

com ângulo de rotação da linha de corte de 25o e a direita com ângulo de rotação da

linha de corte de 25o otimizado. Na parte de baixo de ambas as figuras, a esquerda,

mostramos a resposta ao impulso do algoritmo de migração FD iterativo com 2 termos

da série de Padé complexa com ângulo de rotação da linha de corte de 45o, a direita, a

resposta ao impulso do algoritmo demigração RTM. Comparando as duas seções verticais
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Figura 5.1: Seções verticais do modelo de sal SEG/EAGE em planos paralelos a direção inline. Em cima:
em x2 = 1690 m. No meio: em x2 = 3380 m. Embaixo: em x2 = 4160 m.

da resposta ao impulso do algoritmo de migração FD iterativo e FD MUMPS (parte de

cima de ambas as figuras), uma com a outra, vemos que elas são iguais. Mostrando assim,

que o algoritmo iterativo Bi-CGSTAB é tão bom quanto o método direto para resolver o

sistema linear do algoritmo de migração FD. Comparando essas mesmas seções verticais,

com a suas respectivas resposta ao impulso do algoritmo de migração RTM, vemos que

os eventos migrado com ângulos de mergulho abaixo de 45o, correspondem aos eventos

migrado com esse mesmo ângulo de mergulho usando o algoritmo de migração RTM.

Essa restrição em relação ao ângulo de mergulho dos algoritmos de migração FD iterativo

e FD MUMPS com 1 termo da série de Padé complexa com ângulo de rotação da linha de

corte de 45o são intrı́nsecos desses algoritmos. Como vimos no capı́tulo anterior, temos



50

0

2000P
ro

fu
nd

id
ad

e 
[m

]

0 2000 4000 6000
Crossline [m]

2000

4000

V
el

oc
id

ad
es

 [m
/s

]

0

2000P
ro

fu
nd

id
ad

e 
[m

]

0 2000 4000 6000
Crossline [m]

2000

4000

V
el

oc
id

ad
es

 [m
/s

]

0

2000P
ro

fu
nd

id
ad

e 
[m

]

0 2000 4000 6000
Crossline [m]

2000

4000

V
el

oc
id

ad
es

 [m
/s

]
Figura 5.2: Seções verticais domodelo de sal SEG/EAGE em planos paralelos a direção crossline. Em cima:
em x1 = 1690 m. No meio: em x1 = 3380 m. Embaixo: em x1 = 4160 m.

as três seguintes maneiras de melhorar o alcance do algoritmo de migração FD iterativo

para migrar eventos com ângulos de mergulho acima de 45o: usando menores ângulos de

rotação da linha de corte, otimizando os coeficientes de Padé complexo ou usando mais

termos da série de Padé complexa. Essa melhora para migrar eventos com ângulos de

mergulho acima de 45o usando essas três maneiras, se confirma na comparação das seções

verticais das resposta ao impulso do algoritmo de migração FD iterativo com 1 termo

da série de Padé complexa com ângulo de rotação da linha de corte de 25o (no meio e a

esquerda de ambas as figuras) e 25o otimizado (no meio e a direita de ambas as figuras),

e do algoritmo de migração FD iterativo com 2 termos da série de Padé complexa com

ângulo de rotação da linha de corte de 45o (embaixo a esquerda de ambas as figuras)
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Figura 5.3: Seções horizontais do modelo de sal SEG/EAGE em planos paralelos ao plano x1x2. Em cima na
esquerda: em x3 = 550 m. Em cima na direita: em x3 = 1050 m. Embaixo na esquerda: em x3 = 1350 m.
Embaixo na direita: em x3 = 1550 m.

com as suas respectivas respostas ao impulso do algoritmo de migração RTM (embaixo

a direita de ambas as figuras). Observamos também que as amplitudes relativas dos

eventos migrados com o algoritmo FD iterativo e FD MUMPS de ambas as figuras, não

correspondem as amplitudes relativas dos eventos migrados com algoritmo RTM. Como

falamos nos capı́tulos anteriores, isso é devido ao fato que a equação da onda unidirecional

não é correta para fornecer as amplitudes das ondas.

As conclusões da análise que foi realizada no par de Figura (5.4), (5.5), se aplicam

para os pares de Figuras (5.6), (5.7) e (5.8), (5.9). Onde no par de Figuras (5.6), (5.7),

estamos mostrando as seções verticais da resposta ao impulso calculado com o algoritmo

de migração FD iterativo, FD MUMPS e RTM em planos paralelos as direções inline em

x2 = 3380 m (Figura 5.6) e crossline em x1 = 3380 m (Figura 5.7). Nas Figuras (5.8) e (5.9),
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Figura 5.4: Seções da resposta ao impulso 3D no plano paralelo ao plano x1x3 em x2 = 1690 m. Em cima na
esquerda: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa e θ = 45o. Em cima na direita: FD-MUMPS
com 1 termo da série de Padé complexa e θ = 45o. No meio na esquerda: FD iterativo com 1 termo da
série de Padé complexa e θ = 25o. No meio na direita: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa
otimizado e θ = 25o. Embaixo na esquerda: FD iterativo com 2 termos da série de Padé complexa e θ = 45o.
Embaixo na direita: RTM.

estamos mostrando as seções verticais da resposta ao impulso calculado com o algoritmo

de migração FD iterativo, FD MUMPS e RTM em planos paralelos as direções inline em

x2 = 4160m (Figura 5.8) e crossline em x1 = 4160 m (Figura 5.9). A forma como estas seções

verticais da resposta ao impulso dos algoritmos de migração FD iterativo, FD MUMPS e

RTM, estão organizadas nos pares de Figuras (5.6), (5.7) e (5.8), (5.9), seguem o mesmo

padrão do par de Figuras (5.4), (5.5).

Nas Figuras (5.10), (5.11), (5.12) e (5.13),mostramos as seções horizontais da resposta

ao impulso calculado com os algoritmos de migração FD iterativo, FD MUMPS e RTM

nas profundidades x3 = 550 m (Figura 5.10), x3 = 1050 m (Figura 5.11), x3 = 1350 m

(Figura 5.12) e x3 = 1550 m (Figura 5.13). Na parte de cima das 4 figuras, a esquerda,

mostramos a resposta ao impulso do algoritmo de migração FD iterativo com 1 termo

da série de Padé complexa com ângulo de rotação da linha de corte de 45o, a direita, a

resposta ao impulso com o algoritmo de migração FD MUMPS com 1 termo da série de

Padé complexa com ângulo de rotação da linha de corte de 45o. No meio das 4 figuras,

a esquerda, mostramos a resposta ao impulso do algoritmo de migração FD iterativo
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Figura 5.5: Seções da resposta ao impulso 3D no plano paralelo ao plano x2x3 em x1 = 1690 m. Em cima na
esquerda: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa e θ = 45o. Em cima na direita: FD-MUMPS
com 1 termo da série de Padé complexa e θ = 45o. No meio na esquerda: FD iterativo com 1 termo da
série de Padé complexa e θ = 25o. No meio na direita: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa
otimizado e θ = 25o. Embaixo na esquerda: FD iterativo com 2 termos da série de Padé complexa e θ = 45o.
Embaixo na direita: RTM.

com 1 termo da série de Padé complexa e ângulo de rotação da linha de corte de 25o e

a direita com ângulo de rotação da linha de corte de 25o otimizado. Na parte de baixo

das 4 figuras, a esquerda, mostramos a resposta ao impulso do algoritmo de migração

FD iterativo com 2 termos da série de Padé complexa com ângulo de rotação da linha de

corte de 45o, a direita, a resposta ao impulso do algoritmo de migração RTM. Vemos na

Figura (5.10), que as resposta ao impulso calculado com os algoritmos de migração FD

iterativo (em cima a esquerda) e FD MUMPS (em cima a direita), ambos com 1 termo da

série de Padé complexa com ângulos de rotação da linha de corte de 45o e o algoritmo de

migração FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa com ângulo da linha de

corte de 250 (no meio a direita), não migraram os eventos que aparecem na resposta ao

impulso calculado com o algoritmo de migração RTM (embaixo a direita). Isso é devido

a limitação desses algoritmos em relação ao ângulo de mergulho dos refletores, pois na

profundidade que foi feito essa seção horizontal, o ângulo de mergulho dos refletores é

bem maior que 45o. Por outro lado, as seções da resposta ao impulso do algoritmo de

migração FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa com ângulo de rotação da

linha de corte de 25o otimizado e do algoritmo de migração FD iterativo com 2 termos da
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Figura 5.6: Seções da resposta ao impulso 3D no plano paralelo ao plano x1x3 em x2 = 3380 m. Em cima na
esquerda: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa e θ = 45o. Em cima na direita: FD-MUMPS
com 1 termo da série de Padé complexa e θ = 45o. No meio na esquerda: FD iterativo com 1 termo da
série de Padé complexa e θ = 25o. No meio na direita: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa
otimizado e θ = 25o. Embaixo na esquerda: FD iterativo com 2 termos da série de Padé complexa e θ = 45o.
Embaixo na direita: RTM.

série de Padé complexa com ângulo de rotação da linha de corte de 45o, que são melhores

para migrar refletores commaiores mergulho, conseguem imagear melhor os eventos que

aparecemna resposta ao impulso calculado com o algoritmo demigração RTM.Nas outras

3 figuras restantes, vemos que os eventos que existem na resposta ao impulso calculado

com o algoritmo de migração RTM são também migrados nos algoritmos de migração

FD iterativo e FD MUMPS. Porém, percebemos que usando o algoritmo de migração FD

iterativo com 1 termo da série de Padé complexa com ângulo de rotação da linha de corte

de 25o os eventos são mais parecidos com os eventos do RTM, por sua vez, usando esse

mesmo algoritmo de migração, mas agora com ângulo de rotação da linha de corte de

25o otimizado, os eventos migrados são ainda mais parecidos com os eventos migrados

com o algoritmo RTM do que usando ângulo de rotação da linha de corte de 25o. Por

fim, vemos que a melhor migração é usando o algoritmo de migração FD iterativo com 2

termos da série de Padé complexa com ângulo de rotação da linha de corte de 45o. Isso

mais uma vez, vem confirmar a eficácia das três técnicas discutidas no capı́tulo anterior

para melhorar o alcance do algoritmo de migração FD iterativo para migrar eventos com

ângulo de mergulho acima de 45o. Nessas figuras, também observamos o problema que
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Figura 5.7: Seções da resposta ao impulso 3D no plano paralelo ao plano x2x3 em x1 = 3380 m. Em cima na
esquerda: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa e θ = 45o. Em cima na direita: FD-MUMPS
com 1 termo da série de Padé complexa e θ = 45o. No meio na esquerda: FD iterativo com 1 termo da
série de Padé complexa e θ = 25o. No meio na direita: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa
otimizado e θ = 25o. Embaixo na esquerda: FD iterativo com 2 termos da série de Padé complexa e θ = 45o.
Embaixo na direita: RTM.

foi ressaltado sobre as amplitudes relativas dos eventos migrados.

ÚLTIMAS CONSIDERAÇÕES DO CAPÍTULO

Neste capı́tulo, avaliamos a performance do algoritmo de migração FD iterativo

usando o modelo de sal SEG/EAGE. Vimos que calculando a resposta ao impulso usan-

do o algoritmo de migração FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa com

ângulo de rotação da linha de corte de 45o, esse algoritmo consegue migrar eventos

que tem ângulo de mergulho abaixo de 45o. Isso mostra que esse algoritmo cumpri

seu objetivo, pois é uma limitação intrı́nseca desse algoritmo, com esses parâmetros,

migrar eventos com ângulo de mergulho abaixo de 45o. Avaliamos também as três

técnicas discutidas no capı́tulo anterior para melhorar o alcance do algoritmo para mi-

grar eventos com maiores ângulos de mergulho. As três técnicas se mostraram eficazes,

principalmente a que usa dois termos da série de Padé complexa. Por outro lado, es-

sas técnicas acarretam um custo computacional maior, como vimos no Capı́tulo 2, na
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Figura 5.8: Seções da resposta ao impulso 3D no plano paralelo ao plano x1x3 em x2 = 4160 m. Em cima na
esquerda: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa e θ = 45o. Em cima na direita: FD-MUMPS
com 1 termo da série de Padé complexa e θ = 45o. No meio na esquerda: FD iterativo com 1 termo da
série de Padé complexa e θ = 25o. No meio na direita: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa
otimizado e θ = 25o. Embaixo na esquerda: FD iterativo com 2 termos da série de Padé complexa e θ = 45o.
Embaixo na direita: RTM.

análise da convergência do algoritmo Bi-CGSTAB. Na Figura (5.14), mostramos o tempo

de CPUque os algoritmos demigração FDMUMPS e FD iterativo levarampara calcular as
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Figura 5.14: Tempo de CPU do algoritmo de

migração FD para calcular a resposta ao impulso

usando o modelo de sal da SEG/EAGE

respostas ao impulso analisadas neste

capı́tulo. Avaliando esse gráfico, podemos

ver que o algoritmo FD iterativo usando

1 termo da série de Padé complexa com

ângulo de rotação de linha de corte de 45o,

25o ou 25o otimizado é bem mais eficiente

computacionalmente que o algoritmo FD

MUMPS. Principalmente na comparação en-

tre o tempo de CPU que os algoritmos de

migração FDMUMPS e FD iterativo levaram

para calcular a resposta ao impulso usando 1

termoda série de Padé complexa com ângulo

de rotação da linha de corte de 45o. Onde

nessa comparação, podemosver que o tempo



57

0

2000P
ro

fu
nd

id
ad

e 
[m

]

0 2000 4000 6000
Crossline [m]

0

2000P
ro

fu
nd

id
ad

e 
[m

]

0 2000 4000 6000
Crossline [m]

0

2000P
ro

fu
nd

id
ad

e 
[m

]

0 2000 4000 6000
Crossline [m]

0

2000P
ro

fu
nd

id
ad

e 
[m

]

0 2000 4000 6000
Crossline [m]

0

2000P
ro

fu
nd

id
ad

e 
[m

]

0 2000 4000 6000
Crossline [m]

0

2000P
ro

fu
nd

id
ad

e 
[m

]

0 2000 4000 6000
Crossline [m]

Figura 5.9: Seções da resposta ao impulso 3D no plano paralelo ao plano x2x3 em x1 = 4160 m. Em cima na
esquerda: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa e θ = 45o. Em cima na direita: FD-MUMPS
com 1 termo da série de Padé complexa e θ = 45o. No meio na esquerda: FD iterativo com 1 termo da
série de Padé complexa e θ = 25o. No meio na direita: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa
otimizado e θ = 25o. Embaixo na esquerda: FD iterativo com 2 termos da série de Padé complexa e θ = 45o.
Embaixo na direita: RTM.

de CPU do algoritmo FD MUMPS é mais que três vezes maior que o tempo de CPU do

FD iterativo. Vemos também que o algoritmo de migração FD iterativo com 1 termo da

série de Padé complexa otimizado com ângulo de rotação da linha de corte de 25o, é um

algoritmo que tem uma resposta ao impulso quase tão boa quanto usando 2 termos da

série de Padé complexa, mas tem um custo computacional bem menor que usando dois

termos da série de Padé complexa.

Ressaltamos que não fizemos nenhum teste usando 3 termos da série de Padé,

pois apesar do algoritmo convergir, há uma grande perda da eficiência do algoritmo

iterativo Bi-CGSTAB para calcular a solução do sistema linear do algoritmo de migração

FD iterativo.
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Figura 5.10: Seções da resposta ao impulso 3D no plano paralelo ao plano x1x2 em x3 = 550 m. Em cima na
esquerda: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa e θ = 45o. Em cima na direita: FD-MUMPS
com 1 termo da série de Padé complexa e θ = 45o. No meio na esquerda: FD iterativo com 1 termo da
série de Padé complexa e θ = 25o. No meio na direita: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa
otimizado e θ = 25o. Embaixo na esquerda: FD iterativo com 2 termos da série de Padé complexa e θ = 45o.
Embaixo na direita: RTM.
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Figura 5.11: Seções da resposta ao impulso 3D no plano paralelo ao plano x1x2 em x3 = 1050 m. Em cima na
esquerda: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa e θ = 45o. Em cima na direita: FD-MUMPS
com 1 termo da série de Padé complexa e θ = 45o. No meio na esquerda: FD iterativo com 1 termo da
série de Padé complexa e θ = 25o. No meio na direita: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa
otimizado e θ = 25o. Embaixo na esquerda: FD iterativo com 2 termos da série de Padé complexa e θ = 45o.
Embaixo na direita: RTM.
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Figura 5.12: Seções da resposta ao impulso 3D no plano paralelo ao plano x1x2 em x3 = 1350 m. Em cima na
esquerda: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa e θ = 45o. Em cima na direita: FD-MUMPS
com 1 termo da série de Padé complexa e θ = 45o. No meio na esquerda: FD iterativo com 1 termo da
série de Padé complexa e θ = 25o. No meio na direita: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa
otimizado e θ = 25o. Embaixo na esquerda: FD iterativo com 2 termos da série de Padé complexa e θ = 45o.
Embaixo na direita: RTM.
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Figura 5.13: Seções da resposta ao impulso 3D no plano paralelo ao plano x1x2 em x3 = 1550 m. Em cima na
esquerda: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa e θ = 45o. Em cima na direita: FD-MUMPS
com 1 termo da série de Padé complexa e θ = 45o. No meio na esquerda: FD iterativo com 1 termo da
série de Padé complexa e θ = 25o. No meio na direita: FD iterativo com 1 termo da série de Padé complexa
otimizado e θ = 25o. Embaixo na esquerda: FD iterativo com 2 termos da série de Padé complexa e θ = 45o.
Embaixo na direita: RTM.
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6 CONCLUSÕES

A performance do método iterativo utilizado na implementação do operador de

extrapolação do campo de onda para baixo 3D sem splitting nas direções inline e crossline

tem uma melhora expressiva usando expansão de Padé complexa. Para avaliar essa

melhora na eficiência computacional do método iterativo, realizamos uma análise simples

que indica que o uso dos coeficientes de Padé complexo deixa o operador de extrapolação

do campo de onda para baixo melhor condicionado do que usando os coeficientes de Padé

real, especialmente quando o campo de onda está sendo extrapolado em ummeio de altas

velocidades.

Nos testes numéricos usando modelo homogêneo, mostramos a eficácia do uso do

PML no operador de extrapolação do campo de onda para baixo em evitar reflexões nas

bordas do plano horizontal.

Os testes numéricos usando o modelo de sal SEG/EAGE mostram a viabilidade

desse operador para meios onde o modelo de velocidade é complexo. Nesses testes

numéricos comparamos a resposta ao impulso desse algoritmo de migração, com a res-

posta ao impulso do algoritmo demigração FDMUMPS. Nessa comparação, a resposta ao

impulso de ambos os algoritmos de migração são praticamente iguais, mostrando assim

que o Bi-CGSTAB é tão bom quanto o MUMPS para resolver o sistema linear. Porém,

usando um único termo da série de Padé complexa, o Bi-CGSTAB é bem mais eficiente

computacionalmente (em termos de memória alocada e tempo de CPU) que o MUMPS.

A partir de dois termos da série de Padé complexa o MUMPS é mais eficiente computa-

cionalmente (em termo de tempo de CPU) que o Bi-CGSTAB. Desses testes numéricos,

vimos que usando apenas um termo da série de Padé complexa otimizado com ângulo de

rotação da linha de corte de 25o no operador de extrapolação do campo de onda para baixo,

temos uma resposta ao impulso quase igual à resposta ao impulso usando dois termos

da série de Padé complexa, porém com um custo computacional menor que usando dois

termos da série de Padé complexa.

A eficiência da solução do operador de extrapolação do campo de onda para baixo

sem fazer splittin nas direções inline e crossline ainda continua ser um problema. Nos-

sos teste numéricos indicam que a combinação da aproximação de Padé complexa com

um precondicionador pode reduzir ainda mais o custo computacional, deixando assim

essa solução como uma opção mais sofisticada para corrigir o problema da anisotropia

numérica.
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Comoperspectivasde trabalhos futuros, iremosestudarmelhoresprecondicionadores

para acelerar a velocidade de convergência dométodo iterativo, especialmente para baixas

frequências, onde a performance do Bi-CGSTAB cai rapidamente. Iremos também inves-

tigar o desempenho de métodos iterativos mais modernos, como a famı́lia do método

iterativo IDR, para resolver o sistema linear do operador de extrapolação do campo de

onda para baixo.
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APÊNDICE A – MÉTODOS ITERATIVOS

Neste apêndice iremos discutir alguns métodos iterativos para resolver sistemas

lineares da forma

Au = y, (A.1)

onde A ∈ RN×N é uma matriz não singular, simétrica e positiva-definida, u ∈ RN e y ∈ RN

são vetores colunas.

A.1 MÉTODOS ITERATIVOS BÁSICOS

Métodos iterativos básicos são métodos derivados a partir de uma decomposição

apropriada da matriz original do sistema linear, no nosso caso a matriz A, em outras

matrizes da mesma ordem e mesmo domı́nio, ou seja, se A = H −G, logo H,G ∈ RN×N,

pois A ∈ RN×N, nessa decomposição admitimos que H tem inversa e será denotada por

H−1.

Sendo assim, vamos começar considerando a decomposição da matriz original A

como foi feito anteriormente para reescrever a equação (A.1) da seguinte maneira:

Hu = y +Gu,

u = H−1(y +Gu),

u = H−1y + (I −H−1A)u,

u = u +H−1(y −Au), (A.2)

onde I é a matriz identidade.

A solução exata da equação (A.1) é u. Com o objetivo de encontrar essa solução,

podemos usar a equação acima como uma fórmula de recorrência da seguinte maneira:

u(i+1) = ui +H−1ri, (A.3)

onde ri ≡ y −Aui é o o vetor resı́duo depois da i-ésima iteração.

Uma vez que temos uma aproximação inicial u0 podemos, a partir da equação

acima gerar uma nova aproximação u1, que esperamos que deve aproximar melhor a

solução exata. Em seguida, u1 gera uma nova aproximação u2 que deve aproximar melhor

a solução exata do que u1 e assim por diante. Desta forma, gera-se uma sequência de

vetores un que espera-se convergir para a solução exata u. Na prática, como temos que
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calcular um número finito de un, temos que estabelecer um método de parada, onde a

solução encontrada esteja suficientemente próxima da solução exata u.

A equação de recorrência (A.3), é a equação do método iterativo básico. Esta

equação é particularizada pela maneira que decompomos a matriz A. Se A = D − E, onde
D = diag(A), temos o método iterativo de Jacobi dado por

u(i+1) = ui +D−1ri. (A.4)

Se A = L − U, onde L é uma matriz estritamente triangular inferior e U é uma matriz

estritamente triangular superior, obtemos o método iterativo deGauss-Seidel dado por

u(i+1) = ui + L−1ri. (A.5)

A.2 MÉTODOS DE SUBESPAÇO DE KRYLOV

Métodosde subespaços deKrylov, sãométodosdeprojeção para encontrar a solução

aproximada de sistemas lineares como o da equação (A.1) em um subespaço especı́fico,

o subespaço de Krylov. Sendo assim, vamos de uma maneira intuitiva introduzir o

subespaço de Krylov a partir da equação do método iterativo básico.

A.2.1 SUBESPAÇO DE KRYLOV

Considerando a matriz H = I na equação (A.3), obtemos a chamada iteração de

Richardson:

u(i+1) = ui + ri. (A.6)

AplicandoA na equação acima e usando a definição de resı́duo, obtemos uma outra

relação de recorrência para o resı́duo dada por:

r(i+1) = (I −A)ri. (A.7)

Da equação (A.7) segue por indução que

rn = pn(A)r0 ∈ span {r0,Ar0, ...,A
nr0} , (A.8)

onde pn (ϑ) = (1 − ϑ)n é um polinômio de grau exato n.
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Da equação (A.6) segue por indução que

un = u0 + r0 + r1 + ... + rn−1 = u0 + qn−1 (A) r0, (A.9)

com qn−1 um polinômio de grau exato n − 1. Desta maneira, observamos que un pertence

ao espaço afim u0 + span
{
r0,Ar0, ...,An−1r0

}
.

Os subespaços que obtemos na equação (A.8) e (A.9) são chamados subespaço de

krylov.

A.2.2 GRADIENTE CONJUGADO

Ométodo iterativoCGdevido aHestenes e Stiefel (1952), é umadasmais conhecidas

e usadas técnicas iterativas do tipo Krylov para resolver sistemas lineares, cuja a matriz

envolvida é simétrica positiva-definida, 〈u,Au〉 > 0. Estamos usando a notação 〈a,b〉 para
denotar um produto interno hermitiano.

Umamaneirade resolvero sistema lineardo tipoAu = y é encontrandoumasolução

aproximada un que minimize o funcional quadrático de energia f (s) = 1
2
(As, s) − (

y, s
)
.

Umamaneirade fazer essaminimizaçãodo funcional quadráticode energia éminimizando

a A − norma do erro algébrico dado por: ‖ e ‖2
A
=‖ u − un ‖A, onde ‖ u ‖A= (Au,u)

1
2 .

Com essa ideia de minimização, temos que construir a partir de um vetor inicial u0

uma sequência de iterados u1,u2, ...,un−2,un−1,un que satisfaça a seguinte condição:

Condição A.1 (Minimização)

‖ u − un−1 ‖A<‖ u − un−2 ‖A

de tal modo que ‖ u − un ‖A convirja para o zero.

Como objetivo de construir essa sequência de vetores usaremos a seguinte equação:

ui+1 = ui + αivi, (A.10)

onde vi é um vetor, que chamaremos vetor de busca, que nós diz a direção que temos que

tomar no avanço de ui para ui+1 de tal maneira que satisfaça a condição de minimização

e αi ∈ R determina o comprimento que tem que ser esse avanço. A partir dessa equação,

resulta a seguinte equação para o resı́duo:

ri+1 = ri − αiAvi. (A.11)
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Para gerarmos un+1 vetores que satisfaça a condição de minimização, precisamos

de um subespaço span {v0, v1, ..., vn} e uma coleção de αi‘s que garanta esta condição de

minimização de tal maneira que un ∈ u0 + span {v0, v1, ..., vn}. Uma maneira de satisfazer

essa condição é calcular αi como se segue:

αi =
〈vi, ri〉
〈vi,Avi〉

. (A.12)

Uma consequência da equação (A.12) é

〈ri+1, vi〉 = 0. (A.13)

Um subespaço em particular que satisfaz a equação (A.13) é o subespaço de Krylov

Kn (A, r0). Sendo assim, podemos dizer que span {v0, v1, ..., vn} = Kn (A, r0), onde

〈ri+1, ri〉 = 0 para todos ri‘s. Podemos agora reescrever a equação (A.12) como

αi =
〈ri, ri〉
〈vi,Avi〉

. (A.14)

Para construir os vetores vi, usaremos a seguinte relação:

vi+1 = ri+1 + βivi, (A.15)

tal que 〈Avi+1, vi〉 = 0 para todos vi‘s e βi =
〈ri+1,ri+1〉
〈ri,ri〉 ∈ R.

Este processo de extrair a solução aproximada un do subespaço de KrylovKn (A, r0)

como foi discutido acima, é o que chamamos de método CG.

Segue a baixo o algoritmo CG:

Algoritmo A.1 (CG)

1. Inicialize com o vetor inicial u0 e o vetor conhecido y

2. Calcule o resı́duo inicial r0 = y −Au0

3. v0 = r0

4. Calcule a tolerância da aproximação e atribua o número máximo de iterações per-

mitida

5. Faça até que o limite de tolerância seja atingidoouaté o númeromáximode iterações:

6. zi = Avi
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7. αi =
〈ri,ri〉
〈vi,zi〉

8. ui+1 = ui + αivi

9. ri+1 = ri − αizi

10. βi =
〈ri+1,ri+1〉
〈ri,ri〉

11. vi+1 = ri+1 + βivi

12. Fim do Laço

Emummétodo iterativo, a eficiência computacional está relacionada com o número

de produto matriz/vetor (MV) que o método tem que fazer para encontrar uma solução

aproximada. Observamos que no algoritmo do CG tem apenas um produto MV o que

deixa este algoritmomuito eficiente e além disso é de fácil implementação. Por outro lado,

a garantia de sua convergência é apenas para uma matriz simétrica positiva definida, ou

seja, se formos usar uma matriz geral, pode acontecer que este método seja divergente.

A velocidade de convergência do CG para a matriz A pode ser analisada pela

seguinte equação:

‖ u − un ‖A≤ 2




√
κ(A) − 1

√
κ(A) + 1



n

‖ u − u0 ‖A, (A.16)

onde κ(A) = λmax/λmin é o número de condição da matriz A com λmax e λmin o seu maior e

menor autovalor, respectivamente.

A partir da equação (A.16), vemos que quanto menor o número de condição K(A)

mais rápida é a velocidade de convergência do método. Esta variação do número de

condição dependerá fortemente da boa ou má condicionalidade da matriz A.


