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RESUMO

Neste trabalho apresentamos a modelagem direta bidimensional do método Magnetotelú-
rico (MT) com anisotropia arbitrária na condutividade elétrica para modelos de multicama-
das estratificadas horizontalmente, separando a resposta do campo resultante em duas partes,
primária e secundária. A parte primária refere-se ao campo 1D do modelo na ausência de
heterogeneidades; a secundária, à contribuição no campo resultante gerada pela anomalia.
Esta modelagem foi feita via técnica numérica dos Elementos Finitos (EF). Apresentamos
também a modelagem direta do caso MT 1D para o mesmo modelo e anisotropia arbitrária,
porém, com solução analítica pelo método da matriz de propagação; tal resultado é usado
como fonte na formulação 2D. No estudo a respeito do comportamento dos campos 1D em
profundidade na presença da anisotropia, verificamos nas componentes horizontais que suas
curvas dentro de cada camada se assemelham a de um campo na presença de fontes, pois
experimentam um aumento na amplitude; além de verificar o surgimento da componente
normal Ez do campo, sem que haja uma densidade de corrente nesta direção. Com arbi-
trariedade na anisotropia queremos dizer que seus eixos principais podem assumir qualquer
orientação em relação ao eixo de referência adotado para o problema; tal orientação é descrita
sob três rotações consecutivas, chamadas de strike, dip e slant, que simulam inclinações bas-
tante presentes na geologia dos ambientes terrestres. Verificamos que a anisotropia provoca
alterações no comportamento das pseudo-seções de resistividades aparentes, interferindo na
interpretação correta dos dados.

Palavras chaves: Geofísica aplicada. Métodos eletromagnéticos. Magnetotelúrico (MT).
Modelagem MT 1D. Modelagem MT 2D. Campo primário e secundário. Exploração de
petróleo. Anisotropia arbitrária. Matriz de propagação.



ABSTRACT

We present in this work the bidimensional Magnetotelluric method modelling with arbi-
trary anisotropy in the electrical conductivity for horizontally stratified multilayers models,
separating the total field into primary and secondary fields. The primary field is the 1D
MT field in the absence of heterogeneity. The secondary field is the field generated by the
heterogeneity, in other words, it is the difference between the total field and the primary
field. The numerical technique of Finite Elements (FE) is used for this 2D Modelling. In
addition we include the MT 1D modelling case with arbitrary 3D conductivity anistropy
using the propagation matrix method. This result is used as the source in the bidimensional
formulation. When we studied the horizontal fields in layered media; there seems to exist
sources in each anisotropic layer, because there is an increase of amplitude in these layers,
also we verify the appearence of the normal component Ez of the field, without a current
density in this direction. The arbitrary anisotropy allows the principals anisotropic axes
to have any orientation in relation to cartesian referencial system choosen for the problem.
This orientation is defined by three consecutive rotations, the first being strike, the second
dip and the third slant. These rotations simulate common geological environments in the
earth. This type of anisotropy changes the pseudo-sections of apparent resistivity, making
data interpretation more challenging.

Key words: Applied Geophysics. Electromagnetics Methods. Magnetotelluric (MT). MT
1D modelling. MT 2D Modelling. Primary and secondary fields. Exploration of Petroleum.
Arbitrary anisotropy. Propagation matrix.
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1 INTRODUÇÃO

O método Magnetotelúrico (MT) baseia-se na aquisição de dados de resistividade apa-
rente, contribuindo para a predição estrutural da subsuperfície e das rochas que a constituem.
Sua fonte é o campo Magnetotelúrico formado na magnetosfera terrestre, e trabalha numa
faixa de frequência muito baixa (104 - 10−5 Hz), permitindo obter informações da distriuição
da resistividade desde grandes profundidades.

Desde a década de 50, quando as bases do método foram desenvolvidas (CAGNIARD,
1953; TIKHONOV, 1950) muitos trabalhos têm contribuído para seu desenvolvimento teórico.
Um aspecto importante incorporado aos trabalhos teóricos sobre o MT a partir da década
de 60, quanto a natureza das subsuperfícies, é a anisotropia. Uma vez que este fenômeno é
verificado em muitos ambientes terrestres (EISEL; HAAK, 1999), o desenvolvimento teórico
dos métodos geofísicos não poderia desprezar tais efeitos. Segundo Mareschal et al. (1995),
Eisel e Haak (1999), a anisotropia na condutividade elétrica é um fator intimamente ligado
aos conjuntos tectônicos e aos aspectos evolucionários das estruturas geológicas da terra. Em
Parkhomenko (1967) encontramos detalhes sobre as propriedades das rochas, e vemos que a
resistividade é bastante afetada pelos fatores que geram anisotropia. Como o método MT
é baseado na medição da resistividade dos solos, estudar os efeitos da anisotropia nestas
medidas é essencial para seus fins.

A importância da condutividade anisotrópica na interpretação dos dados magnetotelúricos
é a principal motivação para este trabalho. As primeiras formulações do MT tratavam de
modelos uni-dimensionais em camadas isotrópicas. Nas primeiras aplicações para modelos
com anisotropia os modelos representavam casos muito específicos, e até meados da década
de 70 todos os trabalhos tratavam de casos unidimensionais. O’ Brien e Morrison (1967),
Praus e Petr (1969) estudaram o MT com anisotropia em multicamadas horizontais. Chetaev
(1960) e Sinha (1969) verificaram os efeitos da anisotropia inclinada (Dipping), sendo que
os planos inclinados eram isotrópicos. O primeiro, para um semiespaço, e o segundo, para
uma camada e um semiespao. Reddy e Rankin (1971) fizeram um caso mais geral que o
anterior, e geologicamente, mais realista, considerando multicamadas, cada uma contendo
anisotropia inclinada, com o strike de anisotropia orientado em um ângulo arbitrário para
a direção de medida. Posteriormente, Abramovici (1974) apresenta a modelagem 1D de
uma estrutura anisotrópica semelhante a de Reddy e Rankin, com camadas não-homogêneas,
usando um formalismo mais geral, mas ainda por meio da técnica da matriz de propagação;
Abramovici ainda manteve a restrição de que um dos eixos principais de anisotropia estivesse
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preso ao plano horizontal a superfície. Outros trabalhos como o de Mann (1965), Rankin e
Reddy (1969) trabalham aspectos interpretativos dos resultados dos dados MT anisotrópico.
Abramovici e Shoham (1977) fizeram as primeiras tentativas de inverter os dados MT 1D, eles
usaram a técnica de inversão generalizada, Regis e Rijo (1997; 2000 apud PEK; SANTOS,
2001) fizeram a iversão com a mesma técnica mas utilizando vínculos de igualdade aproximada
para introdução de informação a priori. Pek e Santos (2001) fizeram a inversão de dados
MT 1D baseados na formulação de Abramovici, mas considerando anisotropia arbitrária, tal
formulação pode ser vista em Pek e Santos (2001; 2002; 2006), mas também será apresentada
no corpo deste trabalho. Com o avanço das técnicas computacionais os modelos bi e tri-
dimensionais tornaram-se possíveis, e as soluçẽs numéricas via técnica dos Elementos Finitos
(EF), Diferenças Finitas (DF), Equação Integral (EI) começaram a ganhar força neste cenário;
e os modelos MT cada vez mais realistas.

As investigaçẽs de modelos anisotrópicos 2D iniciaram com Reddy e Rankin (1975), que
apresentaram um algorítmo via EF para um modelo de camadas com anisotropia horizontal.
Usando a técnica de DF, Pek e Verner (1997) e Weidelt (1996 apud LI, 2002), modelaram
respostas MT de estruturas bi e tridimensionais, respectivamente, com anisotropia arbitrária.
Em Li (2002) encontramos a modelagem do MT 2D com anisotropia arbitrária via EF para
uma formulação que calcula diretamente o campo total. Ainda calculando diretamente o
campo total, Li e Pek (2008), com o uso de malhas não estruturadas, comprovam que a for-
mulação 2D via Elementos Finitos é uma ferramenta mais adequada que o método numérico
das Diferenças Finitas para os problemas de MT em superfícies irregulares.

Este trabalho apresenta uma formulação alternativa para a modelagem direta das respos-
tas MT bidimensionais em multicamadas com anisotropia arbitrária. Nós usamos a técnica da
separação do campo total (que é medido pelos receptores), em duas partes: o campo primário
e o campo secundário. Tal formulação não é encontrada na literatura, apesar desta técnica
ser bem conhecida entre os autores. Considerando, portanto, um modelo de multicamadas
que abriga em seu interior um corpo de propriedade física contrastante às propriedades das
camadas, o campo gerado pela interação do campo MT com as camadas do modelo sem o
corpo, corresponde ao campo primário; já a parte somada vetorialmente ao campo primário
devido a interação deste com o corpo, corresponde ao campo secundário. O campo medido
nos receptores constitui-se da soma das duas partes. Como a resposta do campo secundário
é pequena em relação ao campo primário, obtemos uma precisão maior nos resultados ao
explicitar o acréscimo de campo gerado.

O trabalho está dividido da seguinte maneira:



14

O Capítulo 2 trata sobre a anisotropia. Apresentamos o seu conceito, a origem intrínseca e
estrutural, e mostramos como ela é tratada matematicamente como um tensor de posto dois,
tridimensional. Veremos também o conceito e aplicaão dos eixos principais de anisotropia.

O Capítulo 3 trata do método magnetotelúrico em seu aspécto histórico, de desenvolvi-
mento teórico e como importante ferramenta na indústria de exploração de minrios e, prin-
cipalmente, de hidrocarbonetos. E por último, será feita uma discussão de seus principais
fundamentos teóricos.

No Capítulo 4 mostraremos a formulação analítica da modelagem 1D do campo MT para
multicamadas com anisotropia, via método de matriz de propagação; e estudaremos esses
campos em profundidade.

No Capítulo 5, via técnica numérica dos Elementos Finitos, faremos a modelagem 2D dos
campos em ambientes anisotrópicos.

No Capítulo 6, na discussão dos resultados, analisaremos alguns modelos bidimensionais,
com e sem anisotropia para fazer a identificaão das alterações da resposta anisotrópica em
relação a isotrópica.
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2 ANISOTROPIA

O objetivo deste capítulo é dar uma noção geral sobre anisotropia, desde o seu conceito ao
tratamento matemático para as aplicações em problemas. Iniciaremos falando de anisotropia
de uma maneira geral, e depois daremos enfoque à condutividade elétrica anisotrópica.

2.1 CONCEITO E NATUREZA

Se a medida de uma propriedade física e/ou química de um material variar sob o mo-
vimento de rotação da medida, dizemos que este material é anisotrópico em relação a tal
propriedade. Portanto, o mesmo material pode ser considerado anisotrópico em relação a
uma propriedade, e isotrópico em relação a outra. O que determina isso, são as direções
preferenciais, intrínsecas ou provocadas, decorrentes de sua organização estrutural, que fa-
zem com que eles respondam aos estímulos externos de forma desigual nas diversas direções.
Algumas propriedades são bastante afetadas pela organização estrutural e manisfestam ani-
sotropia, para outras é praticamente irrelevante. O fenômeno de anisotropia pode ocorrer

Figura 2.1. Sistemas cristalinos, constantes cristalográficas e simetria principal de alguns minerais.

Fonte: Teixeira et al. (2008)
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tanto pela estrutura interna dos materiais (NEWNHAM, 2005), como pela estruturação ou
reestruturação estratigráfica da subsuperfície, decorrentes dos processos naturais de formação
das rochas ou de eventos geológicos que deformam o conjunto solo-rochas. O primeiro caso é
conhecido como anisotropia intrínseca, e o segundo, como anisotropia estrutural (PARKHO-
MENKO, 1967; ZHDANOV, 2009).

Figura 2.2. As formas geométricas dos cristais seguem o padrão das células unitárias que os com-
põem.

A anisotropia intrínseca ocorre em materiais de estrutura interna cristalina, ou seja, que
têm os átomos, moléculas ou íons organizados num padrão tridimensional bem definido,
formando células unitárias (ver Figura 2.1), que se repetem ao longo de todo o material,
formando as redes cristalinas, constituindo-lhe uma geometria semelhante a de sua célula
unitária, conforme a Figura 2.2. A célula de uma rede cristalina busca sempre a configuração
de menor energia, o que ocasiona ligações mais fortes entre os átomos de uma certa direção
que de outra. Tais diferenças criam planos de clivagem1 que dividem os cristas em sete classes:
triclínica, trigonal, monoclínica, hexagonal, ortorrômbica, tetragonal e cúbica (FEYNMAN,
2008). A configuração de uma estrutura cristalina contribui efetivamente para as caracte-
rísticas adquiridas em cada direção e, consequentemente, para as respostas das propriedades
instrínsecas do material nestas direções. Um cristal cúbico não apresenta anisotropia devido
sua estrutura uniforme em todas as direções, os materiais denominados amorfos (sem formas
geométricas definidas) também não exibem anisotropia intrínseca. Como exemplo de mate-
riais instrinsecamente anisotrópicos podemos citar o mineral grafita, o metal Cádmio (Cd),
Gálio (Ga), o cristal mica (PARKHOMENKO, 1967; NEWNHAM, 2005).

A anisotropia estrutural nos ambientes geológicos ocorre quando agregados de minerais
isotrópicos, em rochas, exibem uma dependência na direção das medidas, como resultado do
processo de formação dos ambientes terrestres. Conforme o processo de formação temos duas
classificações, a microanisotropia e a macroanisotropia.

1Planos através dos cristais por onde é mais fácil quebra-los.
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As rochas podem apresentar um arranjo ordenado de seus grãos formadores que estejam
de acordo com a forma e eixos cristalografos, em decorrência de seu processo de formação,
ígnea, metamórfica ou sedimentar (PARKHOMENKO, 1967). Esses processos constituem
a microanisotropia, que pode ser uma característica primária de uma rocha, ou acontecer
durante e depois da dinâmica do metamorfismo. Há algumas rochas em que a microanisotro-
pia se desenvolve da mesma maneira que na macroanisotropia, que será definida no próximo
parágrafo, pela alternância de finas camadas com diferentes propriedades petrográficas, como
em rochas sedimentares que consistem na alternância de camadas de rochas com alta resis-
tividade e com baixa resistividade (camadas de xistos, de arenitos, assim por diante).

A macroanisotropia é caracterizada como um processo de formação geológica, resultado
da deposição alternada de camadas litologicamente diferentes, esse processo é denominado
Interbedding. Um estudo sobre macroanisotropia na condutividade pode ser encontrado em
Eisel e Haake (1999).

A deposição alternada de camadas finas de areia e argila pode gerar forte anisotropia, a
resistividade transversal é sempre maior que a resitividade ao longo das camadas, e cresce à
medida que crescem os contrastes entre as camadas (PARKHOMENKO, 1967).

Figura 2.3. Deformações geológicas: (a) rocha sedimentar com dobras e (b) falhas associadas com
dobras.

Fonte: Anisotropia estrutural (2005; 2012)

Em geologia estrutural existem numerosos eventos que deformam as rochas, ocasionando
dobramentos e falhas, tais deformações também diferenciam as medidas das propriedades
nas direções, gerando macroanisotropia estrutural. Na Figura 2.3 temos a representação de
alguns casos de deformação.

Um rico apanhado dos processo formadores da anisotropia pode ser encontrado no livro
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Anisotropy in Geoelectromagnetism2, de Negi e Saraf (1989 apud LOSETH; URSIN, 2007).

2.2 TRATAMENTO TENSORIAL

O fenômeno de anisotropia é descrito por meio de tensores. Para algumas propriedades
físicas, por exemplo, a condutividade elétrica, a polarização elétrica e o momento de inércia,
quando anisotrópicas, constituem tensores de posto dois, que são representados por matrizes
(Aij). Estas, são tridimensionais (

∑3
i,j=1 Ai,j), simétricas (A = AT ) e positivo-definidas3

(FEYNMAN, 2008; NEWNHAM, 2005).

Daqui até o fim desta seção todos os desenvolvimentos serão feitos em termos do tensor
condutividade elétrica 4 (σ̃), que é o parâmetro físico de interesse do método MT. Contudo,
o que será demonstrado para ele poderá ser aplicado a todos os outros tensores de mesma
natureza.

2.2.1 As componentes do tensor

Conforme foi dito, a condutividade elétrica na forma tensorial terá a seguinte forma:

σ̃ =


σxx σxy σxz

σyx σyy σyz

σzx σzy σzz

 , (2.1)

e cada uma das nove componentes da equação 2.1 possui um significado5 físico, que procu-
raremos entender partir de agora.

Consideremos a Lei de Ohm escrita em termo da condutividade elétrica anisotrópica:

J = σ̃E. (2.2)

O vetor densidade de corrente J possui dependência linear com o vetor campo elétrico E

através da constante de proporcionalidade σ̃. Porém, essa dependência é diferente para cada
direção.

Imagine um campo elétrico E1 incidindo na direção x e gerando uma densidade de corrente
2NEGI, J. G.; SARAF, P. D. Anisotropy in Geoelectromagnetism. New York: Eselvier.
3Dada a matriz simétrica An,n, a sua forma quadrática é uma função real definida para todos os vetores

xn,1, da seguinte forma: f(x) = x′Ax =
∑n

i=1 aiix
2
i + 2

∑n
i=1

∑n
j>i aijxixj . Se f (x) > 0 então a matriz é

dita positiva-definida.
4As grandezas anisotrópicas serão identificadas pelo sinal sobre elas: σ̃
5Ver tensores: Butkov (1988), Feynman (2008).
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J1 nesta direção; e um outro campo E2, de mesma intensidade, incidindo na direção y, e
gerando uma densidade J2 na direção y. Se imaginarmos um terceiro campo propagando-
se a 45o no plano-xy, este seria a composição de dois campos, um em x e outro em y; da
mesma forma que a densidade gerada por este também seria uma soma vetorial de um J1 e
J2, conforme vemos na Figura 2.4b. Contudo, esta densidade não obrigatoriamente teria a
mesma direção do campo que a gerou. Isto porque podem existir cargas com mais liberdade
de se movimentar em uma direção que em outra.

Figura 2.4. Eixos de referência (preto); eixos de anisotropia (vermelho). Esquema representativo
da geração de densidade de corrente devido a incidência de um campo elétrico em um meio (a)
isotrópico, (b) anisotrópico sem rotação entre os dois eixos e (c) com anisotropia arbitrária.

Fonte: Adaptado de Feynman (2008)

Também pode ocorrer que as componentes x e y de J não estejam na mesma direção das
componentes de E, ou seja, o material está rotacionado em relação aos eixos de coordenadas
escolhido. Nesse caso, a componente E1, na direção x, geraria uma densidade J1 com direção
x e y, e E2, uma densidade J2 também nas duas direções, conforme representado na Figura
2.4c.

No caso geral, em que temos um campo elétrico com as três direções, as componentes da
densidade de corrente J serão dadas por:

Jx = σxxEx + σxyEy + σxzEz,

Jy = σyxEx + σyyEy + σyzEz, (2.3)

Jz = σzxEx + σzyEy + σzzEz.

Do conjunto (2.3) podemos concluir que o comportamento de um meio anisotrópico é comple-
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tamente descrito pelas nove quantidades (αxx, αxy, αxz, αyx, ...). Portanto, temos a seguinte
relação: 

Jx

Jy

Jz

 =


σxx σxy σxz

σyx σyy σyz

σzx σzy σzz


︸ ︷︷ ︸

σij


Ex

Ey

Ez

 , (2.4)

Podemos perceber que as nove componentes do tensor descrevem todas as possíveis rota-
ções existentes entre o eixo de referência e o eixo do material anisotrópico.

2.2.2 Os eixos principais de anisotropia

Vimos que a representação mais geral do tensor σij é dada por:

σ̃ =


σxx σxy σxz

σyx σyy σyz

σzx σzy σzz

 . (2.5)

No entanto, podemos representar o mesmo tensor em um conjunto de eixos nos quais os
valores de fora da diagonal são nulos, restando apenas os valores da diagonal principal:

σ̃′′′ =


σ′′′
x 0 0

0 σ′′′
y 0

0 0 σ′′′
z

 . (2.6)

Estes novos eixos, sob rotaçõs específicas, recaem no sistema anterior, no qual voltamos a ter
a matriz cheia representada pela equação 2.5.

Sempre será possível encontrar os eixos principais de anisotropia para o tensor condutivi-
dade graças a simetria da matriz quadrada que o representa (STRANG, 2003). Esse tensor
também satisfaz as condições que o classifica como uma matriz positiva-definida, sendo as-
sim, a forma quádrica associada a ele é um elipsóide (ver Figura 2.5), em que cada dimensão
representa um dos eixos principais do tensor (BOLDRINI, 1980). Dentre os eixos, portanto,
estarão sempre o maior e o menor valor da condutividade anisotrópica.

O novo sistema, no qual o tensor condutividade é representado em termos de seus valores
da diagonal principal, Equação 2.6, corresponde a um conjunto de eixos especiais denominado
eixos principais de anisotropia. Neles, um campo elétrico aplicado na direção x, por exemplo,
gera corrente elétrica unicamente nesta direção. Podemos identificar na Figura 2.4b, portanto,
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Figura 2.5. Elipsóide associado aos tensores de posto dois e dimensão três, simétrico e de digonal
dominante (positivo definido).

o caso em que os eixos de anisotropia estão alinhados ao sistema de referência, e na Figura
2.4c o caso em que eles estão rotacionados entre si.

Vejamos agora como fazer a correspondência entre o sistema de eixos principais de ani-
sotropia e um outro sistema de referência qualquer.

2.2.3 Matriz rotação

Vamos tomar o sistema de eixos principais de anisotropia representado por (x′′′, y′′′, z′′′)

e um outro sistema adotado arbitrariamente, representado por (x, y, z). A correspondência
entre eles nos permitirá passear pelos dois sistemas e solucionar o problema onde for mais
conveniente, expressando a solução no sistema em que se desejar.

A teoria da diagonalização de matrizes garante que uma matriz simétrica é sempre dia-
gonalizável, portanto, podemos escrever para o tensor condutividade:

σ̃ = RTσ′′′R (2.7)

em que R representa os autovetores relacionados aos autovalores da matriz diagonal, para
este caso, σ′′′.

A matriz cheia σ̃ está representada no sistema (x, y, z), enquanto a matriz diagonal está
representada em (x′′′, y′′′, z′′′). A correspondência entre elas é dada pela matriz R, que re-
presenta uma transformação ortogonal entre os dois sistemas de eixos (BOLDRINI, 1980).
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Podemos entender tal transformação como o resultado de três rotações consecutivas, represen-
tadas, respectivamente, pelas matrizes Rs, Rd e Rl. Os índices destas matrizes representam
os eixos nos quais acontecem as rotações, conforme o esquema visto na Figura 2.6. Estas ro-
tações são descritas pela teoria dos ângulos de Euler (LEMOS, 2004; NEWNHAN, 2005), que
reproduzem qualquer posição rotacionada entre dois sistemas cartesianos distintos. Chama-
remos tais ângulos de Strike, Dip e Slant, conforme visto em Pek e Santos (2002). O produto
matricial destas rotações, observando a ordem na qual foram aplicadas (visto que não há
comutatividade no produto matricial), dá origem a matriz de rotação resultante mostrada
na equação (2.7):

R = RlRdRs. (2.8)

e
RT = RT

s RT
dRT

l . (2.9)

que representa a matriz inversa ou transposta, dada a transformação ortogonal, que faz a
operação no sentido oposto de R.

Figura 2.6. Representação das rotações entre o sistema (x′′′, y′′′, z′′′) e o (x, y, z). (a) O ângulo αs

(strike) representa a primeira rotação em torno de z. (b) O ângulo αd (dip) representa a segunda
rotação em torno de y′. (c) O âgulo αl (slant) representa a terceira rotação em torno de z′′.

Vejamos as matrizes que representam cada estágio da rotação total R e RT :

(a) Rotação dos eixos (x, y, z) em torno no eixo z sob o ângulo αs : (x, y, z)
Rs−→ (x′, y′, z′)

A matriz de rotação Rs escreve-se como:

Rs =


cosαs senαs 0

−senαs cosαs 0

0 0 1

 (2.10)
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(b) Rotação dos eixos (x′, y′, z′) em torno no eixo y′ sob o ângulo αd : (x′, y′, z′)
Rd−→

(x′′, y′′, z′′)

A matriz de rotação Rd escreve-se como:

Rd =


cosαd 0 senαd

0 1 0

−senαd 0 cosαd

 (2.11)

(c) Rotação dos eixos (x′′, y′′, z′′) em torno no eixo z′′ sob o ângulo αl : (x
′′, y′′, z′′)

Rl−→
(x′′′, y′′′, z′′′)

A matriz de rotação Rl escreve-se como:

Rl =


cosαl senαl 0

−senαl cosαl 0

0 0 1

 (2.12)

A rotação geral, (x, y, z) −→ (x′′′, y′′′, z′′′) , é o resultado do produto das matrizes dos três
estágios, na seguinte ordem, R = Rl · Rd · Rs :

R =


cosαl cosαd cosαs − sinαl sinαs cosαl cosαd sinαs + sinαl cosαs cosαl sinαd

− (sinαl cosαd cosαs + cosαl sinαs) − sinαl cosαd sinαs + cosαl cosαs − sinαl sinαd

− sinαd cosαs − sinαd sinαs cosαd

 .

(2.13)
A matriz rotação geral inversa, (x′′′, y′′′, z′′′) −→ (x, y, z), é dada por R−1 = Rᵀ, ou Rᵀ =

Rᵀ
s · R

ᵀ
d · R

ᵀ
l :

Rᵀ =


cosαs cosαd cosαl − sinαs sinαl − (cosαs cosαd sinαl + sinαs cosαl) − cosαs sinαd

sinαs cosαd cosαl + cosαs sinαl − sinαs cosαd sinαl + cosαs cosαl − sinαs sinαd

sinαd cosαl − sinαd sinαl cosαd

 .

(2.14)
Em virtude de sua definição, o domínio dos ângulos de Euler é:

0 ≤ αs ≤ 2π, 0 ≤ αd ≤ 2π, 0 ≤ αl ≤ 2π.

A relação da equação (2.7) vem diretamente da teoria da diagonalização de matrizes, mas
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podemos interpretá-la usando a lei de Ohm. Consideremos que a relação está descrita no
sistema principal de anisotropia, identidficado como:

J′′′ = σ̃′′′E′′′ (2.15)

Escrevendo os vetores densidade de corrente J′′′ = RJ e o campo elétrico E′′′ = RE, sendo
J e E a representação destes vetores no sistema de referência do problema, e substituindo na
equação (2.15), temos:

RJ = σ̃′′′RE. (2.16)

Ao aplicarmos o operador RT pela esquerda dos termos da equação (2.16), ou também R−1,
uma vez que se trata de uma transformação ortogonal, teremos:

J = RT σ̃′′′RE (2.17)

∴ σ̃ = RT σ̃′′′R. (2.18)

Temos que a densidade de corrente J, da equação (2.17), está representada no sistema de
referência do problema, assim como o vetor E, então, a representação de σ̃ no mesmo sistema
de referência, é definida conforme a equação (2.18), como já havíamos feito na equação (2.7).

Com estes passos podemos entender as aplicações do tensor condutividade nos capítulos
seguintes.
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3 O MÉTODO MAGNETOTELÚRICO (MT)

Neste capítulo falaremos sobre o método MT. Contaremos como se deu o seu surgimento
e alguns aspéctos históricos de sua evolução. Falaremos, também, sobre a fonte natural deste
campo e de suas bases teóricas.

3.1 O SURGIMENTO E A EVOLUÇÃO

A determinação da estrutura elétrica da terra usando métodos baseados em campos ele-
tromagnéticos naturais iniciou-se por volta de 1960, baseados em conceitos teóricos origi-
nalmente propostos por Andrey N. Tikohnov, em 1950 na União Soviética, Louis Cagniard,
em 1953 na França e Tsuneji Rikitake, em 1950 no Japão. Entretanto, o conhecimento a
respeito das correntes telúricas datam de muito tempo. No início de 1868, o matemático
e astrônomo inglês, Sir George Biddell Airy, fez o primeiro estudo sobre as correntes da
terra, relacionando-as às variações magnéticas. Em 1862, nos Alpes, Lamont realizou um dos
primeiros experimentos de campo para medir correntes telúricas, e Terada, em 1917 apare-
ceu como o primeiro a medir a dependência do campo magnético na condutividade do solo
(ZHDANOV, 2010).

Os irmãos Schlumberger foram os primeiros a sugerir que as correntes telúricas poderiam
ser usadas para a exploração de gás e petróleo. Entretanto, as variações significativas e
instabilidade no comportamento das correntes telúricas na ionosfera e magnetosfera, pouco
compreendidas na época, representavam dificuldade para se desenvolver técnicas de interpre-
tação de dados das correntes magnetotelúricas. Foi então que, individualmente, Tikohnov
e Cagniard, propuseram o cancelamento dos efeitos dos processos da ionosfera e magnetos-
fera pela normalização das componentes do campo elétrico pelas componentes do campo
magnético. Nascia o conceito de impedâncias magnetotelúricas, definidas como:

Zxy =
Ex

Hy

e Zyx =
Ey

Hx

(3.1)

que têm dimensões de volts (V ) por ampère (A), ou ohms (Ω).

Antes de Tikohnov e Cagniard, Hirayama em 1934, e Hatakayama em 1938, já conheciam
as relações (3.1). Entretanto, o mérito por terem desenvolvido a fundamentação sólida, física
e matemática de uma nova técnica de exploração, o método de sondagem Magnetotelúrico
(MT), foi dado aos dois primeiros. O desenvolvimento do novo método ganhou bastante des-
taque nas pesquisas por ser baseado num modelo geoelétrico simples, que fornece resultados
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geofisicamente e geologicamente significativos, usando uma simples técnica de interpreta-
ção, que possibilita aos geocientistas transformarem as observações de dados de campo em
predições das resistividades das formações rochosas.

O método MT possui uma longa história, cheia de grandes descobertas e contratempos.
Nos anos 60 e início de 70, tornou-se amplamente usado na exploração de gás e óleo. Ori-
ginalmente as interpretações de seus dados eram baseadas em modelos simples de camadas
da terra, o que facilitava a construção das curvas de resistividade aparente versus o período
dos dados observados. As curvas das sondagens MT eram, então, transformadas em seções
geoelétricas 1-D, e o modelo geoelétrico total era formado pela composição das várias seções
1D. Entretanto, há sempre uma distância entre as curvas 1D de modelos ideais e as curvas de
sondagem 1D dos ambientes reais, o que, com frequência, resultava na criação de falsas seções
de profundidade de estruturas geoelétricas, algumas vezes mal-interpretadas como potenciais
reservatórios de hidrocarbonetos.

Mark Naumovich Berdichevsky foi o primeiro a perceber a importância de atentar para
os efeitos da inomogeneidade horizontal geoelétrica nos dados MT. Ele introduziu o tensor
de medidas no método MT, que rapidamente tornou-se muito usado em todo mundo. A
transição dos processamentos de dados baseados no tensor resultou no aumento da quantidade
de informações extraídas das observações MT.

O desenvolvimento do efetivo método da modelagem numérica durante os anos 80 e 90,
pelo avanço das técnicas computacionais, tornou possível superar as simplistas interpretações
de seções 1-D para os mais realistas modelos geoelétricos 2-D e 3-D, o que tem provocado
novas oportunidades para as aplicações práticas do método MT na exploração geofísica.

Em busca de resultados cada vez mais precisos, na década de 60 surgiam os primeiros tra-
balhos envolvendo meios de camadas anisotrópicas e o método MT. Em 1965, Mann, J. E. Jr
escreveu sobre a importância da condutividade anisotrópica na interpretação magnetolelúrica
(1965, apud O’BRIEN; MORRISON, 1967). As primeiras formulações matemáticas aparece-
ram com O’Brien e Morrison (1967) e Rankin e Reddy (1969), e, inicialmente, tratavam de
casos de anisotropia bastante simples, em estruturas 1D. Deste então, muitos trabalhos vêm
contribuindo no desenvolvendo do MT anisotrópico, por exemplo, Reddy e Rankin (1971;
1975), Weidelt (1996), Pek e Verner (1997), Pek e Santos (2001; 2002; 2006), Yin (2003;
2006), Li (2002), Li e Pek (2008), e outros. Alguns desses trabalhos, os mais recentes,
apresentaram modelagens do MT em estruturas 2D e 3D para o caso mais geral possível
de anisotropia, utilizando diferentes técnicas numéricas e malhas adaptativas, e envolvendo
problemas mais complexos e realistas como os de batimetria e topografia.
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De modo geral, a transformação do método MT em um método geofísico prático, foi
realizada com esforço coletivo de muitos pesquisadores, como Berdichevsky (1965 apud ZH-
DANOV, 2010), Morrison et al. (1968 apud ZHDANOV, 2010), Schmucker (1970 apud
ZHDANOV, 2010), Vozoff (1972 apud ZHDANOV, 2010), Weidelt (1975 apud ZHDANOV,
2010), Berdichevsky e Dmitriev (1976; 2002; 2008 apud ZHDANOV, 2010), Vanyan e But-
kovskaya (1980 apud ZHDANOV, 2010), Berdichevsky e Zhdanov (1984 apud ZHDANOV,
2010), Egbert e Booker (1986 apud ZHDANOV, 2010), Jiracek et al. (1987 apud ZHDANOV,
2010), Booker e Chave (1989 apud ZHDANOV, 2010), Gough et al. (1989 apud ZHDANOV,
2010), Madden e Mackie (1989 apud ZHDANOV, 2010), Wannamaker et al. (1989 apud
ZHDANOV, 2010), Wannamaker (1991 apud ZHDANOV, 2010), Weaver (1994 apud ZHDA-
NOV, 2010).

3.2 O CAMPO MAGNETOTELÚRICO

Dentro e ao redor da terra existem campos magnéticos naturais de grande escala e baixa
frequência conhecidos como campos magnetotelúricos. Acredita-se que eles são oriundos do
fluxo de partículas carregadas na ionosfera, pois as flutuações dos campos são passíveis de
serem correlacionadas com variações diurnas no campo geomagnético causadas por emis-
sões solares e tempestades elétricas (relâmpagos) que acontecem ao longo de todo o planeta
(NABIGHIAN, 1991; et al. KEAREY et al., 2002). As flutuações do campo geomagnético
estendem-se a uma faixa de frequência de 106 a 10−11 Hz, entretanto, o método MT utiliza
apenas as frequências na faixa de 10−4 a 105 Hz por ser de interesse à exploração. Essa faixa
é chamada de broad band.

O método MT utiliza essa fonte natural para obter informações sobre a distribuição de
resistividade na subsuperfície da terra. Sua baixa faixa de frequência permite-lhe alcançar
grandes profundidades e fazer investigações da crosta e do manto superior, conforme Hutton
et al. (1980, apud KEAREY et al., 2002).

As fontes dos campos eletromagnéticos na faixa de aplicação do método MT se encontram
na magnetosfera, definida como a região na qual o campo magnético originado no núcleo
externo líquido da Terra encontra-se confinado. A magnetosfera é subdividida em várias
estruturas, incluindo a atmosfera e a ionosfera, conforme Rostoker (1979 apud ABREU,
2002). Abaixo de 1 Hz essas variações originam-se na magnetosfera terrestre, devido as
radiações solares (ultravioleta, infravermelho, etc.) que interagem com esta, ionizando os
gases da atmosfera e dando origem as chamadas pulsações ULF (Ultra Low Frequency).
Essas pulsações, também denominadas micro-pulsações, acontecem com maior frequência que
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as originadas por relâmpagos, e possuem intensidade maior em períodos de maior atividade
solar. Acima de 1 Hz a fonte do campo eletromagnético é originada pelas tempestades
elétricas na baixa atmosfera. Estas são conhecidas como sferics, que se propagam ao redor
do planeta aprisionadas num guia de onda formado entre a ionosfera e a superfície da Terra
(NABIGHIAN, 1991). Quando as tempestades elétricas ocorrem distantes1 do ponto de
medida são fontes para os estudos magnetotelúricos, porém, quando ocorrem próximas, geram
ruído e tornam-se indesejáveis para o método (ABREU, 2002; PINTO, 2009).

Figura 3.1. Espectro de frequências do campo MT. Observe que próximo aos valores de 1 Hz e 103

Hz estão as menores amplitudes do campo.

Fonte: Pinto (2009)

Nas aplicações do MT as frequências em torno de 1 Hz apresentam problema para o mé-
todo, devido o campo eletromagnético atingir valores mínimos de amplitude. Essas frequên-
cias são conhecidas como MT dead band (banda morta). Esse fenômeno volta a acontecer
para as frequências em torno de 103 Hz, e para esta faixa são chamadas de audio-MT dead
band (ver Figura 3.1).

3.3 PRINCÍPIOS BÁSICOS DO MÉTODO

Devido as fontes do MT estarem localizadas a grandes distâncias do ponto onde são feitas
as medidas do campo, podemos, com boa aproximação, considerar que ele atinje a superfície
da terra com o comportamento de uma onda plana. Como a velocidade das ondas EM no ar

1A distância segura para o uso do método MT é em torno de 3 a 5 skin-depth, para a qual as ondas
incidem na superfície da terra, praticamente, como ondas planas.
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é bem maior que na terra, podemos concluir pela lei de Snell-Descartes:

v2
v1

=
sin θ2
sin θ1

(3.2)

que o campo se propaga no interior da terra na direção vertical ao plano da superfície. Os
índices 1 e 2 representam, respectivamente, o ar e a terra, então, se |v1| � |v2| ⇒ θ2 ' 0

para satisfazer a igualdade de (3.2).

A formulação do método MT, portanto, consiste na resolução das Equações de Maxwell
para ondas planas, considerando ainda outras condições que iremos conhecendo ao longo
deste texto.

Consideremos as equações de maxwell em sua forma diferencial e no domínio das frequên-
cias2:

∇ ·D = ρ, (3.3)

∇ ·B = 0, (3.4)

∇×H = J+
∂D

∂t
, (3.5)

∇× E = −∂B

∂t
. (3.6)

As equações representam, respectivamente, a Lei de Gauss da eletricidade e do magnetismo,
a Lei de Ampère-Maxwell e de Faraday-Lenz. As letras em negrito são grandezas vetoriais,
portanto, D é o vetor deslocamento elétrico (C/m2 - Coulomb/metro quadrado), B é o campo
magnético ou densidade de fluxo magnético (T - Tesla), E é o vetor campo elétrico (V/m -
volt/metro), H é a indução magnética (A/m - Ampère/metro) e J, a densidade de corrente
(A/m2 - Ampère/metro quadrado).

As três equações seguintes são conhecidas como Equações constitutivas:

D = εE, B = µH, J = σE, (3.7)

e permitem o acoplamento das equações (3.3 a 3.6). As duas primeiras relacionam os cam-
pos vetoriais E e B aos campos vetoriais D e H, e a terceira, conhecida como lei de Ohm,
diz que um campo elétrico incidente num material induzirá neste uma corrente proporci-
onal a sua intensidade. As três equações representam a interação dos campos elétrico e
magnético com a matéria, através das grandezas ε, permissividade elétrica (F/m - Fara-

2A escolha de se trabalhar no domínio das frequências simplifica muito a solução do problema.
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day/metro), µ, permeabilidade magnética (H/m - Henry/metro) e σ, condutividade elétrica
(S/m - Siemens/metro), propriedades físicas instrínsecas do material. No caso geral estas
grandezas serão sempre anisotrópicas, ou seja, seus valores mudam conforme a direção em
que são medidas, sendo representadas matematicamente por tensores. No entanto, quando o
meio é isotrópico, linear3 e homogêneo4 essas quantidades deixam de ser tensores e passam
a ser constantes escalares. No vácuo assumem os seguintes valores ε0 = 8.85 × 10−12F/m e
µ0 = 4π × 10−7H/m.

A observação de características naturais do campo magnetotelúrico e dos solos, possibilita
fazermos considerações essenciais para a formulação do método MT, tais como:
(i) A ausência de cargas livres (ρ = 0 ⇒ ∇ · D = 0), uma vez que estas são rapidamente
dispersadas no meio;
(ii) A dependência exponencial do campo com o tempo (eiωt), devido o tipo de onda que
tratamos ser monocromática, podendo este, então, ser representado por séries de Fourier,
onde ω = 2πf , com f sendo a frequência (BUTKOV, 1988);
(iii) As constantes de permissividade e permeabilidade dos materiais são consideradas iguais
as do vácuo, ε0 e µ0, uma vez que no interior da Terra a constante ε dos materiais varia de 1

a 80ε0 (CASTELLS, 2006), e que µ ' µ0 para a maioria dos materiais a baixas frequências
(REITZ; MILFORD; CHRISTY, 1982);
(iv) A condição quase-estática (σ � ωε0), ou seja, a corrente de deslocamento (∂D/∂t =

iωε0) é absolutamente desprezível diante da corrente de condução (J = σ), equação (3.5),
devido a baixa frequência da fonte, a consideração (iii), e a informação de que as condutivi-
dades σ no interior da Terra variam de 10−6 S/m (embasamento cristalino) a 10 S/m (água
salgada) (PINTO, 2009).

Observando todas estas considerações, aplicando o operador rotacional pela esquerda das
equações (3.5) e (3.6) e fazendo uso da identidade vetorial ∇ × ∇ × G = ∇∇ · G − ∇2G,
chegamos as seguintes equações:

∇2E+ k2E = 0, (3.8)

∇2H+ k2H = 0, (3.9)

em que k2 = −iωµ0σ. Estas são equações da Difusão (Butkov, 1988). O campo MT, portanto,
sofre difusão na subsuperfície devido a condição quasi-estática a que está submetido.

3São materiais em que a susceptibilidade elétrica χ é constante. Apenas na presença de campos muito
intensos ela torna-se função de E χ (E) (REITZ; MILFORD; CHRISTY, 1982, pág.92).

4São meios onde as propriedades físicas são constantes no tempo e no espaço, ou seja, não mudam pontu-
almente ao longo da extensão de uma direção de medida (ZHDANOV, 2009).
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A solução do campo MT recai em um sistema de seis equações diferenciais parciais (EDP)
de segunda ordem, conforme vemos nas equações (3.8) e (3.9). É comum assumir o sistema
de eixos no qual a direção positivida de x aponta para o lado direito desta página, a de y

aponta para fora dela, e a de z aponta para baixo. No caso mais geral possível, onde as
componentes do campo variam em todas as direções, resolver este sistema de EDP’s é uma
tarefa bastante complexa, mas devido ao tipo de propagação da onda MT, e considerando a
variação das propriedades elétricas com a direção na estrutura geológica considerada, algumas
simplificações tornam-se possíveis.

Podemos classificar as estruturas geológicas como: (i) unidimensionais, quando as pro-
priedades elétricas variam apenas ao longo de uma direção, geralmente, esta direção é z,
mantendo-se constante no plano-xy; (ii) bidimensionais, quando variam apenas nas duas
direções de um plano perpendicular a superfície da terra, sendo a direção em que não há
variação chamada de direção strike; (iii) tridimensionais, quando as propriedades variam nas
três direções.

A presença de anomalias na subsuperfície muda as propriedades físicas em certas direções
no interior da terra, isso determina se o problema será considerado 1D, 2D ou 3D. Em
casos reais, um ambiente nunca será unidimensional, mas os resultados do MT 1D trazem
importantes informações, a priori, sobre o terreno.

A solução de (3.8) e (3.9) para um meio espaço homogêneo tem a forma:

G (ω, z) = G0e
iωte−iαze−αz (3.10)

sendo eiωt a variação temporal senoidal, e−iαz a variação senoidal em profundidade, e e−αz o
decaimento exponencial com a profundidade. Na qual α =

√
ωµ0σ/2, G0 é o valor do campo

na superfície.

A profundidade na qual o campo cai 1/e do seu valor na superfície (36, 79%), chamada
de skin depth, é dada por:

δ =
1

α
=

√
2

ωµ0σ
,

na prática, esse valor é aproximadamente δ ≈ 0, 5
√

ρ/fkm.

Para um meio uniforme, considerando um campo apenas com as componentes Hy e Ex

(modo TM), temos, das equações de Maxwell, a relação:

∂Ex

∂z
= −iωµ0Hy
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Considerando a solução (3.10) temos:

Ex

Hy

=
−iωµ0

i
√
−iωµ0σ

= (1 + i)

√
ωµ0

2σ
, (3.11)

A razão E/H é denominada impedância Z (expressada em Ω no SI). É comum a expres-
sarmos com índices, Zxy, indicando a quais componentes do campo se referem.

Para cada frequência tem-se:

ρaxy(ω) =
1

µ0ω

∣∣∣∣Ex(ω)

Hy(ω)

∣∣∣∣2 = 1

µ0ω
ZxyZ

∗
xy (3.12)

Usamos a notação ρaxy na resistividade para evidenciar a quais componentes do campo,
este, faz referência; o sub-índice “a” denota que a resistividade é aparente, pois depende da
frequência, sua unidade de medida no SI é o ohm-m (Ωm). Quando se trata de um semi-
espaço infinito a resitividade aparente é igual à resistividade do meio, basta que se aplique a
solução do campo para o semi-espaço na Equação (3.12).

Se ao invés da polarização TM, tivéssemos a polarização TE (Ey e Hx apenas), seguindo
os passos anteriores encontraremos as definições de resistividade ρyx e impedância Zyx :

ρayx(ω) =
1

µ0ω

∣∣∣∣Ey(ω)

Hx(ω)

∣∣∣∣2 = 1

µ0ω
ZyxZ

∗
yx (3.13)

Ey

Hx

=
−iωµ0

i
√
−iωµ0σ

= (1 + i)

√
ωµ0

2σ

Os parâmetros ρxy e ρyx serão iguais apenas nos casos isotrópicos unidimensionais. Nos
problemas de estruturas bi e tridimensionais essa igualdade nunca acontece, devido a mudança
de propriedade física ao longo das direções. Também, na presença de ambientes anisotrópicos
essa iguadade é quebrada.

A impedância elétrica Z, ou tensor impedância, definido como a razão entre os campos
elétrico e magnético, é completamente definido pela seguinte relação,[

Ex

Ey

]
=

[
Zxx Zxy

Zyx Zyy

][
Hx

Hy

]
. (3.14)

Quando as componentes dos campos do modo TE e TM são acopladas num problema, os
valores Zxx e Zyy de (3.14) não serão nulos (ZHDANOV, 2009).
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Em um modelo de camadas unidimensional a solução do campo é função unicamente da
profundidade z. Quando o campo eletromagnético atinge a interface entre dois meios ocorrem
os fenômenos de reflexão e a transmissão. Matematicamente a solução é representada por

E(z) = (Aeikz +Be−ikz)n̂ (3.15)

em que n̂ é o versor de polarização da onda e cada termo representa a parcela de energia
descendente e ascendente, respectivamente, com A e B sendo as amplitudes do campo nas
camadas. O expoente k é o mesmo definido para as equações (3.8) e (3.9).

Os campos elétrico e magnético devem obedecer às condições de contorno na interface
entre as camadas. Das equações do divergente temos:

D1n = D2n e B1n = B2n,

e das equações com o rotacional,

E1t = E2t e H1t = H2t,

em que n indica a direção normal e t a tangente. Outra condição de contorno importante é
dada pela continuidade da densidade de corrente normal a superfície,

J1n = J2n.

Usamos as condições de fronteira para calcular os coeficientes A e B da solução (3.15).
Segundo Rijo (1991), nos casos em que Zxx = Zyy = 0, a componente Zxy sobre cada interface
é determinada pela seguinte relação de recorrência:

Zxy(j) = Z̄xy(j)

Zxy(j+1) + Z̄xy(j) tanh(kjhj)

Z̄xy(j) + Zxy(j+1) tanh(kjhj)
, (3.16)

em que na última camada ZN = Z̄N (ZHDANOV, 2009). A barra do Z̄ indica que se trata
da impedância intrínseca do meio. O hj representa a espessura da camada designada pelo
índice j.

A modelagem direta e a interpretação dos resultados do método MT dependem do enten-
dimento de cada detalhe que foi esposto neste capítulo.
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4 MODELAGEM DO MT 1D COM ANISOTROPIA

Neste capítulo apresentamos o formalismo para a modelagem direta do MT 1D em meios
de multicamadas estratificadas podendo apresentar anisotropia elétrica em todas as camadas.
Conforme representado na Figura 4.1, o modelo geoelétrico para esta modelagem consiste de
n-camadas horizontais, com espessuras h1, h2, ..., hn−1; a superfície da terra define o plano-xy
do sistema cartesiano de referência, com a direção positiva do eixo-z apontando para o interior
das camadas. Consideramos que os meios são lineares, homogêneos e não-magnéticos1.

O formalismo é analítico baseado no método da Matriz de Propagação (REDDY; RAN-
KIN, 1971; ABRAMOVICI, 1974; PEK; SANTOS, 2002). Nós o apresentaremos para o
caso mais geral possível de anisotropia, chamado de arbitrário, no qual nenhum dos eixos
principais de anisotropia é coplanar aos planos formados pelos eixos do sistema cartesiano
de referência, e daremos ênfase para os campos em profundidade, fazendo um estudo das
suas principais características, uma vez que nosso objetivo é usar esta solução como fonte do
problema de modelagem direta 2D.

4.1 O TRATAMENTO DAS EQUAÇÕES DE MAXWELL

O modelo de anisotropia assumido é o mais geral possível, constituído por três rotações
arbitrárias e consecutivas dos eixos principais de anisotropia em relação aos eixos de referência
adotado para o problema, conforme visto no capítulo dois.

Tomemos, portanto, as equações de Maxwell no domínio das frequências, em suas formas
diferenciais, já assumindo todos os detalhes que as simplificam2 no caso do método MT:

∇×H = J (4.1)

∇× E = −zH (4.2)

∇ ·B = 0 (4.3)

∇ ·D = 0 (4.4)

As letras em negrito representam grandezas vetoriais e a constante z = iωµ0. Na densidade
de corrente J = σ̃E, equação (4.1), o tensor condutividade elétrica σ̃, para o sistema de

1Dizemos que um material é não-magnético quando sua permeabilidade µ ' µ0 do vácuo. Apenas os
materiais ferromagnéticos diferem apreciavelmente deste valor em baixas frequências.

2As simplificações foram discutidas no capítulo anterior, dizem respeito as características do campo Mag-
netotelúrico e do solo.
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Figura 4.1. Modelo de multicamadas estratificadas. Este modelo é bastante utilizado nos trabalhos
de propagação de ondas eletromagnéticas porque representa bem algumas típicas formações geológi-
cas, como os depósitos sedimentares, que estão, intimamente, ligados aos ambientes de resevatórios
de hidrocarbonetos, além de servir como um cenário conveniente para domínios com distribuição de
condutividades anômalas (Zhdanov, 2009).

referência, é representado como:

σ̃ =


σ̃xx σ̃xy σ̃xz

σ̃yx σ̃yy σ̃yz

σ̃zx σ̃zy σ̃zz

 ; (4.5)

em que cada componente é dada pela aplicação da relação (2.7).

Na forma indicial tal relação escrita como:

σ̃ =
3∑

j=1

RT
ijσ

′′′
jjRjk. (4.6)
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em que σ′′′
jj indica a condutividade nos eixos principais de anisotropia, ou seja, uma matriz

diagonal. Então, podemos escrever para os termos de (4.5):

σ̃xx = RT
11σ

′′′
11R11 +RT

12σ
′′′
22R21 +RT

13σ
′′′
33R31, (4.7)

σ̃xy = RT
11σ

′′′
11R12 +RT

12σ
′′′
22R22 +RT

13σ
′′′
33R32, (4.8)

σ̃yx = RT
21σ

′′′
11R11 +RT

22σ
′′′
22R21 +RT

23σ
′′′
33R31, (4.9)

σ̃yy = RT
21σ

′′′
11R12 +RT

22σ
′′′
22R22 +RT

23σ
′′′
33R32, (4.10)

e assim por diante.

Como R é uma transformação ortogonal, isso implica que RRT = RTR = I, onde I é a
matriz identidade. Então, dada a relação

3∑
j=1

RT
ijRjk = δik, (4.11)

podemos concluir que quando o tensor σ′′′
jj puder ser escrito como produto de um escalar

pela matriz identidade (σ′′′
jj = aI) os termos fora da diagonal de (4.5) serão iguais a zero, e

o tensor σ̃ = σ′′′ = aI. E quando os valores da diagonal de σ′′′ forem diferentes entre si, mas
a matriz R for igual a identidade, obtemos de (4.6) que σ̃ = σ′′′.

Devido a onda-plana MT propagar-se verticalmente no interior das camadas em relação
ao plano-xy paralelo a superfície da terra, não há variação do campo nas direções x e y,
(∂/∂x = ∂/∂y = 0). Então, das equações3 (4.1) e (4.2) de maxwell, teremos o seguinte
conjunto de equações para solucionar:

∂Ey

∂z
− zHx = 0 (4.12)

∂Ex

∂z
+ zHy = 0 (4.13)

Hz = 0 (4.14)

3Considerando o operador rotacional ∇×A =
(

∂Az

∂y − ∂Ay

∂z

)
ı̂+
(
∂Ax

∂z − ∂Az

∂x

)
̂+
(

∂Ay

∂x − ∂Ax

∂y

)
k̂ e o tensor

condutividade.
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∂Hy

∂z
+ σxxEx + σxyEy + σxzEz = 0 (4.15)

∂Hx

∂z
− σyxEx − σyyEy − σyzEz = 0 (4.16)

σzxEx + σzyEy + σzzEz = 0 (4.17)

Como consequência destas características podemos concluir da equação (4.17) que a den-
sidade de corrente Jz é nula (Jz = 0 = σzxEx + σzyEy + σzzEz) para qualquer caso de
anisotropia no problema MT 1D.

Apesar disso, há o aparecimento da componente Ez como efeito da anisotropia para os
casos em que σzx e/ou σzx são diferentes de zero. Portanto, ainda da equação (4.17) temos
a relação para esta componente:

Ez = −σzx

σzz

Ex −
σzy

σzz

Ey (4.18)

que é uma combinação linear das componentes tangenciais Ex e Ey. Mas conforme chamamos
atenção, uma vez que não ocorre variação nas direções x e y das componentes magnéticas
Hx e Hy, não será gerada a componente Ez do campo elétrico, muito menos uma densidade
de corrente naquela direção. Portanto, a componente Ez da equação (4.18) é puramente um
efeito da anisotropia, e pode ser gerada em uma camada, desaparecendo, imediatamente, na
próxima, se esta não apresentar as condições que a gere.

Substituindo a equação (4.18) nas equações (4.15) e (4.16) obtemos o seguinte sistema:

∂Hy

∂z
+ AxxEx + AxyEy = 0

∂Hx

∂z
− AyxEx − AyyEy = 0 (4.19)

para o qual, seus coeficientes, definidos por:

Axx = σxx −
σxzσzx

σzz

, Axy = σxy −
σxzσzy

σzz

Ayx = σyx −
σyzσzx

σzz

, Ayy = σyy −
σyzσzy

σzz

(4.20)

constituem a matriz Aij, simétrica e positiva definida, de acordo com a simetria de σ̃.

Note, pelas equações do sistema (4.19), que para os meios anisotrópicos não há separação
do problema em modos de polarização transversal elétrico (TE) e magnético (TM).

Devido a simetria da matriz Aij podemos reescrevê-la em termos dos parâmetros A′, A′′
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e β, fazendo a sua diagonalização (PEK; SANTOS, 2002):[
Axx Axy

Ayx Ayy

]
=

[
cos β − sin β

sin β cos β

][
A′ 0

0 A′′

][
cos β sin β

− sin β cos β,

]
(4.21)

e os elementos desta matriz passarão a ser representados por:

Axx = A′ cos2 β + A′′ sin2 β, (4.22)

Axy = Ayx = (A′ − A′′) cos β sin β, (4.23)

e
Ayy = A′ sin2 β + A′′ cos2 β. (4.24)

Essa escolha traz vantagem à formulação, pois permite compactar algumas expressões,
além de facilitar a interpretação das soluções quando tomamos o limite destas de maneira a
recuperar os casos de isotropia ou anisotropia vertical (em que a matriz rotação R = I).

Através de simples manipulações algébricas também chegamos às identidades:

A′ =
Axx cos

2 β − Ayy sin
2 β

cos2 β − sin2 β
, (4.25)

A′′ =
Axx sin

2 β − Ayy cos
2 β

sin2 β − cos2 β
, (4.26)

e
β =

1

2
arctan

(
2Ayx

Axx − Ayy

)
; (4.27)

e veremos, mais à frente, que A′ e A′′ relacionam-se, através das equações de (4.41), aos
coeficientes de propagação da solução do problema. Por sua vez, β, representa um fator
de acoplamento entre os dois modos de polarização nos quais dividimos a solução no caso
isotrópico.

Aplicando as equações (4.12) e (4.13) nas equações de (4.19) obtemos o seguinte sistema
de EDPs, em função de Ex e Ey:

∂2Ex

∂z2
− zAxxEx = zAxyEy, (4.28)

∂2Ey

∂z2
− zAyyEy = zAxyEx. (4.29)
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Para a solucioná-lo, por simples substituição chegamos às seguintes equações diferenciais
homogêneas de quarta ordem:

∂4Ey

∂z4
− ka

∂2Ey

∂z2
+ kbEy = 0 (4.30)

∂4Ex

∂z4
− ka

∂2Ex

∂z2
+ kbEx = 0 (4.31)

em que ka = z (Ayy + Axx) e kb = z2
(
AxxAyy − A2

xy

)
.

As equações (4.30) e (4.31), matematicamente, são iguais, portanto, escolhemos um dos
dois caminhos para a solução do problema.

Encontrando a solução da componente Ey, através da equação (4.30), e aplicando-a na
equação (4.29), para determinar Ex, podemos, através das relações (4.12), (4.13) e (4.18)
encontrar as componentes Hx, Hy e Ez.

Segundo a teoria do cálculo diferencial, uma solução particular de (4.30) pode ser escrita
como:

Ey (z) = eλz; (4.32)

sua aplicação na equação diferencial dá origem aos possíveis valores de λ no expoente de eλz,
λ1 = +u, λ2 = −u, λ3 = +v e λ4 = −v, sendo:

u =

(
ka +

√
∆

2

) 1
2

e v =

(
ka −

√
∆

2

) 1
2

, (4.33)

em que ∆ = k2
a − 4kb. Portanto, a solução geral de (4.30) ser:

Ey(z) = Aeuz +Be−uz + Cevz +De−vz; Re(u) ≥ 0, Re(v) ≥ 0 (4.34)

Os coeficientes A e C representam as amplitudes da parte ascendente do campo e B e D

da parte descendente.

Levando em consideração o modelo de camadas representado da Figura 4.1 reescrevemos
a solução de Ey da seguinte forma (RIJO, 1991):

Eyj(z) = Aje
uj(z−zj) +Bje

−uj(z−zj) + Cje
vj(z−zj) +Dje

−vj(z−zj); j = 1, 2, ..., n− 1, (4.35)
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em que:

zj =

j∑
i=1

hi; j = 1, ..., n− 1 (4.36)

sendo n o índice da última camada, o semi-espaço infinito. Assim, zj é calculado até a
camada (n − 1), e z(n−1) será a soma das espessuras de todas as camadas que antecedem o
semi-espaço.

Como não há componente de reflexão na última camada, nesta, a solução do campo será
escrita como:

Eyn(z) = Bne
−un(z−zn−1) +Dne

−vn(z−zn−1), (4.37)

e isso vale para as outras componentes do campo que iremos calcular.

Da componente Eyj obtemos a solução geral de Exj, pela aplicação da equação (4.35) em
(4.29):

Exj (z) = mjAje
uj(z−zj) +mjBje

−uj(z−zj) + njCje
vj(z−zj) + njDje

−vj(z−zj), (4.38)

com mj =
(
u2
j − zjAyyj

)
/ (zjAxyj) e nj =

(
v2j − zjAyyj

)
/ (zjAxyj).

E conforme indicado anteriormente, das relações (4.12) e (4.13) obtemos as componentes
magnéticas Hxj e Hyj, respectivamente:

Hxj(z) = pj(Aje
uj(z−zj) −Bje

−uj(z−zj)) + qj(Cje
vj(z−zj) −Dje

−vj(z−zj)) (4.39)

Hyj(z) = −pjmj(Aje
uj(z−zj) −Bje

−uj(z−zj))− qjnj(Cje
vj(z−zj) −Dje

−vj(z−zj)) (4.40)

com pj = uj/zj e qj = vj/zj.

A componente Ez é apenas a combinação linear das componentes x e y do campo elétrico,
conforme vimos em (4.18).

Vamos reescrever os parâmetros das soluções de (4.35), (4.38), (4.39) e (4.40) em função
de A′, A′′ e β, usando os resultados (4.22), (4.23) e (4.24).

O delta (∆j), da definição de uj e vj, na equação (4.33) será reescrito do seguinte modo:

∆j = z2j
(
A′

j − A′′
j

)2
,

e, portanto, uj e vj tornam-se:

uj =
√

zjA′
j e vj =

√
zjA′′

j (4.41)
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Os parâmetros mj e nj, usando os mesmos procedimentos, passarão a ser funções explicitas
de βj:

mj =
cos βj

sin βj

e nj = − sin βj

cos βj

. (4.42)

Eles serão definidos em todas as camadas, da primeira à última, exceto em dois casos: (i)
quando no sistema de eixos de referência acontecer de σxy = σyx = 0, ou (ii) se no sistema
de eixos principais de anisotropia σ′′′

x = σ′′′
y . Nestes casos, atribuímos para βj o valor zero,

mas pela definição de mj em (4.42), teríamos uma situação de singularidade.

O caso (i) implica em Axy = Ayx = 0 e Axx 6= Ayy,

∴ βj =
1

2
arctan

(
2Ayxj

Axxj − Ayyj

)
⇒ 2βj = nπ, ∀n ∈ Z. (4.43)

Assuminos que o múltiplo n é igual a zero, uma vez que os outros valores implicam na
troca de A′ por A′′, alterando suas direções sob rotações de 90 graus; e queremos a situação
em que o plano-xy do sistema de referência não sofreu nenhuma rotação em torno de seu
eixo-z.

O caso (ii), também implica em Axy = Ayx = 0, mas agora, Axx = Ayy,

∴ βj =
1

2
arctan

(
0

0

)
, (4.44)

uma indeterminação. Ou seja, não faz sentido, neste caso, pensar numa representação na
forma de (4.21). Ento, temos que:

Axx = Ayy = σ ⇒ A′ = A′′ = σ, (4.45)

sendo σ uma constante escalar. Logo, as componentes horizontais do campo comportam-se
como se estivessem em um meio isotrópico com o valor de condutividade igual ao do plano-xy.

A consequência imediata disso é que uj e vj tornam-se iguais, segundo a equação (4.41), e
os quatro termos das soluções das componentes do campo são condensados em apenas dois,
como, de fato, acontece nos problemas isotrópicos.

Para poder considerar que βj = 0 no caso (ii), precisamos fazer a seguinte consideração:
σ′′′
x w σ′′′

y . Nesse limite, Axy tende a zero mais rapidamente que Axx ou Ayy, e de acordo com
a equação de βj a igualdade fica garantida.

Para contornar a singularidade de mj, para efeitos de computação, usamos a aproximação
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β � 1 para os dois casos, (i) e (ii).

De posse das soluções da componentes do campo Ey, Ex, Ez, Hy e Hx, passaremos agora
a determinação de suas amplitudes Aj, Bj, Cj e Dj, por meio do método da matriz de
propagação.

4.2 APLICAÇÃO DO MÉTODO DA MATRIZ DE PROPAGAÇÃO

Vamos tomar as quatro soluções das componentes tangenciais do campo, (4.35), (4.38),
(4.39) e (4.40), calculadas na seção anterior:

Exj(z) = mj(Aje
uj(z−zj)) +Bje

−uj(z−zj)) + nj(Cje
vj(z−zj) +Dje

−vj(z−zj)) (4.46)

Eyj(z) = Aje
uj(z−zj) +Bje

−uj(z−zj) + Cje
vj(z−zj) +Dje

−vj(z−zj) (4.47)

Hxj(z) = pj(Aje
uj(z−zj) −Bje

−uj(z−zj)) + qj(Cje
vj(z−zj) −Dje

−vj(z−zj)) (4.48)

Hyj(z) = −pjmj(Aje
uj(z−zj) −Bje

−uj(z−zj))− qjnj(Cje
vj(z−zj) −Dje

−vj(z−zj)).(4.49)

Todos os parâmetros que compõem as soluções, exceto as amplitudes Aj, Bj, Cj e Dj,
estão bem definidos em termos dos valores de entrada4 do problema. Portanto, esse conjunto
de quatro equações configura um sistema linear em função de quatro icógnitas. Entretanto,
para que possamos encontrar a solução desse sistema precisamos conhecer o valor do campo,
que satisfaz cada igualdade, na interface de cada meio. Como não temos essa informação por
completo, usaremos a condição de continuidade das componentes tangenciais do campo para
relacionar suas soluc cões em cada camada, com isso, criaremos uma relação de recorrência
entre as amplitudes de cada camada. Com essa relação, passamos a depender apenas da
informação do campo na primeira inteface. Devemos lembrar, também, que na última camada
(camada-n) não temos as amplitudes que representam a reflexão do campo, An e Cn.

Com essas informações, reescreveremos nosso sistema de equações sob a forma do seguinte
produto matricial:

Fk,(j) = Mlk,(j)Gk,(j), (4.50)

cujas matrizes5 são representadas por:

Fj =
[
Exj Eyj Hxj Hyj

]T
, (4.51)

4espessuras, condutividades, os ângulos de inclinação da anisotropia e a frequência
5Para tornar a notação mais compacta não exibiremos, a partir daqui, os índices que se referem as matrizes

em Fk, Gk e Mlk.
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Gk =
[
Aj Bj Cj Dj

]T
(4.52)

e

Mj(z) =


mje

uj(z−zj) mje
−uj(z−zj) nje

vj(z−zj) nje
−vj(z−zj)

euj(z−zj) e−uj(z−zj) evj(z−zj) e−vj(z−zj)

pje
uj(z−zj) −pje

−uj(z−zj) qje
vj(z−zj) −qje

−vj(z−zj)

−pjmje
uj(z−zj) pjmje

−uj(z−zj) −qjnje
vj(z−zj) qjnje

−vj(z−zj),

 (4.53)

A matriz coluna Fj é composta pelas componentes do campo Exj, Eyj, Hxj e Hyj, a
matriz Gj, pelas amplitudes Aj, Bj, Cj e Dj e a matriz quadrada Mj pelas exponenciais de
propagação, com uj e vj, e os parâmetros mj, nj, pj e qj.

Conforme a definição de zj, equação (4.36), a matriz Mj escrita sobre as interfaces entre
os meios, onde z = zj, torna-se:

Mj(zj) =


mj mj nj nj

1 1 1 1

pj −pj qj −qj

−pjmj pjmj −qjnj qjnj

 , (4.54)

e para as profundidades que atingem a última camada:

Mn(z > zn−1) =


0 mn 0 nn

0 1 0 1

0 −pn 0 −qn

0 pnmn 0 qnnn

 . (4.55)

Usando a condição de continuidade para as componentes tangentes à superfície nas inter-
faces entre os meios, as quais estão reunidas na matriz Fj, escrevemos para esta:

Fj|z=zj = Fj+1|z=zj ; (4.56)

e, imediatamente, de acordo com a equação (4.50), obtemos a relação:

Gj = M−1
j Mj+1Gj+1 −→ Gj = XjGj+1. (4.57)

A equação (4.57) relaciona as amplitudes de duas camadas consecutivas. Usando essa relação
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podemos escrever:

G1 = X1G2, (4.58)

G2 = X2G3, (4.59)
...

Gn−3 = Xn−3Gn−2, (4.60)

Gn−2 = Xn−2Gn−1, (4.61)

Gn−1 = Xn−1Gn. (4.62)

Se substituirmos a equação (4.62) em (4.61), e depois, aplicarmos esse resultado em (4.60),
procedendo dessa forma até a equação (4.58), chegaremos a seguinte relação:

G1 = X1X2 · · ·Xn−3Xn−2Xn−1Gn, (4.63)

onde expressamos a matriz das amplitudes da primeira camada G1 em função de Gn. É
fácil notar, com o resultado (4.63), que não só a matriz G1, mas qualquer uma das matrizes
Gj podem ser expressadas em função de Gn. Com isso, escrevemos a seguinte relação de
recorrência:

Gj = RjGn, j = 1, 2, ..., n− 1. (4.64)

para a qual definiremos a matriz Rj como o produtório dos termos Xj :

Rj =
n−1∏
m=j

Xm. (4.65)

Nesta seção, temos o objetivo de determinar as componentes da matriz Gj em cada
camada. Pela relação de recorrência (4.64) notamos que, para isso, é suficiente conhecermos
o valor das componentes de Gn, que como já vimos, são apenas Bn e Dn. Isso diminui a
dependência do problema de quatro valores em cada camada, à somente os dois valores da
última camada.

Para determinar os valores de Bn e Dn, relacionaremos as matrizes Gn a G1 através da
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equação (4.64): 
A1

B1

C1

D1

 =


R11 R12 R13 R14

R21 R22 R23 R24

R31 R32 R33 R34

R41 R42 R43 R44




0

Bn

0

Dn

 ;

que nos darão:

A1 = R12Bn +R14Dn, (4.66)

B1 = R22Bn +R24Dn, (4.67)

C1 = R32Bn +R34Dn, (4.68)

D1 = R42Bn +R44Dn. (4.69)

A idéia por traz deste passo é que uma vez estando em busca da distribuição de resis-
tividade na subsuperfície, e esta dependendo do cálculo do tensor impedância, que por sua
vez, depende da razão do campo elétrico pelo magnético, podemos assumir qualquer valor
de polarização inicial para o campo elétrico ou magnético na primeira interface, sendo esta
escolha irrelevante aos resultados de resistividade. A razão na impedância anulará o efeito
dessa escolha inicial.

O próximo passo é escrever, pelas condições de fronteira, a seguinte relação para Hx e Hy

na primeira interface, onde z = 0:

(i) (Hx0 = Hx1)|z=0 e (ii) (Hy0 = Hy1)|z=0.

Substituindo suas respectivas equações (4.48) e (4.49), e usando os resultados (4.66 - 4.69),
teremos para (i):

Hx0 = p1A1e
−u1h1 − p1B1e

u1h1 + q1C1e
−v1h1 − q1D1e

v1h1

ou
Hx0 =

[
p1
(
R12e

−u1h1 −R22e
u1h1
)
+ q1

(
R32e

−v1h1 −R42e
v1h1
)]︸ ︷︷ ︸

P11

Bn+

+
[
p1
(
R14e

−u1h1 −R24e
u1h1
)
+ q1

(
R34e

−v1h1 −R44e
v1h1
)]︸ ︷︷ ︸

P12

Dn
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e para (ii):

Hy0 = −p1m1A1e
−u1h1 + p1m1B1e

u1h1 − q1n1C1e
−v1h1 + q1n1D1e

v1h1

ou
Hy0 = −

[
p1m1

(
R12e

−u1h1 −R22e
u1h1
)
+ q1n1

(
R32e

−v1h1 −R42e
v1h1
)]︸ ︷︷ ︸

P21

Bn+

−
[
p1m1

(
R14e

−u1h1 −R24e
u1h1
)
+ q1n1

(
R34e

−v1h1 −R44e
v1h1
)]︸ ︷︷ ︸

P22

Dn

Com as seguintes definições:

P11 = p1
(
R12e

−u1h1 −R22e
u1h1
)
+ q1

(
R32e

−v1h1 −R42e
v1h1
)

(4.70)

P12 = p1
(
R14e

−u1h1 −R24e
u1h1
)
+ q1

(
R34e

−v1h1 −R44e
v1h1
)

(4.71)

P21 = p1m1

(
R12e

−u1h1 −R22e
u1h1
)
+ q1n1

(
R32e

−v1h1 −R42e
v1h1
)

(4.72)

P22 = p1m1

(
R14e

−u1h1 −R24e
u1h1
)
+ q1n1

(
R34e

−v1h1 −R44e
v1h1
)

(4.73)

Por fim, o sistema de quatro variáveis em cada camada, através dos passos seguidos até
aqui, foi reduzido a um sistema de apenas duas variáveis, Bn e Dn, escrito em termos da
matriz Plk, cujos elementos são dados pelas equações (4.70 - 4.73), e da polarização assumida
na primeira interface (ar/terra):

Hx0 = P11Bn + P12Dn (4.74)

Hy0 = −P21Bn − P22Dn. (4.75)

Resolvendo este sistema para Bn e Dn, obtemos:

Bn = − hx0P22 + hy0P12

(P21P12 − P11P22)
, (4.76)

Dn =
hx0P21 + hy0P11

(P21P12 − P11P22)
(4.77)

e usando a relação de recorrência encontramos as amplitudes Aj, Bj, Cj e Dj das outras
camadas. Com elas, expressamos o valor dos campos na profundidade desejada, através das
equações (4.46 - 4.49).

Vamos assumir duas polarizações para a solução deste problema. A primeira, (a), consiste
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em Hx = 1 e Hy = 0, que relacionamos ao modo TE, por praticidade; a segunda, (b), consiste
em Hx = 0 e Hy = 1, que relacionamos ao modo TM.

Para o caso (a), temos:

Bn = − hx0P22

(P21P12 − P11P22)
(4.78)

Dn =
hx0P21

(P21P12 − P11P22)
(4.79)

E para o caso (b):

Bn = − hy0P12

(P21P12 − P11P22)
(4.80)

Dn =
hy0P11

(P21P12 − P11P22)
(4.81)

Para o cálculo das resistividades aparentes, temos:

ρxx(j) =
1

ωµj

|Zxx(j)|2 e ρxy(j) =
1

ωµj

|Zxy(j)|2, (4.82)

ρyx(j) =
1

ωµj

|Zyx(j)|2 e ρyy(j) =
1

ωµj

|Zyy(j)|2. (4.83)

Considerando as duas polarizações, (a) e (b), encontramos as componentes horizontais do
campo para cada uma delas. E aplicando-as à relação com o tensor impedância Zij:[

Ex

Ey

]
=

[
Zxx Zxy

Zyx Zyy

][
Hx

Hy

]

obtemos o sistema:

E(a)
x = ZxxH

(a)
x + ZxyH

(a)
y ,

E(a)
y = ZyxH

(a)
y + ZyyH

(a)
x ,

E(b)
x = ZxxH

(b)
x + ZxyH

(b)
y ,

E(b)
y = ZyxH

(b)
y + ZyyH

(b)
x .

Assim, chegamos às expressões dos elementos do tensor impedância:

Zxx =
E

(a)
x H

(b)
y − E

(b)
x H

(a)
y

H
(a)
x H

(b)
y −H

(b)
x H

(a)
y

e Zxy =
E

(b)
x H

(a)
x − E

(a)
x H

(b)
x

H
(a)
x H

(b)
y −H

(b)
x H

(a)
y

,
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Zyx =
E

(b)
y H

(a)
x − E

(a)
y H

(b)
x

H
(b)
y H

(a)
x −H

(b)
x H

(a)
y

e Zyy =
E

(a)
y H

(b)
y − E

(b)
y H

(a)
y

H
(b)
y H

(a)
x −H

(b)
x H

(a)
y

,

A modelagem bidimensional, que é assunto do próximo capítulo, usará este resultado
1D em sua formulação, por isso algumas análises são importantes a respeito do campo em
profundidade. É o que faremos nesta próxima seção.

4.3 ANÁLISE DOS CAMPOS EM PROFUNDIDADE

Antes de iniciarmos as análises do campos, validaremos nossos resultados reproduzindo
na Figura 4.3 um dos gráficos do modelo apresentado por Pek e Santos (2002), Figura 4.2.

Figura 4.2. Modelo de Pek e Santos. Constitui-se de quatro camadas, sendo apenas primeira e a
segunda anisotrópicas. A última delas é um semi-espac co infinito. O modelo de anisotropia é o
horizontal, o mais simples possível que gera o acoplamento entre as componentes horizontais.

Fonte: Pek e Santos (2002)

Na Figura 4.3, (a) e (b), exibem curvas referentes as razões das três componentes do
tensor impedância, Zxx, Zxy e Zyx, por seus respectivos módulos. Isso, para um modelo de
anisotropia horizontal. A presença da componente Zxx ilustra este tipo de anisotropia, pois
indica que as componentes horizontais do campo estão acopladas. As extremidades da direita
e da esquerda deste gráfico, correspondem a zonas isotrópicas, alcançadas pelos menores e
maiores períodos, respectivamente. Portanto, Zxx tende a “um” (adimensional) à esquerda e
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Figura 4.3. Validação dos resultados 1D. Os gráficos mostram a parte real da razão da impedância
aparente por seu módulo. (a) Curvas geradas pela formulação apresentada neste trabalho. (b)
Curvas exibidas no trabalho de Pek e Santos.

Fonte: Comparação com Pek e Santos (2002)

a “zero” à direita, uma vez que para os menores períodos o efeito das camadas anisotrópicas
no gráfico ainda é relevante. Já as componentes Zxy e Zyx tendem a ser simétricas uma a
outra nos extremos da direita e esquerda do gráfico, conforme sabemos da teoria.

Vejamos, agora, o que acontece com as componentes horizontais do campo. Consideremos
o modelo anisotrópico da Figura 4.4, que chamaremos de modelo-2, para estudar o compor-
tamento do campo em profundidade, a uma frequência de 1000Hz e rotação αs (strike) de
30 graus.
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Na Fig 4.5 plotamos os gráficos do módulo das componentes horizontais do campo: Ex,
Ey, Hx e Hy. As curvas vermelhas referem-se a polarização (i): Hx = 1 + i0 e Hy = 0 + i0,
referenciada por P1, e as curvas azuis referem-se a polarização (ii): Hx = 0+i0 e Hy = 1+i0,
referenciadas por P2. As curvas tracejadas e cheias, I-1 e I-2, respectivamente, representam
modelos isotrópicos, cuja segunda camada do modelo-2 recebe o valor de resistividade 102

Ωm para I-1 e 104 Ωm para I-2.

Figura 4.4. O Modelo 2: trata-se do modelo anterior modificado, retiramos a última camada, e as
espessuras foram divididas por 10.

As curvas isotrópicas da Fig 4.5(a)–(d), delimitam a região na qual P1 e P2 variam. A
curva I-1, na parte superior dos gráficos, decai mais lentamente que I-2, devido seu maior valor
de resistividade. Conforme o ângulo αs varia, as curvas anisotrópicas P1 e P2 aproximam-se
de I-1 ou I-2. Quando não há rotação entre os eixos do sistema de referência e de anisotropia,
a dupla Ey e Hx depende, exclusivamente, da componente σy da condutividade, para ela,
é como se o modelo-2 tivesse a segunda camada isotrópica, com o valor de condutividade
σy. O mesmo acontece para a dupla Ex e Hy com rela ao a σx. Por outro lado, quando há
rotação entre os sistemas, cada dupla passa a depender, simultaneamente, dos dois valores
de condutividade, σx e σy, por isso suas componentes são acopladas. Como consequência, as
curvas P1 e P2 exibem traços do comportamento de I-1 e I-2, tendendo mais a uma, ou a
outra, conforme a rotação entre os sistemas. Essa situação intermediária garante às curvas
anisotropicas P1 e P2 uma característica peculiar, a oscilação do módulo das componentes
horizontais do campo no interior de camadas anisotrópicas. Dependendo da polarização
inicial essas oscilações tornam-se mais, ou menos evidentes.
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Figura 4.5. Cada gráfico apresenta quatro curvas do módulo contra a profundidade. P1 refere-se
à polarização (i) Hx = 1 + i0 e Hy = 0 + i0, e P2 à polarização (ii) Hx = 0 + i0 e Hy = 1 + i0.
Cada uma delas gera todas as componentes do campo. As curvas I-1 representam as respostas
das componentes considerando a segunda camada do modelo 2 isotrópica, com resistividade igual a
102Ωm, e I-2, considerando a resistividade igual a 104Ωm.
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Quando assumimos a polarização (i) ou (ii), temos, inicialmente, apenas uma componente
do vetor horizontal magnético H, essa componente é real, portanto, a direção deste vetor é a
mesma de sua componente. Imediatamente, ao penetrar nas camadas, a outra componente
do vetor surge, mudando a direção de H, que será rotacionado à medida que se propaga
para o interior das camadas. O mesmo ocorre ao vetor horizontal elétrico, mas neste caso,
nenhuma de suas componentes são nulas na primeira interface, e nem reais, como no vetor
magnético. Não podemos precisar a direção do vetor complexo E ou H, em geral, costuma-
se separa-lo em um vetor real e outro imaginário, por exemplo, H = Hr + iHi, onde Hr
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contém as partes reais de Hx e Hy e Hi, as partes imaginárias. Analisando um e outro,
separadamente, é possível verificar o sentido em que apontam, no entanto, para o vetor
complexo completo H, não temos informações sobre sua direção. Como cada componente
horizontal é dada por um número complexo, não sabemos qual o sentido que apontam, mas
vejamos que características podemos observar nas componentes complexas que caracterizam
o comportamento anisotrópico.

O aparecimento dos “bicos”, observados nas curvas P2 e P1 das Figuras 4.5(b) e 4.5(d),
respectivamente, são naturais, uma vez que o módulo do número complexo é a única forma de
avaliarmos sua magnitude, e neste procedimento perdemos a informação do sinal das partes
real e imaginária. Também observamos que quanto maior a diferença entre as componentes
Hx e Hy na escolha da polarização, mais acentuado é o bico que surge. Nas componentes
elétricas, como seus valores iniciais dependem da escolha da polarização, estes, em geral,
não apresentam os bicos. Mas podemos observar, na camada anisotrópica, que seu módulo
decresce, apresentando algumas irregularidades que não são típicas das curvas isotrópicas.

Na Figura 4.6, do lado esquerdo, mostramos três gráficos em sequência vertical referentes
a componente Hx, e mais três, à direita, referentes a Hy. Em cada sequência, temos as curvas
do módulo, da parte real e da parte imaginária contra a profundidade das referidas compo-
nentes. Queremos explorar a relação existente entre tais curvas. A escolha das componentes
magnéticas se deu, por exibirem de maneira mais acentuada as mudanças decorrentes da
anisotropia.

Nos gráficos da Figura 4.6 referentes a Hy (b, d e e), devido a polarização (i), não te-
mos curvas isotrópicas. Porém podemos confirmar o que dissemos, de que quanto maior a
disparidade entre os valores escolhidos na polarização, os bicos serão mais acentuados, e até
poderão apresentar mais de um bico, no caso da disparidade não contar com nenhum dos
valores de Hx e Hy nulos. Na Figura 4.6d, vemos que a componente real de Hy obedece a
uma função decrescente até atingirem a primeira interface. Se seu valor inicial for maior que
zero, no percurso até esta camada, ela cortará o eixo das absissas. Conforme esse valor inicial
se aproxima do valor da outra componente, Hx, o ângulo de inclinação muda, ao ponto de
não mais cortar o eixo das absissas enquanto tende a alcançar a primeira interface. Após
atingir essa interface a curva de Fig 4.6d passa a se comportar como uma função crescente,
o que também, conforme a escolha da polarização pode estar mais, ou menos, evidente.

Por meio destes resultados, vemos que existe um efeito de borda nas interfaces das cama-
das anisotrópicas, que ocasiona um crescimento no módulo do vetor do campo quando estes
a atravessam. Percebemos que tal efeito é mais acentuado para as componentes magnéticas.
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Figura 4.6. A sequência de gráficos foi construída sob a polarização (i), com um ângulo strike de 30o e
à frequência de 1000Hz. Na coluna da esquerda, as curvas são referentes a componente Hx. De cima
para baixo, temos a curva do módulo, depois da parte real e por último, da parte imaginária, todas
contra a profundidade. As curvas em cinza são as isotrópicas de cada caso, a tracejada, referente a
segunda camada com ρ2 = 102Ωm, e a cheia, referente a 104Ωm. Para a coluna da direita, temos
a mesma sequência para a componente Hy. Logicamente, pela polarização (i) não temos as curvas
em cinza.
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Para o modelo-2, que considera apenas a rotação αs, não é possível ser induzida a com-
ponente normal Ez do campo, devido σzy e σzx serem nulos, de acordo com a equação 4.18,
mostrada abaixo:

Ez = −σzx

σzz

Ex −
σzy

σzz

Ey. (4.84)

Vamos considerar, portanto, que a camada anisotrópica do modelo, além de uma rotação
αs, tenha também uma inclinação do plano horizontal à superfície sob o eixo z, que será
representada pelo ângulo αd = 30o. Isso configura uma anisotropia Dip, ou cruzada. Nesse
caso, mostramos na Figura 4.7 a descontinuidade desta curva através das camadas, uma vez
que, pela equação 4.84, não tendo a segunda rotação, esta será nula.

Figura 4.7. Curvas da componente normal do campo elétrico Ez. Ao modelo-2, acrescentamos a
rotação αd, responsável pela geração de σzy e σzx. Essa anisotropia é conhecida como cruzada. Em
vermelho, temos a curva referente a polarização (i), em azul, referente a polarização (ii), e em verde,
temos a soma das duas polarizações.

O estudo das componentes do campo 1D em profundidade é importante, pois usamos tais
resultados, no interior das camadas, como fonte na formulação da modelagem 2D. Este é o
nosso próximo passo.
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5 MODELAGEM DO MT 2D COM ANISOTROPIA

O campo MT para modelos geológicos bidimensionais, assim como no caso 1D, apresenta
todas as suas componentes acopladas devido a anisotropia. Fazendo-se as devidas substitui-
ções entre as equações que regem o problema, derivadas das equações de Maxwell, isolamos as
componentes Ey e Hy num sistema duas equações diferenciais, e todas as outras componentes
passarão a ser funções destes duas. Este sistema será resolvido através do método numérico
dos Elementos Finitos (EF).

5.1 O SISTEMA DIFERENCIAL

Figura 5.1. Modelo de multicamadas estratificadas 2D com anisotropia em todas as camadas, in-
clusive a hetorogeneidade. O sistema de referência está posicionado sobre a primeira interface, no
centro do modelo. O eixo-x aponta para a direita do leitor, o y na direção que sai desta página e z,
tem o sentido positivo apontando para o interior das camadas. Na direção y consideramos que as
dimensões são grandes o suficiente para que sejam tomadas como infinitas na formulação 2D deste
problema.

Fonte: Adaptado de Rijo (1991)

Um meio estratificado sem heterogeneidades é comumente chamado de modelo primário.
Por outro lado, na presença de heterogeneidades, este meio passa a ser chamado de modelo
secundário. A figura 5.1 mostra a representação de tais modelos. Ao modelo primário,
relacionamos um campo que é gerado pela interação do campo MT com suas estratificações,
chamado de campo primário, tal campo trata-se do mesmo obtido no capitulo anterior (campo
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MT 1D). Já no modelo secundário, o campo gerado é resultante da interação do campo MT
com as estratificações e heterogeneidades em seu interior, que chamaremos de campo total.
Matematicamente, é possível subtrairmos o campo primário do campo total, e o campo
resultante desta subtração será chamado campo secundário.

Com estas definições descreveremos o campo total, do modelo geoelétrico bidimensional,
como a soma de duas contribuições bem definidas, o campo primário e o campo secundário:

E = Ep + Es e H = Hp +Hs. (5.1)

Analogamente, destacamos as propriedades elétricas e magnéticas do modelo primário e suas
variações devido as heterogeneidades,

σ̃ = σ̃p +∆σ̃ e z = zp +∆z. (5.2)

O sinal sobre as grandezas representam a natureza anisotrópica nas mesmas.

As equações de Maxwell para o campo do meio primário serão escritas sob a seguinte
notação:

∇× Ep + zpHp = 0 e ∇×Hp − σ̃pEp = 0, (5.3)

em que zp = iωµp e σ̃p é a condutividade anisotrópica (equação (4.5)).

Para representar as equações de Maxwell no meio secundário, ou bidimensional, utilizamos
as definições (5.1) e (5.2), em termos das quais teremos:

∇× (Ep + Es) + (zp +∆z)(Hp +Hs) = 0

∇× (Hp +Hs)− (σ̃p +∆σ̃)(Ep + Es) = 0;

e levando em consideração o resultado (5.3), elas resultam em:

∇× Es + zHs = −∆zHp, (5.4)

∇×Hs − σ̃Es = ∆σ̃Ep. (5.5)

Vemos que os campos secundários estão em função dos primários, que atuam como fonte
para esta formulação nas equações diferenciais parciais não-homogêneas do sistema acima.
De acordo com o nosso modelo 2D (figura 5.1), o parâmetro de resistividade não varia na
direção y, o contrário, em relação às direções x e z, portanto, as equações (5.4) e (5.5) se
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desdobram nas seguintes componentes:

−
∂Es

y

∂z
+ zHs

x = −∆zHp
x (5.6)

∂Es
x

∂z
− ∂Es

z

∂x
+ zHs

y = −∆zHp
y (5.7)

∂Es
y

∂x
+ zHs

z = −∆zHp
z (5.8)

∂Hs
y

∂z
+ σxxE

s
x + σxyE

s
y + σxzE

s
z = −∆Ep

x (5.9)

∂Hs
z

∂x
− ∂Hs

x

∂z
+ σyxE

s
x + σyyE

s
y + σyzE

s
z = −∆Ep

y (5.10)

−
∂Hs

y

∂x
+ σzxE

s
x + σzyE

s
y + σzzE

s
z = −∆Ep

z (5.11)

em que:

∆Ep
x = ∆σxxE

p
x +∆σxyE

p
y +∆σxzE

p
z

∆Ep
y = ∆σyxE

p
x +∆σyyE

p
y +∆σyzE

p
z

∆Ep
z = ∆σzxE

p
x +∆σzyE

p
y +∆σzzE

p
z (5.12)

Conforme dissemos, com as devidas substituições, o conjunto (5.6 - 5.11) originam o
seguinte sistema diferencial para os campos Ey e Hy:

∂

∂x

(
σxx

D

∂Hs
y

∂x

)
+

∂

∂z

(
σzz

D

∂Hs
y

∂z
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∂

∂z

(
σxz

D

∂Hs
y

∂x

)
+

∂

∂x

(
σzx

D

∂Hs
y

∂z

)
+

∂

∂x

(
AEs

y

)
− ∂

∂z

(
BEs

y

)
− zHs

y

= − ∂

∂z

(σzz

D
∆Ep

x −
σxz

D
∆Ep

z

)
+

∂

∂x

(σxx

D
∆Ep

z −
σzx

D
∆Ep

x

)
+∆zHp

y (5.13)

e

∂2Es
y

∂x2
+

∂2Es
y

∂z2
+ zA

∂Hs
y

∂x
− zB

∂Hs
y

∂z
− zCEs

y

= zB∆Ep
x + z∆Ep

y + zA∆Ep
z +∆z

∂Hp
x

∂z
−∆z

∂Hp
z

∂x
(5.14)
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com os coeficientes A, B, C e D dados por:

D = (σxxσzz − σzxσxz), A =
(σzxσxy − σxxσzy)

D
,

B =
(σzyσxz − σzzσxy)

D
e C = (σyxB + σyy + σyzA).

As outras componentes do campo são funções de Ey e Hy:

Es
x = −

{
σxz

D

∂Hs
y

∂x
+

σzz

D

∂Hs
y

∂z

}
+BEs

y +
[
−σzz

D
∆Ep

x +
σxz

D
∆Ep

z

]
, (5.15)

Es
z =

{
σzx

D

∂Hs
y

∂z
+

σxx

D

∂Hs
y

∂x

}
+ AEs

y +
[
−σxx

D
∆Ep

z +
σzx

D
∆Ep

x

]
, (5.16)

Hs
x =

{
1

z

∂Es
y

∂z

}
−
[
∆z

z
Hp

x

]
, (5.17)

Hs
z = −

{
1

z

∂Es
y

∂x

}
−
[
∆z

z
Hp

z

]
. (5.18)

Conforme a Figura 5.1, as componentes tangenciais do campo podem ser generalizadas
para o modelo 2D:

Es
t = Es

x cosα+ Es
z sinα, (5.19)

Hs
t = Hs

x cosα+Hs
z sinα, (5.20)

t̂ · î = cosα e t̂ · k̂ = sinα. O versor t̂ representa o vetor unitário na direção tangencial ao
corpo, o î, na direção x e o k̂ na direção z. Porém, não será necessária a composição vetorial
das componentes tangenciais fora das bordas do corpo.

É necessário, no entanto, reformular as equações (5.19) e (5.20) em termos dos parâmetros
n̂ (= − sin α̂i+ cosαk̂), τ̃ , p, q e s, sendo estes, respectivamente, definidos como:

τ̃ =
1

D

[
σxx σxz

σzx σzz

]
, p = −AEs

y î+BEs
yk̂, q = ∆Ep

z î−∆Ep
xk̂, e s = Hp

z î−Hp
xk̂.

n̂ é o versor normal à superfície da heterogeneidade que aponta para fora do corpo. D, A e
B são os parâmetros das eqs (5.13) e (5.14).

Substituindo as equações (5.15) e (5.16) em cada uma das equações (5.19) e (5.20), obte-
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mos novas relações1 para as componentes tangenciais do campo (LI, 2000):

Et =

{
τ̃
∂Hy

∂n

}
− p · n̂+ [τ̃q · n̂] , (5.21)

Ht =

{
1

z

∂Ey

∂n

}
+

[
∆z

z
s · n̂

]
. (5.22)

Os termos entre chaves das equações (5.15) e (5.16) constituem o primeiro termo da equação
(5.21), também entre chaves. Os que não encontram-se envolvidos por nada constituem o
segundo termo, e os que estão envolvidos pelos colchetes constituem o terceiro termo da
referida equação (5.21). Da mesma forma relacionamos os termos separados das equações
(5.17) e (5.18) aos termos da equação (5.22).

Essa representação é importante pois no sistema de equações diferenciais que vamos re-
solver na próxima seção, com a utilização do método dos elementos finitos (EF), as com-
ponentes tangenciais aparecem sob essa forma, podemos identificar, portanto, os termos de
integral de linha nas bordas dos elementos do corpo, tendo este uma geometria qualquer.
Sem reconhecê-la torna-se bem mais difícil fazer a eliminação destas integrais de linha nas
bordas dos elementos da malha de EF, corretamente.

Conforme dissemos no capítulo 2, a maioria dos materiais na subsuperfície da terra pos-
suem a constante magnética µ ' µ0, então, podemos considerar que ∆z = 0 em todo o
domínio deste problema. Usando as definições de ∆Ep

x, ∆Ep
y e ∆Ep

z , eqs de (5.12), podemos
reescrever as equações do sistema diferencial, formado pelas equações (5.13) e (5.14), como:

∇ · (τ̃∇Hs
y − p)− zHs

y = − ∂

∂z
(D̃Ep

x − B̄Ep
y +MEp

z )

− ∂

∂x
(NEp

x + ĀEp
y − D̂Ep

z ), (5.23)

1

z
∇2Es

y + A
∂Hs

y

∂x
−B

∂Hs
y

∂z
− CEs

y = ĈEp
x + C̄Ep

y + C̃Ep
z (5.24)

em que os coeficientes D̃, D̂, Ā, B̄, M , N , C̃, Ĉ e C̄ são dados por:

D̃ =
(σzz∆σxx − σxz∆σzx)

D
e D̂ =

(σxx∆σzz − σxz∆σzx)

D
,

B̄ =
(σxz∆σzy − σzz∆σxy)

D
e Ā =

(σzx∆σxy − σxx∆σzy)

D
,

1Conforme a seguinte definição: ∂By

∂n ≡ ∇By · n̂.
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M =
(σzz∆σxz − σxz∆σzz)

D
e N =

(σzx∆σxx − σxx∆σzx)

D
,

Ĉ = (B∆σxx +∆σyx + A∆σzx) ,

C̄ = (B∆σxy +∆σyy + A∆σzy) ,

C̃ = (B∆σxz +∆σyz + A∆σzz) .

Note que o termo entre parênteses do lado esquerdo da igualdade de (5.23), assim como
o primeiro termo da esquerda de (5.24), estão relacionadas às definições de (5.21) e (5.22).

5.2 Aplicando o método dos Elementos Finitos

Temos que encontrar a solução do sistema diferencial formado pelas equações (5.23) e
(5.24), mas ao contrário das equações para o campo primário, este sistema não é de fácil
solução. Por isso, usaremos a técnica de aproximação numérica dos elementos finitos para
a solução problema, uma poderosa ferramenta de solução de equações diferenciais parciais
(EDP). Em essência, ela transforma um problema de contorno de EDP, de difícil solução, em
um problema algébrico de variáveis discretas, muito mais simples de ser tratado (Rijo, 1996).
No artigo de Li e Pek (2008) vemos que esta técnica numérica é a mais adequada quando
tratamos de problemas que envolvem batimetria e topografia.

O primeiro passo para a aplicação do método é definir uma região Ω suficientemente
grande em torno das heterogeneidades bidimensionais de interesse no problema, de modo que
os valores absolutos das componentes Es

y e Hs
y sejam muito pequenos na fronteira ∂Ω, desta

região. Contudo, não tão grande a ponto de tornar o problema dispendioso computacional-
mente. O fato de Es

y e Hs
y serem praticamente zero na fronteira é conhecido como condições

de fronteira de Dirichlet do tipo homogêneas.

O segundo passo é subdividir toda região Ω em pequenas porções Ωe de formas geomé-
tricas simples (triângulos, quadriláteros, etc.), denominados de elementos, e coletivamente
chamados de malha de elementos finitos.

O terceiro passo é concentrar o problema em cada um desses elementos, expressando Es
y

e Hs
y por combinações de funções bases ϕn, lineares ou quadráticas. Em seguida agrupar

a contribuição de cada um desses elementos na forma de uma matriz, chamada de matriz
elementar, para formar um sistema linear de equações algébricas denominado de sistema
global, que solucionado numericamente, fornece os valores discretos aproximados de Es

y e Hs
y

nos nós da malha.
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Para restringir o problema a cada elemento Ωe aplicaremos o critério de Galerkin (Rijo,
1977) em cada uma das eqs do sistema. Então, a eq (5.23) será multiplicada por uma variação
arbitrária do campo magnético, designada por ϕn, e integrada sobre o elemento de área Ωe:∫

Ωe

ϕn

[
∇ ·
(
τ̃∇Hs

y − p
)]

dxdz − z

∫
Ωe

ϕnH
s
ydxdz

= −
∫
Ωe

ϕn

[
∂

∂z
(D̃Ep

x − B̄Ep
y +MEp

z )

]
dxdz +

−
∫
Ωe

ϕn

[
∂

∂x
(NEp

x + ĀEp
y − D̂Ep

z )

]
dxdz. (5.25)

Uma etapa crucial em todo o processo é reescrever essa equação ressaltando a contribuição das
integrais nas fronteiras ∂Ωe de cada elemento. Tecnicamente este processo gera as chamadas
condições de fronteiras naturais entre os elementos. Esse passo é importantíssimo porque é
através da contribuição das integrais de linha nas fronteidas de cada elemento que eles se
juntam entre si para cobrir todo o domínio Ω e assim permitir que se chegue a solução global
do sistema.

Para explicitar a contribuição da integrais na fronteira em (5.28), podemos usar a fórmula
de Gauss para a divergência do lado esquerdo:∫

Ω

∇ · uvdΩ =

∫
Γ

u · n̂vdΓ−
∫
Ω

u · ∇vdΩ, (5.26)

e a integração por partes para os termos do lado direito, como ilustra a expressão abaixo
para um dos termos de (5.28):∫

Ωe

ϕn
∂

∂z
(D̃Ep

x)dxdz =

∮
∂Ωe

D̃ϕn
∂Ep

x

∂z
dx−

∫
Ωe

D̃
∂ϕn

∂z

∂Ep
x

∂z
dxdz, (5.27)

deste modo, a equação (5.28) será reescrita da seguinte maneira:∫
Ωe

∇ϕn · (τ̃∇Hs
y − p)dxdz −

∫
Γe

(
τ̃
∂Hs

y

∂n
− pn̂

)
ϕndΓ + z

∫
Ωe

ϕnH
s
ydxdz =∮

∂Ωe

ϕn

(
D̃
∂Ep

x

∂z
− B̄

∂Ep
y

∂z
+M

∂Ep
z

∂z

)
dx−

∫
Ωe

∂ϕn

∂z

(
D̃
∂Ep

x

∂z
− B̄

∂Ep
y

∂z
+M

∂Ep
z

∂z

)
dxdz +∮

∂Ωe

ϕn

(
N
∂Ep

x

∂x
+ Ā

∂Ep
y

∂x
− D̂

∂Ep
z

∂x

)
dz −

∫
Ωe

∂ϕn

∂x

(
N
∂Ep

x

∂x
+ Ā

∂Ep
y

∂x
− D̂

∂Ep
z

∂x

)
dxdz.

(5.28)

onde Γe representa o limite do elemento Ωe. Nós usamos também a seguinte identidade:
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τ̃∇Hs
y · n̂ϕn = τ̃

∂Hs
y

∂n
ϕn

Similarmente, a eq. (5.24) será multiplicada por uma variação arbitrária da componente
magnética, denominada ϕn, e integrada sobre a região Ωe. Em seguida, explicitaremos a
contribuição da integrais na fronteira de Ωe usando a fórmula de Green:∫

Ω

∇2uvdΩ =

∫
Γ

∂u

∂n
vdΓ−

∫
Ω

∇u · ∇vdΩ, (5.29)

e, então, a eq. (5.24) passará a ser reescrita como:

1

z

∫
Ωe

∇ϕn · ∇Es
ydxdz −

1

z

∫
Γe

∂Es
y

∂n
ϕndΓ−

∫
Ωe

ϕn

(
A
∂Hs

y

∂x
−B

∂Hs
y

∂z
− CEs

y

)
dxdz =

−
∫
Ωe

ϕn

(
ĈEp

x + C̄Ep
y + C̃Ep

z

)
dxdz (5.30)

Na formulação da eq. (5.28), usamos a relação (5.21) para escrever o integrando de sua
integral de linha como Etϕn. Do mesmo modo, na formulação de (5.30), usamos (5.22) para
reescrever o integrando da integral de linha como Htϕn.

Devido a continuidade dos campos Es
y e Hs

y , as integrais de linha se anulam mutualmente
nas fronteiras de elementos internos à região Ω, isso, devido nas bordas de cada elemento Ωe, o
curso das integrais de linha entre dois elementos vizinhos sempre encontrarem-se em sentidos
opostos; por consequência, tais integrais não precisam ser calculadas. É como se os elementos
tivessem sido aglutinados. Do mesmo modo, nos elementos cujas fronteiras coincidem com
a fronteira externa ∂Ω, as integrais de linha também não precisam ser calculadas, devido às
condições de fronteira de Dirichlet predominarem sobre as condições de fronteiras naturais.

As eqs (5.28) e (5.30), finalmente, serão reescritas, respectivamente, como:

3∑
n=1

∫
Ωe

(
∇ϕn · (τ̃∇Hs

y) + zϕnH
s
y

)
dxdz −

3∑
n=1

∫
Ωe

∇ϕn · pdxdz = −

3∑
n=1

∫
Ωe

[
∂ϕn

∂z

(
D̃
∂Ep

x

∂z
− B̄

∂Ep
y

∂z
+M

∂Ep
z

∂z

)
+

∂ϕn

∂x

(
N
∂Ep

x

∂x
+ Ā

∂Ep
y

∂x
− D̂

∂Ep
z

∂x

)]
dxdz,

(5.31)
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3∑
n=1

∫
Ωe

(
1

z
∇ϕn · ∇Es

y + ϕnCEs
y

)
dxdz −

3∑
n=1

∫
Ωe

ϕn

(
A
∂Hs

y

∂x
−B

∂Hs
y

∂z

)
dxdz = −

3∑
n=1

∫
Ωe

ϕn

(
ĈEp

x + C̄Ep
y + C̃Ep

z

)
dxdz (5.32)

Substituindo as funções Es
y e Hs

y pelas respectivas combinações lineares de funções bases:

Es
y(x, z) =

3∑
m=1

ϕmE
s
ym e Hs

y(x, z) =
3∑

m=1

ϕmH
s
ym. (5.33)

em que Eym e Hym são os campos elétricos e magnéticos nos n-ésimos vértices com as coor-
denadas (xm, zm), m = 1, 2, 3 (Figura 5.2); e ϕm, a função de forma linear, correspondente
ao plano formado por estes vértices do elemento triangular (Figura 5.2). As funções bases

Figura 5.2. (a) Elemento triangular que compõe a malha dos EF. (b) Representação do comporta-
mento das funções base.

Fonte: Adaptado de Rijo (1991)

são definidas por:
ϕm =

1

2Ae
(am + bmx+ cmz) , m = 1, 2, 3, (5.34)

em que Ae = 1
2
(b1c2 − b2c1) representa a área de cada elemento triangular, com

a1 = z2 − z3, b1 = x3 − x2, c1 = x2z3 − x3z2,

a2 = z3 − z1, b2 = x1 − x3, c2 = x3z1 − x1z3,

a3 = z1 − z2, b3 = x2 − x1, c3 = x1z2 − x2z1. (5.35)
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As funções bases satisfazem à seguinte condição:

ϕ1(x1, z1) = 1, ϕ1(x2, z2) = 0, ϕ1(x3, z3) = 0,

ϕ2(x1, z1) = 0, ϕ2(x2, z2) = 1, ϕ2(x3, z3) = 0,

ϕ3(x1, z1) = 0, ϕ3(x2, z2) = 0, ϕ3(x3, z3) = 1. (5.36)

As integrais sobre o elemento de área Ωe, eqs (5.31) e (5.32), são avaliadas utilizando as
eqs (5.33 - 5.36). Vamos reescrevê-las, respectivamente, na forma de produto matricial para
cada elemento:

3∑
m=1

Kh
n,mH

s
ym +Kace

n,mE
s
ym = −γh

n (5.37)

e
3∑

m=1

Ke
n,mE

s
ym −Kach

n,mH
s
ym = −γe

n (5.38)

com Kace
n,m e Kach

n,m sendo as matrizes de acoplamento das equações do sistema de Ey e Hy:

Kace
n,m = A

∫
Ωe

∂ϕn

∂x
ϕmdxdz −B

∫
Ωe

∂ϕn

∂z
ϕmdxdz (5.39)

Kach
n,m = A

∫
Ωe

ϕn
∂ϕm

∂x
dxdz −B

∫
Ωe

ϕn
∂ϕm

∂z
dxdz. (5.40)

As matrizes Kh
n,m e Ke

n,m são dadas por:

Kh
n,m =

∫
Ωe

∇ϕn · (τ̃ · ∇ϕm) dxdz + z

∫
Ωe

ϕnϕmdxdz (5.41)

Ke
n,m =

1

z

∫
Ωe

∇ϕn · ∇ϕmdxdz + C

∫
Ωe

ϕnϕmdxdz (5.42)

e as matrizes γh
n e γe

n, que representam a fonte do campo, neste caso os campos primários
(Ep

x1, E
p
x2, E

p
x3, ...) dados em cada vértice do elemento Ωe, são dadas por:

γh
n =

∫
Ωe

(
D̃
∂ϕn

∂z
+N

∂ϕn

∂x

)
(ϕ1E

p
x1 + ϕ2E

p
x2 + ϕ3E

p
x3) dxdz + (5.43)∫

Ωe

(
Ā
∂ϕn

∂x
− B̄

∂ϕn

∂z

)(
ϕ1E

p
y1 + ϕ2E

p
y2 + ϕ3E

p
y3

)
dxdz +∫

Ωe

(
M

∂ϕn

∂z
− D̂

∂ϕn

∂x

)
(ϕ1E

p
z1 + ϕ2E

p
z2 + ϕ3E

p
z3) dxdz
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γe
n = Ĉ

∫
Ωe

ϕn (ϕ1E
p
x1 + ϕ2E

p
x2 + ϕ3E

p
x3) dxdz (5.44)

C̄

∫
Ωe

ϕn

(
ϕ1E

p
y1 + ϕ2E

p
y2 + ϕ3E

p
y3

)
dxdz

C̃

∫
Ωe

ϕn (ϕ1E
p
z1 + ϕ2E

p
z2 + ϕ3E

p
z3) dxdz

Usando a relação: ∫
Ωe

ϕα
1ϕ

β
2ϕ

θ
3dxdz = 2Ae α!β!θ!

(α+ β + θ + 2)!
, (5.45)

na qual α, β e θ são valores que variam de 1 a 3, calculamos cada uma das matrizes de (5.37)
e (5.38):

(i) As matrizes de acoplamento Kace
n,m e Kach

n,m:

Kace
n,m =

1

6


(Ab1 −Bc1) (Ab2 −Bc2) (Ab3 −Bc3)

(Ab1 −Bc1) (Ab2 −Bc2) (Ab3 −Bc3)

(Ab1 −Bc1) (Ab2 −Bc2) (Ab3 −Bc3)

 ,

Kach
n,m =

1

6


(Ab1 −Bc1) (Ab1 −Bc1) (Ab1 −Bc1)

(Ab2 −Bc2) (Ab2 −Bc2) (Ab2 −Bc2)

(Ab3 −Bc3) (Ab3 −Bc3) (Ab3 −Bc3)

 . (5.46)

(ii) As matrizes Kh
n,m e Ke

n,m, com n = 1, 2, 3, representado as linhas da matriz:

Kh
n,m =

1

4AeD

3∑
m=1

[bn (σxxbm + σxzcm) + cn (σzxbm + σzzcm)] + (5.47)

+
Aez

12


2 1 1

1 2 1

1 1 2

 ,

Ke
n,m =

1

4Aez

3∑
m=1

(bnbm + cncm) +
AeC

12


2 1 1

1 2 1

1 1 2

 . (5.48)
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(iii) As matrizes fontes γh
n e γe

n:

γh
n =

1

6

3∑
n=1


(
Nbn + D̃cn

)
(Ep

x1 + Ep
x2 + Ep

x3)+

+
(
Ābn − B̄cn

) (
Ep

y1 + Ep
y2 + Ep

y3

)
+

+
(
Mcn − D̂bn

)
(Ep

z1 + Ep
z2 + Ep

z3)

 (5.49)

e

γe
n =

Ae

12



+Ĉ


2Ep

x1 + Ep
x2 + Ep

x3

Ep
x1 + 2Ep

x2 + Ep
x3

Ep
x1 + Ep

x2 + 2Ep
x3


+C̄


2Ep

y1 + Ep
y2 + Ep

y3

Ep
y1 + 2Ep

y2 + Ep
y3

Ep
y1 + Ep

y2 + 2Ep
y3


+C̃


2Ep

z1 + Ep
z2 + Ep

z3

Ep
z1 + 2Ep

z2 + Ep
z3

Ep
z1 + Ep

z2 + 2Ep
z3





(5.50)

Combinando os sistemas de equações (5.37) e (5.38), nós podemos escrever um sistema
linear final na forma de matriz como:[

Kh
n,m Kace

n,m

−Kach
n,m Ke

n,m

]
·

[
Hs

ym

Es
ym

]
=

[
−γh

n

−γe
n

]

E a matriz de cada elemento Ωe seguirá a seguinte regra:

Kh
1,1 Kace

1,1 Kh
1,2 Kace

1,2 Kh
1,3 Kace

1,3

−Kach
1,1 Ke

1,1 −Kach
1,2 Ke

1,2 −Kach
1,3 Ke

1,3

Kh
2,1 Kace

2,1 Kh
2,2 Kace

2,2 Kh
2,3 Kace

2,3

−Kach
2,1 Ke

2,1 −Kach
2,2 Ke

2,2 −Kach
2,3 Ke

2,3

Kh
3,1 Kace

3,1 Kh
3,2 Kace

3,2 Kh
3,3 Kace

3,3

−Kach
3,1 Ke

3,1 −Kach
3,2 Ke

3,2 −Kach
3,3 Ke

3,3


·



Hs
y1

Es
y1

Hs
y2

Es
y2

Hs
y3

Es
y3


=



−γh
1

−γe
1

−γh
2

−γe
2

−γh
3

−γe
3


A útima etapa é formar o sistema Global de equações lineares; incorporar as condições

de fronteira homogêneas de Dirichlet; e finalmente, resolver o sistema para obter os valores
de Es

y e Hs
y em todos os nós da malha. Chamamos de matriz local a cada uma das matrizes

que compõem o produto matricial acima, uma vez que a definimos para cada elemento da
malha. Lembrando que a discretização é feita em todo o domínio do problema, e este domínio
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é escolhido conforme o critério observado no início desta subseção. A cada nó do elemento
atribuímos dois índices, um para cada valor dos campos calculados sobre ele, Hy e Ey. A
alocação de cada elemento da matriz local em sua respectiva matriz global é feita através
de uma regra estabelecida entre os índices dos nós de cada elemento e os elementos de sua
respectiva matriz2. A montagem da matriz global garante a influência dos pontos vizinhos
no resultado do campo em um determinado ponto, uma vez que vários deles são sobrepostos
no processo da alocação.

A principal característica do método de elementos finitos é produzir um sistema de equa-
ções lineares cuja matriz global, embora de grandes dimensões, é geralmente esparsa, bande-
ada, simétrica e positiva definida (Hermitiana).

2ver detalhes em Rijo (1977; 1991)
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6 RESULTADOS PARA O MODELO 2D

Nosso objetivo é verificar os efeitos que a anisotropia causa nas respostas de distribuição da
resistividade aparente. Antes de tudo, validaremos nossos resultados reproduzindo na Figura
6.2 as curvas das quatro componentes do tensor de resistividade aparente apresentadas no
artigo de Li (2002), cujo modelo está ilustrado na Figura 6.1.

Figura 6.1. Modelo apresentado no artigo de Li. Trata-se de um corpo aflorante bidimensional, com
direção de strike no eixo - y. Uma estrutura de três camadas entre dois semi-espaços infinitos, o ar
e sedimentos. A anisotropia é considerada para o corpo e na segunda camada.

Fonte: Li (2002)

Na Figura 6.2, em cor preta, estão as curvas do artigo de Li, nas quais o autor compara os
resultados de sua modelagem 2D, utilizando a técnica numérica dos Elementos Finitos (FE –
Finite Element), aos resultados da modelagem de Pek e Verner (1997), utilizando Diferenças
Finitas (FD – Finite Diference). Em vermelho, estão as curvas correspondentes à modelagem
deste trabalho, que também utiliza o método FE.

Passemos, agora, a considerar o modelo da Figura 6.3, que chamaremos de modelo - 1,
para as discussões dos próximos gráficos desta seção. Em tal modelo, adaptado de Li (2002),
o corpo não é aflorante, e sua dimensão na direção-x foi aumentada.

Para iniciar nossas análises, é importante lembrar que nos modelos isotrópicos do MT 2D
as componentes ρxx e ρyy, do tensor resistividade aparente, são nulas, devido o campo MT
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Figura 6.2. As curvas em preto foram retiradas do trabalho de Li (2002), e são identificadas por
(a), (b), (c) e (d). Em vermelho, estão as curvas construídas a partir do algorítmo apresentado neste
trabalho, e se relacionam às curvas pretas pelas mesmas letras com as quais estas foram identificadas.
O sistema de referência adotado por Li considera a direção x como strike, por isso, a componente
ρxx preta corresponde a ρyy vermelha, por exemplo. Estes gráficos são referentes a uma frequência
de 0, 3333... Hz.

Fonte: Comparação com Li (2002)

se desacoplar em dois modos de polarização, TE e TM . No entanto, quando tais modelos
apresentam anisotropia horizontal, todas as componentes do campo encontram-se acopladas,
e este passará a exibir ambas as componentes do tensor resistividade aparente, com ρxx e ρyy

diferentes entre si nas proximidades do corpo. Para casos anisotrópicos 1D, estas componentes
do tensor serão sempre simétricas. Então, conforme nos afastamos da heterogeneidade de
um modelo bidimensional, a simetria entre as componentes ρxx e ρyy tenderá a aparecer,
pois nos aproximamos de um caso unidimensional. Vamos observar estas características
nos resultados do modelo-1. Vejamos a Figura 6.4, onde apresentamos pseudo-seções de
resistividade aparente, por exemplo.
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Figura 6.3. O modelo-1 é baseado no modelo de Li, com as seguintes mudanças: o corpo está
localizado 500m abaixo da primeira interface e sua dimensão x foi aumentada em dois quilômetros.
Mantivemos a anisotropia horizontal no corpo e na segunda camada, ou seja, os eixos principais
de anisotropia, x e y, são coplanares aos do sistema cartesiano, apenas rotacionados entre si pelo
ângulo αs.

Em Fig 6.4a e 6.4b, consideramos que o modelo-1 é isotrópico, assumindo as resistividades1

de 100 e 30 Ωm para a segunda camada e para o corpo, respectivamente. Neste caso, é
possível termos a ideia correta sobre a distribuição da resistividade na subsuperfície, note
que a sequência de cores das duas secões, (a) e (b), representam corretamente a distribuição
definida no modelo-1. Isso possibilita correlacionar profundidade e frequência, observando a
que faixa desta última, pertence o valor de resistividade de cada camada, graficamente. Por
exemplo, na faixa que vai de 10−3 a 10−4 Hz temos a resistividade próxima do semi-espaço
infinito inferior, 100 Ωm; para a faixa de 10−2 a 10−3 Hz, temos o valor aproximado da
resistividade da penúltima camada, 1000 Ωm, e assim por diante. Podemos também inferir a
localização do corpo no interior das camadas. Vemos em Fig 6.4b que há uma região central,
de cor azul, em que o valor de resistividade cai bastante, principalmente quanto mais olhamos
para o centro desta região, aí localiza-se o corpo, que como sabemos tem resistividade igual
a 30 Ωm, em meio a primeira camada com 1000 e a segunda, com 100. Em Fig 6.4a não
é possível definir, verticalmente, a faixa ocupada pelo corpo, devido o efeito de distorção

1Note que os valores assumidos para o caso isotrópico, 100 e 30 Ωm, correspondem aos valores de ρx e ρy
da segunda camada e do corpo, respectivamente, definidos na Fig 6.3.
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Figura 6.4. Pseudo-seções de resistividade aparente. As figuras (a) e (b) representam o modelo-1
isotrópico, com 30 Ωm para a resistividade do corpo e 100 Ωm para a segunda camada. As figuras
(c), (d), (e) e (f) representam o modelo-1 anisotrópico, conforme descrito em Fig 6.3. As barras de
cores estam em potência de base 10, assim como os valores das frequências nos eixos verticais. Os
eixos horizontais representam a variação lateral x, em (km).

estática, que atinge apenas a secão de ρxy isotrópica, por esta depender da componente Ex

do campo, normal a direção strike do corpo.

A distorção estática é um efeito galvânico provocado pela ação de um campo elétrico
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primário que produz cargas onde existem variações de condutividade em limites distintos
ou em transições contínuas. A existência de cargas nesta transição gera um campo elétrico
galvânico secundário que se adiciona ao campo primário. Este efeito provoca o deslocamento
das curvas de resistividades aparentes por um fator indeterminado do valor real. Para um
corpo condutivo, a polarização das cargas resulta num campo secundário opondo-se ao campo
primário e, para um corpo resistivo, o campo secundário é somado. Tal efeito é fortemente
sentido nos métodos que trabalham com frequência baixa, como no método MT (Abreu,
2002). Sabe-se que a fase não é afetada, significativamente, por este efeito estático. Isto está
ligado ao fato de que para uma terra 1D, a fase é a derivada logarítmica da resistividade
(Larsen, 1977; Jones, 1988; Weidelt, 1972; apud Porsani e Fontes, 2001).

Observemos, agora, as respostas do modelo-1 para o caso anisotrópico. Nas Figuras 6.4c
e 6.4d, as pseudo-seções de ρxy e ρyx anisotrópicas, em comparação com as das figuras 6.4a
e 6.4b do caso isotrópico, respectivamente, trazem uma distribuição de cores que indicam
resistividades de menor valor que nos casos isotrópicos, principalmente, a partir da segunda
camada. A camada e o corpo anisotrópico, por possuirem resistividades diferentes em cada
direção, não são bem representados pelos valores exibidos nestas seções. Na verdade o valor
exibido para estas duas regiões sugerem um ente isotrópico de resistividade diferente do real.
A terceira camada, que deveria exibir resistividade de 1000 Ωm, exibe um valor em torno de
450 Ωm. Quanto a localização do corpo, vemos que a região de contraste localizado, em Fig
6.4d, equivale a de Fig 6.4b.

Finalmente, as figuras 6.4e e 6.4f mostram as pseudo-seções de ρxx e ρyy, que são próprias
dos casos anisotrópicos. Podemos tirar conclusões interessantes a respeito destas pseudo-
seções. Na parte superior e inferior de ambas, notamos que predomina a cor azul, em tom
mais forte na parte superior que na inferior, essas regiões correspondem à camadas que não
exibem anisotropia. No entanto, na parte inferior, mesmo depois de uma espessa camada
isotrópica (camada 3), a influência da anisotropia da segunda camada ainda é bastante forte
até a faixa de frequência de 10−4Hz, correspondente ao semi-espaço infinito isotrópico. Não
podemos tirar conclusões a respeito do valor de resistividade das camadas por meio das seções
de ρxx e ρyy, mas vemos, claramente, que elas são bons indicadores da presença, ou não, de
anisotropia horizontal, e da extensão de sua influência ao longo das camadas.

Na Figura 6.5 apresentamos quatro gráficos de sondagem para o modelo-1. Cada um
contém quatro curvas, que representam as componentes da resistividade aparente do modelo.
Para as curvas de Fig 6.5a, as medidas foram feitas em x = 0, ou seja, num ponto sobre
a superfície que divide o corpo em duas partes iguais, verticalmente. Respectivamente, em
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Figura 6.5. As curvas de sondagens mostram as medidas executadas (a) no ponto central, x = 0,
(b) à distância referente a borda do corpo, x = 1500m, (c) à distância de 5000m do ponto zero da
referência e (d) representando o modelo 1D, para o qual a medida é a mesma a qualquer distância
lateral percorrida.
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relação a primeira medida, os gráficos das Figs 6.5b, c e d tiveram suas medidas em 2500m,
5000m e 10000m. Vejamos, nestes gráficos, a tendência destas curvas conforme se afastam
do corpo. Para as frequências mais altas (1), que atingem a primeira camada, e para as
mais baixas (2), que atingem o semi-espaço infinito inferior, ambos de natureza isotrópica,
notamos que, em todos os gráficos da Figura 6.5, as curvas de ρxy (azul) e ρyx (verde) tendem
a 1000 Ωm para (1) e a 100 Ωm para (2), conforme o modelo-1, sendo que quanto mais se
afastam do corpo, a convergência para o caso (2) se torna bem melhor. Nas trajetórias das
curvas de ρxx (vermelha) e ρyy (preta) observamos que uma tende a outra, e ambas a zero,
para o caso (1), enquanto que para (2), também tendem a mesma trajetória, e esta, tende
ao valor 1 Ωm, devido a influência da camada anisotrópica que ainda é bastante forte até
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Figura 6.6. Dados MT anisotrópicas de resistividade e fase: (a) e (b) para ρxx; (c) e (d) para ρxy;
(e) e (f) para ρyx; (g) e (h) para ρyy.

−10 −5 −2,5 0 2,5 5 10
−2

−1

0

1

2
(a)  ρ

xx
 

(lo
g 10

) 
(O

hm
 m

)

 

 

−10 −5 2,5 0 2,5 5 10
1

2

3

4

(c)  ρ
xy

(lo
g 10

) 
(O

hm
 m

)

−10 −5 −2,5 0 2,5 5 10
1

2

3

4

(e)  ρ
yx

(lo
g 10

) 
(O

hm
 m

)

−10 −5 −2,5 0 2,5 5 10
−2

−1

0

1

2

(g)  ρ
yy

x (km)

(lo
g 10

) 
(O

hm
 m

)

−10 −5 −2,5 0 2,5 5 10
0

45

90

135

180

(b)  φ
xx

G
ra

us

−10 −5 −2,5 0 2,5 5 10
40

50

60

70

80

(d)  φ
xy

G
ra

us

−10 −5 −2,5 0 2,5 5 10
110

120

130

140

(f)  φ
yx

G
ra

us

−10 −5 −2,5 0 2,5 5 10
0

45

90

135

180

(h)  φ
yy

x (km)

G
ra

us
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a região atingida por (2). Quanto mais nos afastamos do corpo melhor observamos este
comportamento. Para as frequências intermediárias (3) que alcançam a profundidade da
segunda e terceira camada, ρxy e ρyx acentuam mais a difereça entre suas curvas; já ρxx e ρyy

passam a exibir tal diferença, uma vez que sem a presença do corpo suas curvas devem ser
iguais. Na região alcançada por (3), quanto mais o local de medida for distante de x = 0,
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Figura 6.7. Dados MT isotrópicas de resistividade e fase: (c) e (d) para ρxy; (e) e (f) para ρyx.
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menos acentuada será a diferença entre ρxy e ρyx, e mais se aproximarão as curvas de ρxx

e ρyy. Dentro da região de distorção estática, que identificamos na Figura 6.4, as curvas
apresentam um defasagem grande uma das outras, como podemos observar em Fig 6.5a e
6.5b.

Na figura 6.6 mostramos algumas curvas de sondagens anisotrópicas do modelo-1, para
três valores diferentes de frequência, (f1) para frequências baixas, (f2) para as médias, e (f3),
para as mais altas. Nesta figura, cada dupla de gráficos na horizontal, da esquerda para
a direita, corresponde, respectivamente, a resistividade aparente e a fase, relativas a uma
das componentes do tensor impedância. Da mesma maneira fizemos na Figura 6.7, mas
considerando o modelo-1 isotrópico, para os mesmos valores considerados em Fig 6.4a e Fig
6.4b.

Conforme vemos nas pseudo-seções da Figura 6.4, o valor atribuído para a frequência (f1)
atinge uma profundidade referente ao semi-espaço infinito inferior, desse modo, esperamos
que as curvas de resistividade e fase, varridas lateralmente, para esse valor, varie pouco em
relação aos outros dois valores de frequência, (f2) e (f3). No entanto, notamos que tanto
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as curvas anisotrópicas ρxx (Fig 6.6a) e ρxy (Fig 6.6c), quanto a isotrópica ρxy (Fig 6.7c),
apresentam uma variação considerável decorrente da zona de distorção estática. As curvas
anisotrópicas, porém, aparecem com um decaimento bem menor que a isotrópica. As fases
correspondentes a estas componentes de resistividade aparente, não são muito afetadas pela
distorção estática. Em Fig 6.7d, φxy isotrópico, vemos que a curva (f1), na região abaixo
do corpo, sofre uma variação de pouco mais de 1 grau, o que parece não estar de acordo
com a variação observada no gráfico da resistividade correspondente (Fig 6.7c), pois este
mostra uma variação grande na região do corpo. Para as mesmas componentes, mas no
caso anisotrópico (Fig 6.6c e 6.6d) podemos observar o mesmo comportamento, assim como
para ρxx e φxx anisotrópicos (Fig 6.6a e Fig 6.6b). O mesmo não se pode dizer sobre as
componentes ρyx e ρyy e as respectivas fases, φyx e φyy, dos gráficos iso e anisotrópicos.

Podemos perceber que a anisotropia pode causar interpretações erradas sobre a estrutura
da subsuperfície de um terreno, como quanto aos valores de resistividades das camadas. E
que alguns comportamentos nos dados observados nos gráficos e seções podem dar indício de
sua presença no terreno, como as tendências dos valores das seções das componentes ρxx e
ρyy, e a singularidade observada a uma certa faixa de frequência.



77

7 CONCLUSÕES

A modelagem direta do MT com anisotropia, em estruturas uni e bidimensionais, evoluiu
bastante desde que o método foi proposta na década de 50 por Cagnard e Tikhonov. Muitas
metodologias analíticas foram apresentadas para a formulação do caso 1D, assim como vários
métodos numéricos foram utilizados na solução do problema 2D. Em 2008, Yuguo Li e Pek
mostraram que o método numérico dos Elementos Finitos é mais viável que o método das
Diferenças finitas para tratar de modelos mais realistas envolvendo batimetria e topografia.

Motivados por isso apresentamos uma modelagem alternativa para o problema do MT
2D com anisotropia arbitrária usando o método dos Elementos Finitos. Separando o campo
medido pelo receptor em duas partes, primária e secundária. A análise dos resultados dos
modelos apresentados neste trabalho mostram que esta formulação é eficiente para modelar
os dados MT.

A formulação do problema em termos do campo secundário traz vantagens para a mo-
delagem, em termos da precisão dos resultados. A resposta do campo primário é obtida
analiticamente para cada ponto que corresponde a um nó da malha de elementos finitos.
Como o campo primário tem intensidade bem maior do que o secundário, esta formulação
proporciona maior precisão numérica na solução final do que aquelas que calculam direta-
mente o campo total em cada ponto. Além disso, a condição de fronteira homogênea para o
campo secundário é implementada de maneira extremamente simples.

A modelagem apresentada aqui permitiu uma análise dos dados MT em situações total-
mente gerais, nas quais os efeitos da anisotropia, seja nas camadas, seja nas heterogeneidades,
podem ser observados e estudados em detalhe quaisquer que sejam suas motivações geológi-
cas.

Os próximos passos nesta pesquisa serão no sentido de aplicar a metodologia a modelos
de bacias sedimentares conhecidas e a levantamentos marinhos. Em seguida, os efeitos da
anisotropia sobre a inversão de dados MT poderão ser analisados. A mesma metodologia
poderá ser aplicada para o cálculo da resposta em modelos tridimensionais.
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