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RESUMO

O filtro de Kalman € aplicado para filtragem inversa ou problema de deconvolugio. Nesta
dissertag&o aplicamos o método de Kalman, considerado como uma outra visdo de processamento
no dominio do tempo, para separar sinal-ruido em perfil sdnico admitido como uma realizagio de
um processo estocdstico ndo estaciondrio. Em um trabalho futuro estudaremos o problema da
deconvolugio.

A deduc@o do filtro de Kalman destz}ca a relag@o entre o filtro de Kalman e o de Wiener.
Estas dedugdes sdo baseadas na representag@o do sistema por varidveis de estado e modelos de
processos aleatérios, com a entrada do sistema linear acrescentado com ruido branco.

Os resultados ilustrados indicam a aplicabilidade dessa técnica para uma variedade de
problemas de processamento de dados geofisicos, por exemplo, ideal para well log. O filtro de
Kalman oferece aos geofisicos de exploragdo informagGes adicionais para o processamento,

problemas de modelamento e a sua solugo.




ABSTRACT

The Kalman filter is applied to the inverse filtefing or deconvolution problem. In this
dissertation we applied the Kalman method, it is considered like a processament vition on time
domain, to separet signal-noise within sonic perfil which is admited like no stationary stochastic
process. In next work will survey deconvolution problem.

The derivation given of the Kalman filter emphasizes the relationship between the
Kalman and Wiener filter. This derivation is based on the modeling of randon processes as the
output of linear systems excited by white noise.

Tlustrative results indicate the applicability of these tchniques to a variety of geophysical
data processing problems, for example the ideal well log teated here. The Kalman filter offters

exploration geophysicists addtition insight into processing problem modeling and solution




1-INTRODUCAO

Um sinal sismico representa a resposta transiente da Terra a excitagbes devido a
fendmenos naturais, tais como terremotos, ou a fontes artificiais como as usadas em exploracoes
geofisicas. O objetivo do processamento do sinal sismico é permitir a interpretacdo dos dados
registrados. A representacdo detalhada do sinal sismico requer um modelo relativamente
complicado, ¢ o processamento usa de um conjunto de técnicas baseadas em propriedades
estocdsticas do modelo. Uma dessas técnicas de recuperar um sinal em meio a ruido é estudada
neste trabalho, sendo chamada de método de Kalman.

A finalidade central da presente dissertacdo € o estudo e a aplicagdo do método Kalman
para obtengfo de informagdes sobre a fungio refletividade do meio com base em dados de perfis
sonicos, fazendo uso da propriedade de que eles representam realizagdes de um processo
estocdstico ndo estaciondrio. Sobre outro ponto de vista mais simples, este processamento pode
ser entendido como sendo o de prover a separacdo sinal-ruido no dominio do tempo. Um grande
problema que continua é como descrever a componente ruido presente em dados observados. A
simplificagdo mais consistente € o conceito de série branca.

A técnica de Kalman é considerada como uma outra visdo de processamento no dominio
do tempo, suplementar 4 teoria de Wiener. A valoriza¢do e a importincia do filtro de Kalman
vem da sua aplicabilidade e versatilidade, bem como da esséncia da sua conceituagdo,
fundamental aos processos geofisicos. As referéncias basicas de aplicagdo na geosifica aqui
estudadas sdo BAYLESS ¢ BRIGHAM (1970) e CRUMP (1974).

Para a formulagdo do filtro de Kalman dividimos esta dissertagdo em trés partes que

compdem os capitulos 2, 3 e 4. No capitulo 2 descrevemos a representacdo de um sistema ndo




estaciondrio por varidveis de estado no continuo e estendida para o discretizado, como exposto
em detalhes por KUO (1992) e OGATA (1995), entre outros.

No capitulo 3, realizamos um completo estudo matemético descritivo das equagoes
diferenciais ordindrias lineares e ndo lineares que representam a solu¢do da equagdo integral de
Wiener, para isto sdo estabelecidas condigdes estocasticas entre as fungbes. Em seguida
apresentamos a forma discretizada apropriada para o cilculo numérico, utilizando a regra de
aproximagio de Euler para encontrar a solugdo numérica computacional realizdvel das derivadas
presentes do filtro de Kalman. Para unificar o continuo ao discretizado, € vice-versa, seguimos o
método exposto por GELB et el (1974).

No capitulo 4 apresentamos os experimentos sobre dados sintéticos e reais. Para dados
sintéticos adotamos o modelo segundo BAYLESS ¢ BRIGHAM (1970), que consideram uma
fun¢ido-meio aleatéria e uma fungio-fonte do tipo degrau-simples, que por convolugdo gera a
mensagem, ¢ a esta adicionamos um ruido aleatério para compor o sinal. O que se deseja €
recuperar a mensagem em meio ao ruido. Neste exemplo, para aplicarmos o filtro é necessario
achar a solugio fechada da equacgdo ndo linear de Ricatti para o ganho, e para isto seguimos
GELB et el (1974) e LEWIS (1986), e para solucido numérica da estimativa do estado usamos o
método de Runge-Kutta. Apés a solugdo desta equagdes diferenciais, aplicamos o filtro no
modelo em questdo e obtemos o sinal recuperado (estimado) mais préximo do real (desejado).
Esta simulagdo € tipica de perfis sonicos e de densidade, onde se busca definir as impedéancias
aciisticas que caracterizam a fun¢do refletividade do meio.

Para mostrarmos a versatilidade e a aplicabilidade do filtro de Kalmam aos varios outros
ramos da geofisica, promovemos a sua aplicagdo para o caso de dados de geofisica de pogo, onde
utilizamos o perfil calculado de volume de argila ou perfil de argilosidade o qual satisfaz em boa

ordem os requisitos necessérios do modelo tedrico.




2 - FORMULACAO BASICA DO PROBLEMA

2.1 - O MODELO SiSMICO

Existem dois principios bdsicos para tratar de dados observados na natureza, € em
particular dados representados no sismograma; um € o deterministico e o outro € o estocastico.
Muitos consideram estes dois métodos conflitantes, porém sabemos que eles sdo
fundamentalmente equivalentes.

O formalismo matemético em sismica tem sido quase exclusivamente deterministico. As
regras sdo consideradas precisas nos célculos, embora as observacbes sobre as quantidades
envolvidas podemb ser imprecisas, e certamente sdo incompletas.

O método deterministico utiliza quantidades na forma em que elas sdo observadas. Nos
métodos estocasticos, as distribui¢cdes e fungdes estatisticas destas quantidades sdo examinadas
em combinagido com essa escolha. E claro que se tem liberdade considerivel na selegio das
quantidades, e que € uma forma subjetiva na investigagao estatistica.

A sismica pode ser representada por dois tipos de métodos matemadticos para tratamento
de dados sdo os métodos: deterministico e o estocastico. O método deterministico consiste na
utilizagio de teorias fisicas de propagacdo de ondas envolvendo solu¢des de equagdes integral e
diferenciais satisfazendo condi¢des de contorno e iniciais. O método estocdstico consiste da
utilizagiio da teoria estatistica de series temporais para serem usadas nas expressoes das leis da
dinamicas como fato estatistico.

A composic¢ao do sinal sismico € dada em termos de duas componentes de acordo com o

teorema de Wold; ou seja, um processo aleatério ndo branco pode ser decomposto em um




deterministico € um ndo deterministico (aleatorio). Admitimos que um sismograma € o resultado
da convolug@o da fonte com o meio acrescido de ruido; ou seja, representado pela equagio
simbdlica:

(sismograma) = (fonte ) * (meio) + (ruido).
Pelo teorema de Wold temos correspondentemente que

(aleatério) = (deterministico) * (aleatério) + (aleatério).
2.2 - O PROBLEMA A SER RESOLVIDO

Os trabalhos de KALMAN (1960) sao referidos na literatura geofisica como sendo de
uma contribui¢fo significativa para os processos de recuperacio de mensagens em meio a ruidos,
a partir do trabalho de WIENER (1949). Essencialmente, o método de Kalman € a soluc@o do
problema de Wiener para processos nao estaciondrios, através da transformacdo da equagio
integral numa equagéo diferencial mais apropriada ao calculo numérico.

A Figura 2.1 tem como objetivo iniciar com a apresentacdo do problema mais simples que
é a obtencio do filtro 6timo invariante no tempo, h(t), que opera sobre o sinal medido z(¢) e

minimiza o erro entre a saida real, x(z), e a saida desejada, x(#). O modelo matemdtico do

problema & expresso pela equagio
zZ(B) = x(1)+v(1), 2.1)
onde v(¢) é o ruido aditivo. Estas componentes descritas sdo caracterizadas como processos

aleatérios. A relagdo bdsica deste problema € dado através da seguinte equag@o:

i) = J' h(t)z(t - T7)dT . (22)

—00




A fung@o objeto de minimizac¢@o € a covaridncia dos residuos dada pela fungiio
~ 2
100 = E{l5 -2 } 23)
que resulta nas equagdes normais entre os desvios € as observagdes,
E{[3n)-x(®]®)} =0. 24)

A resposta do filtro ao impulso, invariante no tempo, satisfaz a equagdo de Wiener-Hopf

¢ (1) = Jhw(’f)qﬁzz (t—7)dt , (=20 (2.5)
v(t)
Geragio |x(?) z(?) | Resposta ao x ()
do sinal impulso,k (1)

Figura 2.1 - Hlustragdo do filtro de Wiener na forma candnica por diagrama de blocos.

onde ¢, (t)e ¢,(t) sdo respectivamente as fungbes correlagio cruzada e autocorrelagio,
tedricas, estocdsticas, e € considerado que x(f) e v(¢) sejam sinais aleatérios estaciondrios.

Para especificar o filtro 6timo de Wiener € necessdrio resolver a equagdo integral (2.5)
que apresenta a desvantagem de admitir a estacionaridade. A situag@o torna-se cada vez mais
dificil quanto maior for a complexidade do problema. Além disso, ela ndo satisfaz

necessariamente as caracteristicas do problema em questdo, que € do tipo néo estaciondrio.



A teoria classica do filtro de Wiener € védlida somente para processos estacionarios
unidimensionais. DAVIS (1963) expandiu os resultados de Wiener para incluir o caso do sinal 7-
dimensional para uma certa classe de problemas. BOOTON (1952) estendeu a teoria matemética
original para incluir processos aleatérios ndo estacionérios.

As generalizacdes do problema quanto a estacionariedade e da janela dos dados ndo
satisfazem a integral da convolug¢do; por isto ela é reescrita na forma de média mével segundo a

teoria de Wiener-Kolmogorov. A primeira integral escalar resultante é:

T
9 (,0) = [M(t, D), (T,0)dT,  (tg<O<T), (2.6)
fo

e a equacdo do valor x(¢), o estimado, é dado por

T
) = j h(t,T)z(T)dT Q2.7
)

onde Ah(t,T) € o filtro 6timo, variante no tempo.

As condigdes originais deste problema sdo para processos estaciondrios e
unidimensionais, tendo sido, posteriormente, estendido a problemas multidimensionais, a incluir
condicdes de ndo-estacionariendade e a séries de comprimento finito. Estas novas extensoes
mudam a solug@o (2.2) e a propriendade (2.5); como consequéncia, uma forma de expressar estas

generalidades € uma estrutura matricial para (2.6) assim definida

¢t.on; 9002 - How o Mooz - KO | 46O dToys - dEohw
@t,0n) W,0), -+ 00N W1 MOy - HEToN | HE0) @50 - 4B | | (2.8)

S ey

geom ¢oNy - $LONNY, (MO Hton - HEDNN||HEON KB - dTONN,

ou




N
[¢ (t,o)} = 2 (.9 @.0) - 2.9
=% US|

Escrevendo (2.8) na forma de integral compacta temos que
T
o (,0)= j h(t,T) (1,0)dT, (tg SO <T). (2.10)
=xz fo = =2z

Analogamente, podemos representar a estimativa, equag@o (2.7), como um produto linha

coluna dada por

T
()= [ bt )20t ), @.11)

)

sendo a saida composta por um vetor-coluna. Na forma expandida:

%1 () h(t, 7)1 BET) 2 0 BTN || 21(57)

3?2:(1) =?d1 h(t,:T)zl h(t,’:F)zz h(m:')zzv Zz(f,T) _ 2.12)
: ; : :

J?N(t) h(t,T)Nl h(t,T)N2 h(t,T)NN ZN(t,T)

Além disso, analisando a dependéncia da funcio peso h(7), temos que para cada valor de
t o cdlculo de um conjunto de pesos diferentes h(7), por isto esta fun¢do depende das duas
varidveis te T,isto é h=h(t,7). A condicio T =t caracteriza o problema como filtragem, que é
o interesse especifico do presente trabatho.

A equagdo (2.10) ¢ dificil de ser resolvida nesta forma, de outro lado € ftil para o
tratamento de processos aleatérios multidimencionais e ndo estaciondrios, € inclui observagdes
finitas e estimativa variante no tempo. KALMAN & BUCY (1961) converteu a equagéo integral
(2.10) para equagdes diferenciais adaptiveis para a solu¢do do problema; o filtro 6timo €
completamente especificado e sintetizado com a solug@o destas equagdes diferenciais ordindria.

Para se resolver esta equacdo diferencial é necessdrio utilizar teorias estatisticas de séries
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temporais, ¢ as estruturas das expressdes dindmicas através do método varidveis de estado,

descrito a seguir.

2.3 - VARIAVEIS DE ESTADO

Usando notagdo matricial-vetorial, uma equagao diferencial de ordem N pode ser reduzida
a uma equagdo matricial-diferencial de primeira ordem. Nesta secido apresentamos métodos para

obtencdo de representacdo de espacos de estados de sistemas continuos necessdrios para a

resolugio do filtro de Kalman (OGATA, 1990). A Tabela 2.1 foi montada para comparar as
nomenclaturas adotadas pelos diferentes autores da bibliografia especializada utilizada como

referéncia.
2.3.1 - Equacdes Dindmicas na forma Continua

Dada uma equag@o diferencial ordindria ndo homogénea de ordem N
[DY = ap, ()DY +.. 4a,(OD + ao () () = wi), (2.13)
onde D= % se deseja uma solucdo particular, sem levar em considerag@o derivadas na fung@o

forgante, w(t). Definimos um conjunto de varidveis de estado x,(?),...,xy(f) na forma:
‘xl(t) = }’(t) ’

X (1) = %, (1),

Xy (D) =iy (0). (2.14)
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Essas relagdes podem ser escritas como um conjunto de N equacdes diferenciais lineares

de primeira ordem:
x,(8) = x,(),

X, (1) = x5(2),

Xy (8) = —ag (D)%, (1) — ay (D)%, (2)... —ay_ (O)xy )+ w(D). (2.15)

Com estas defini¢oes, a equacdo (2.13) pode ser reescrita na forma matricial expandida:

y] [o 1 0 -« 0 T x@ | [0]
Xy (8) 0 O r .- 0 x (1) 0
D=l o : P : P+ W), (2.16)
AN-1 o o o - 1 xy-1(®f |0
| iy | [me0 —q —ay o —ay_q | xn() | | 1]

e na forma compacta por

x(1) = E()x() + G()w(?) , (sistema). 2.17)

A matriz do sistema tem dimensdo (N X N ), correspondendo a ordem da equagdo diferencial
original. A equacgdo (2.16) € ilustrada na forma de diagrama de blocos, Figura 2.2. Neste
diagrama, as varidveis de estado sao as saidas dos integradores.

A saida y(¢) em termos do estado x(¢) e daentrada w(¢), sem ruido é dada por

y() = HOx(1), 2.18)

cujas estruturas matriciais sdo:

H=[1 0 - 0] yy=[t 0 - 0 (2.19, 2.20)
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Tabela 2.1 - Descri¢do das fun¢des matriciais por diferentes autores. Neste trabalho € adotado a

nomenclatura de BAYLESS & BRIGHAM (1970) (B. e B.).

OGATA KUO GELB B.eB. CRUMP DESCRICAO
% % %T; % % vetor de estado
u U W w U fun¢do forcante
z Z z z Y vetor de saida
v v v v A% ruido presente
A A F F A Matrizes dos
B B G G B Elementos
C D H H H Continuos
()] o P D matrizes dos elemen-
® T Q] G tos discretizados
K K K K matriz de ganho
P P P P matriz de erro
w }’\ Xn | | X5 =y
2 ) . J ) >
+
dy ¢
+
+
@
+
dy

Figura 2.2 - Representagdo da equacdo (2.16) em diagrama de blocos.
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2.3.2 - Solucéio da Equaciio do Sistema

Nesta se¢do iniciamos a solug@o geral da equagio de estado linear, invariante no tempo

(F e G sio constantes). Consideremos a equagao de estado nao homogénea
(1) = Fx(1)+ Gw(1), (2.21)
onde x(z), (Nx1); w(t), (Mx1); £ ,(NxN)e g, (NxM). Escrevendo a equagdo (2.21) como
x(1) - Fx(t) = Gw(t), (2.22)
e pré-multiplicando ambos os lados desta equagdo por ¢ ¥ obtemos
[0 - Ex]=2[e T 2] = e 7 Gur, 223)

Integrando esta equacdo entre ¢, e ¢, resulta em

e~ x(1) = x(tg) + [ € = Gw()dr, 224)

ty

ou, equivalentemente

t
Ky =e” x(ty) + [ e~ Gw(m)dr. (2.25)

Iy

Com isto, a solugdo da equagio diferencial matricial (2.21) é dada por

x(£) = Bt~ to)x(to) + | (- T)Gw(v)dr, (226)

fo
onde ®(r) = eff, é chamada de matriz de transicdo de dimensdo (N x N). O célculo de e” é

obtido através da expansdo
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i Ft(Ft\ Ft F*? Ft (F"t"
e= = I+F+=|= |+=| = [+ . +=|=|. (2.27)
= = 2{11) 3| 2! n+1| n!

A matriz de transigdo @(r—1,) transfere a contribui¢do de x(z,) para o ponto x(¢). O segundo
termo de (2.26) € a contribuicdo a x(¢) devido a entrada w(¢).
O segundo caso ¢ a solugdo para o sistema variante no tempo (F e g sdo varijveis)
() =F()x(6)+G(Ow(t),  (sistema) (2.28)
y(®)=H(#)x(1). (saida) (2.29)

A solugéio desta equagdo diferencial é
t
x(t) = (1, 10)x(t5) + [ B(1,1)G(DW(T)dT, (2330)
fy

onde

D(t,1,) = exp{l- F(tdt|, (NxN). (2.31)

fy

/ 2 ()= () (6,00) % ()
x (1)=® (z,zo)m/

x() 2 (fg) "

4

Iy I 53

» !

Figura 2.3 - Ilustragio da evolucgdo no tempo de um vetor estado através da fungdo de

propagacdo @(t,1;).
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2.3.3 - Discretizacio do Processo Continuo

Fazemos agora a transformacio das equacOes de estado na forma continua, descritas na
secdo anterior, para a forma discretizada. Isto € necessdrio para que possamos utilizd-las em
algoritmos computacionais.

Para a discretizagdo das equacOes de estado (2.17) e da solugdo (2.26), é admitido o

procedimento de amostragem de ordem-zero para a fungdo de entrada descrita por
wi(t)=w;(kAn), [kAr<t<(k+DAr],  (k=012,...;j=012,...,L-1), (2.32)
sendo w(t) considerado constante no intervalo de amostragem At. Observamos que a fungdo
amostrada exibird um valor em =kAt descrito por w(kAt)=w(k)=w, ; um valor
imediatamente posterior a k, descrito convenientemente por w, (+) ; € um valor imediatamente
anterior a k descrito por w, (=) . O erro na descontinuidade da amostragem de ordem zero é dado,
portanto, por Aw(k) = w;, (+)—w, (=) . Como mostra a Figura 2.4.
Iniciamos a descri¢@o da discretizagdo das equagOes dindmicas de estado e solugdes com

o caso dos coeficientes invariantes em ¢ (F e G sdo constantes). Substituindo #, = kAr na

integral (2.26) e kAt < ¢t < (k +1)At, obtemos
t
x(1) =P(r— kAt)x(kAt) + { Ig(t - r)gd'r]y(kAt) , (2.33)
kAt

vélido no intervalo onde ®(t) € continua. No entanto, para o tratamento numérico € conveniente

conservar apenas os pontos de amostragem. Desta forma, substituindo ¢ por (k +1)Az, o primeiro
termo na equacdo (2.33) acima simplifica para

(A =em =1 +FAt+—2!—'_E_2At2 +%£3At3+... (2.34)
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A matriz transi¢do de estado de G € dada por

At
CINE j ®(Ar-T7)Gdr . (2.35)
0

Com as relagdes (2.34) e (2.35) acima, a equagdo (2.33) toma a forma da equacdo de diferencgas

A (k+DAr]= D(Ar)x(kAt) +O(A)w(k),  (sistema) (2.36)
y(kAt) = Hx(kAt) . (saida) (2.37)

As expressoes (2.36) e (2.37) acima s3o equagOes dindmicas que representam o sistema linear
invariante em ¢ na forma discretizada.

Sob o mesmo procedimento, estendemos as defini¢des anteriores para o caso do sistema
linear variante em t. Com isto, definimos as equagOes dindmicas (2.28) e (2.29) na forma
discretizada como:

A (k+DAr]= ®[(k +1)Ar, kArpe(kAr) + O (k + DAL kAt[w(As),  (sistema)  (2.38)

y(k) = H(kA)x(kA?), (saida),  (2.39)
onde
(k+1)Ar
P[(k + DAL, kAt] = exp{ jgr)dr] , (2.40)
kAt

¢ definida como matriz transi¢ao de estado de F(¢) e

(k+1)At
O[(k+1Ar,At]=  [@(Ar-1)G(n)dr, (2.41)
kAt

como a matriz de transi¢io de estado de w(z). Estas relagGes acima serdo utilizadas para definir

as equagdes diferenciais do filtro de Kalman.
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Na tabela 2.2 apresentamos um resumo das equacdes dindmicas tanto na forma continua

como na discretizada.

Tabela 2.2 - Equagdes dinamicas na forma continua e discretizada

Forma Continua

Forma Discretizada (Ar=1)

t-invariante | x(¢) = Fx(t) +Gw(t)

(1) = Hx(1)

x(k+1) = P(D)x(k) + X Dwik)
y(k) = Hx(k)

t-variante | x(¢) = F(£)x(t) + G()w(t)

y(1) = Hnx(1) + D(O)w(t)

x(k+1) =Dk +1,k)x(k) + Ok + 1, k)w(k)

y(k) = H(k)x(k)+ D(k)w(k)

» AL

k-1

- Figura 2.4 - Tlustragdo do processo de amostragem de ordem-zero mostrando o erro ao redor do

ponto de amostragem k.
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3 - FILTRO DE KALMAN

3.1 - FORMA CONTINUA

Nesta se¢dio transformamos as equagdes integrais (2.10) e (2.11), que definem o
problema geral de Wiener-Kolmogorov, para equagdes diferenciais ordinérias linear € nio
linear através do método de equagdes de estado. Para facilitar o entendimento desta
transformac@o, dividimos esta se¢do em cinco partes, de forma que, uma vez estas etapas
sejam concluidas temos, entdo, definidas as equagbes do filtro de Kalman na forma

continua.

3.1.1 - Descricao Estocastica dos Processos Envolvidos

Para desenvolver as equagdes do filtro na forma continua, BAYLESS & BRIGHAM
(1970) seguem o desenvolvimento original da KALMAN (1961) que conserva a relagdo
com a teoria de Wiener. Iniciamos a formulagio com as equagbes dindmicas de estado
reescritas abaixo na forma mais geral que € a variante no tempo:

(1) =F(O)x(t)+ G(Ow(t),  (sistema), 3.1
z(t) = H(t)x(1) +v(2), (medida). (3.2)
F(1), g(t) e H(t) sdo matrizes dos elementos variantes em ¢, ¢ w(t) € o vetor de geragdo
do estado (sinal) x(¢). z(¢) € a saida selecionada através da forma de H(t) com a presenca

de ruido aditivo.
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Para o desenvolvimento do filtro de Kalman é necessario definirmos as

propriedades estocdstica gerais dos processos w(t) e v(t) envolvidos que sdo o valor

médio (espectincia), a autocorrelagio e a correlagdo cruzada estocasticas dadas por:

E{wn}=0, ¢ .0=Ewon’ ®}=008¢-1), (33,34

=Ww =]

E{v(n}=0, ¢ (17)= Efun” (@} = R0s(-1), (3.5,3.6)

¢ (t,r)=E{m<t)gT(r)}=o, ¢ o=Ewen’®}=0. (37,38
=wy

O uso da nomenclatura ¢(¢,7) implica em que ¢ e T sdo as varidveis de integracio,

de forma a ficar conveniente com a definicdo do lado direito, segundo BAYLESS &

BRIGHAM (1970). &(¢) € o delta Dirac, que multiplicado por Q(f) e é(t) define matrizes

diagonais para as autocorrelagdes. Para uma melhor visualizagio escrevemos as expressoes

(3.4) e (3.6) nas suas formas expandidas:

o 0 - 0 Ay Ay - W[ty 0 - O
0 ¢ty - O _ A Qnn - QN 0 5("'1)22 0 (3.9)
: P s P : o0 |
0 0 - ¢ty ” adm AOap -+ GO, 0 0 e AE-y,

¢ty O - O Rty; Rtyp - Row|de-my O -+ 0

0 .t - 0 - Ry Kt)22 -+ Ry 0 ot =Ty -+ 0 (3.10)
: P : P ; o0 |
0 0 e (KI,T)NN " Rom Ronp -+ Kt)NN 0 0 PR (1 —T)NN

onde
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wy (9
T
o) = lim — | dr WZ,(t) [wit-1) wot-7) - wy@-7)], (3.11)
= T—oo T—T :
wy ()
[
v (#)
N 210
R®)=lim — [ dt| *" [vj(t-17) vt-1) - wy(t-7)]. (3.12)
= T —co T_T .
vy ()

Resolvendo a integral devido a presenca de (¢ —7) ficamos com a matriz diagonal

com elementos ¢;; (7).

3.1.2 - Introducgéo da Equacio de Medidas nas Propriedades Estocasticas

Aqui introduzimos a equagdo de medida nas fungdes autocorrelagio e correlagio
cruzada estocdsticas (tedricas) definidas na sec¢do anterior, e que serdo utilizadas no
desenvolvimento mateméitico da transformagcdo da equacdo integral em equagdes
diferenciais ordindrias ndo lineares que definem o filtro.

Com as propriedades a priori definidas na se¢@o anterior, iniciamos a transformacao

da integral (2.10) de Wiener-Kolmogorov, calculando as correlagdes entre ¢ (¢,0) e
=22

¢ (t,0). Para isto, € necessdrio o desenvolvimento da correlagio cruzada estocéstica,
=XX

¢ (t,0), definida por

=xz

¢ (1.0)=Ex0’ @)= EpolH®x@) + v | (3.13)

=xz
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0 (.0)=Ep0sT @ 0+ B @)} (3.14)
A ndo correlag@o entre x(¢) e v(¢) leva a obtermos uma equacio intermedidria
¢ (to)=¢ “oHT(@. (3.15)
=XZ =XX -

Para a autocorelacdo ¢ (f,0) temos que
=2z

¢_t0)=Egoz @ Eliosonolomewel . e
Desenvolvendo e reagrupando os seus termos

0 (.0)=HOERO: @ O+ HOEENY ©)]

+ i(t)E{\_'(t) ZC.T ( 0)}+ P {!(I)XT (0')} (3.17)

Aplicando as relagdes (3.6) e (3.8), em (3.17), ela simplifica para uma equagio
intermediaria
¢ @o)=H(@®)¢ (t,G)ET(t)+§(t)5(t—0')- (3.18)
=22 = =xx = =

Continuando, substituindo (3.15) na equagdo original (2.10) resulta na equagdo

integral

t
¢ oH 1)=[he19 (@0)dT;  (tg<o<D). (3.19)
xx = = =2z

Iy

As expressdes (3.19) e (3.18) sdo as relagdes intermedidrias de ¢ (¢,0) e
=2

¢ (t,0) que serdo simplificadas na préxima seg¢io e aplicadas na equagao (2.10).
=XX
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3.1.3 - Introducio da Equacio de Estado nas Propriedades Estocasticas

Nesta etapa introduzimos a equag@o do sistema através da autocorrelagdo variante
no tempo, como passo intermedidrio a obten¢do da equag@o diferencial da estimativa de

estado. Para isto € necessdrio fazer a diferenciagdo de ¢,, (t,0) para que a equagio (3.1)

seja introduzida, sendo assim

do (t,0) dx(t)
= XX T
5 E{ i (0’)} (3.20)

Desenvolvendo-a, temos que:

9¢ (t,0)

e E{F@x0+ 60wk @)} (3.21)

do (t,0)

_fxgt—= £(t)E{\_'(t)£T (0)}+ g(t)E{v_v(t)zT (cr)}- (3.22)

Considerando as propriedades estocésticas (3.4) a (3.8), a equac@o (3.22) resulta em

¢ (t,0)

WT_ =F(0¢ (1,0, (o <0p). (3.23)

Multiplicando a direita ambos os lados por H T (t) obtemos

a9 (t,0)
= gTwn=F@®¢ ¢o0)H@. (3.24)
Jt = =""=xx =

Continuando, diferenciando a equagio (3.19) usando a regra de Leibniz (BARTLE,
1976), obtemos

d¢ (t,0)

=XX
dt

HT (1 =ha, g _(5,0)+ j ¢ (r,0)dt, (tg<0<f). (3.25)
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Analisando o primeiro termo do lado direito A(z,f) aparece naturalmente como resultado da

diferenciacfo, e com a substitui¢do da equacgdo (3.18) para 0 <t obtemos
.09 (t,0)=ht,DH®NY (Lo)HT (2). (3.26)
=Yl = =NE =

Transportando (3.19) para (3.26) obtemos

t
he09 (1,0)= [he, DHOHLTY (7,007, (Gg<o<n.  (327)
)

Substituindo (3.19) em (3.24) obtemos

8¢ (t.7)

3t H ®= jF(t)h(t T)¢ (r,0)dt, (tg<0O<t). (3.28)

fo

Manipulando as expressdes (3.25), (3.27) e (3.28) encontramos a equacio

j Foht09 o)dt = jh(t DHOKELDY (@, o)dT + j

Iy to

¢ (z,0)dt. (3.29)

Reagrupando os seus termos

! d h(t,T)
0= [|-FOht.0)+ht, DHORL D +—="—p (7,0)dT, (g <0 <1). (330)
= = = = = =22
fo

Substituindo (3.18) em (3.30) obtemos

dh(t,t

t
0= J[—g(r)g(r,m h(t, )H()h(t,T) + )nggm (z,0)HT (t)dr+
o . (3.31)

d h(t,0)
+f[-i(t)g(t,GHQ(t,t)g(t)g(t,c)+ =8t }5(1‘),

Iy

Desde que |£| #0, concluimos que




0 h(t,7)
Jt

= _E_(t)ﬂ(t’f)“ﬂ(t’ t)g(t)li(t,‘l:) , (tg<t<1t).
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3.32)

Esta € a equag@o diferencial que o operador tempo-variante h(¢,7) deve satisfazer, sendo o

resultado procurado nesta secdo. A equagdo (3.32) acima é usada na préxima sec¢do para

achar a equacio diferencial para x(z).

3.1.4 - Matriz Ganho e a Solucio da Equacao Integral

Nesta secio € definida a matriz ganho do problema, e encontrada a forma de solugéo

da equagido integral (2.10), usando as relagdes (3.32), (3.15) e (3.18) definidas nas segoes

anteriores, mantendo as condi¢des de validade da solugdo no intervalo (¢y,?).

Diferenciando a equagdo (2.11) pela regra de Leibnitz, encontramos uma equacgio

diferencial do valor estimado x(¢z) na forma

0 h(t,7)
dt

dx(r)
dt

t
= ﬁ(t, Hz(t)+ j z(t,t)dr.
fo

Introduzindo a equac@o (3.32) na equagdo acima obtemos agora que
. t
&) = ht, 020+ [[E@h,7) - . DH O D (. )d7
fo
Reagrupando os seus termos

t t
i=h(t02()+ j F(Oh(t,7)2(t,T)dT ~ h(t, O H (¢) J’ h(t,7)2(t,7)d,

to to
substituindo (2.11)

(1) = h(t,0)2(0) + F()2(t) - HOh(, 1)2()

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)
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ou, equivalentemente
20 = FO20) + h(t, 0|20 - HO20)] (3.37)
Esta € uma equacdo diferencial intermedidria para o valor estimado do estado, em termos de

fungdes conhecidas a de informag@o existente.

Falta obtermos uma expressdo explicita para h(t,t), e isto significa que o intervalo

de defini¢cdo do operador coincidente a dos dados, ou seja, 7 =¢. Neste caso especial, a

identificagdo é Q(I, = £ (t) sendo denominado de ganho.
Para deduzirmos a matriz de ganho de Kalman, £ )= Q(t, t) introduzimos (3.15) e

(3.18) na equag@o de Wiener-Kolmogorov (2.10), para obtermos

t
0 OHTO=[heo HOp @oHT O+ROSE-0)|dr, (339
=XX - = - =XX == =

to

que desdobra para
t t
o toH 0= [he.DH®Y @ oOHT dr+[hE.DROSET-0)dr.  (3.39)
fo — fo
Para ¢ =t , condig¢do de coincidéncia intervalar do filtro em estudo, a expressdo acima
simplifica para
t
¢ .0HT O [re.DH®S @0HT (dr=ht,HRE). (3.40)
=XX o =Xx
Por definigdo, o erro é
Ax(t) = x(1) - X(1) . (3.41)

e a covariincia do erro dada por

P@) = Epxas” ) (3.42)
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Substituindo (3.41) obtemos
P@) = E0)xT 0 - BT ). (343)

Substituindo (2.7) e (2.10) em (3.43) obtemos

t
PO)=¢ .0-[ht,1) (x,ndt. (3.44)
- =XX - =ZX

)

Comparando as equagdes (3.44) e (3.40) obtemos a relagio
PMHT (1= h(t, DR, (3.45)
de onde se escreve que
h(t,ty= POHT OR™ (@), (3.46)

definida como a matriz de ganho de Kalman K(#), ou seja,

K0 =ht,n=POHTOR™ (). [R7'() existe]. (3.47)

Assim, obtemos a transformacio da equagdo integral (2.10) para a equacio diferencial de

estado na forma

dx(t)
t

B [F@&)-kK®H®OR®+E©20). (3.48)

Esta equacdo € a forma prépria ao calculo numérico, que veremos na se¢do (3.2.3).

No entanto, para calcular K(#) necessitamos achar ainda a equagio covaridncia do erro
P(t) em termos de f__ ®, i ) ,£(t) ,g(t) e O(t), o qual serd demonstrada na préxima

se¢ao.
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3.1.5 - Equacio Diferencial de Ricatti

Passamos agora a deduzir a equagdo diferencial para a covariancia do erro P(z),

necessiria ao cdlculo da equagdo diferencial do estado (sistema). Por definicdo, a

covaridncia do erro € dada pela expressdo

P = E{axnaxT o} (3.49)

Diferenciando-a
JOF E{dA;(t) T(t)}+E{ T(t)dAx(t)} (3.50)

O préximo passo € desenvolver os dois termos do lado direito desta equagéo.

O erro do sistema é dado por
Ax() = %(t) - (1) (3.51)
Substituindo (3.37), (3.1) e (3.2) em (3.51) obtemos
As() = F(Ox(0) + G(Ow(t) - F(O&(t) - KO HOx() -v() - HE(D)].  (3.52)
Reagrupando os termos
Ai(0) = [F(t) - KOH®|Ax(0) - K(£)u(0) + G(t)w(r) (3.53)
A matriz de transi¢fo de estado, 2 (t,19) , € reconhecida acima, e
®(t,19)= F()- K(OH(). (3.54)

Com isto, a solugfo para a equagdo diferencial (3.53) é dada por (2.25), o que equivale a

t t
Ax(1) = D(t.10)Ax(to) - [ Rt DK(MW(D)dT + [ @1, 1)GDWDdT. (3.5

) Ig
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De acordo com equagdo (3.53), podemos expandir o primeiro termo da equagdo

(3.50) da seguinte forma
E{‘—i%(—’l AzT(t)} = E{[(E® - K0 H®)ax(t) - Kovo + Gowo|axT 0. 3.56)

Reagrupando os termos

. {dAzﬁ(t) Azrm} =[F0- KOHO|E{Ax0axT ()
5 £ AL S 3.57)

- KOE{rmax" 0}+ G0 E{wnasT 0}

Observamos que para resolver a equag@o (3.57) é necessdrio encontrarmos as

correlagdes cruzadas ¢ o (t,t)ye ¢ o (¢,t) . Primeiramente, consideramos a expressao
=w

= T
o (Lo=Enas" o}, (3.59)

onde ndo podemos afirmar sobre as condi¢des de ndo correlacdo devido ao desdobramento

de Ax(t).Usando a equagdo (3.55) obtemos

T

: t t
9 | (6:0)= Equ(t) (s, 10)Ax(to) - @@, DE@v@dT+ [ @6, )GDWTDT| 1 .(3.59)
B fo fo
Reescrevendo-a, com 2 T (t.ty)= 2(1‘, o) »
t
0 (.0=010)E{unas" (] tj Euen” @}k 0@ ¢, s
0 t (3.60)
+ [ Efuem” @ e, n60dr.
fo

Usando as propriedades de ndo correlagdo, deduzimos que
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t

¢ ()= -tj E{vinT @}k @@ ¢, nydr. (3.61)
0
A partir da equagdo (3.6)
¢ (©.T)=R®6¢-1), (3.62)

que substituindo em (3.61) resulta em

t
¢ (n=- j ROKT @@ (1,0)8(t-1)de (3.63)

fo
A integral (3.63) tem para limite superior £. O impulso unitério € descrito através de

fungdes simétricas par como:

1 t
6(t) = lim =TI — |, .
o= m(7) ash

onde a fungio retangular é simétrica e definida por
1
1 1 —, |4<T
?H[?) =4T | I (3.65)
0, deoutromodo

Para o problema em questdo o integrando € causal. Também ®(¢,29)=1. Com isto, a

equagdo (3.63) resulta na forma abaixo, por cobrir apenas a metade do intervalo de simetria

de 6(v),

__ 1 T
¢ (Ln=--ROKT@®. (3.66)

De forma similar, determinamos ¢, (£,1) pelas seguintes relacoes:

_ T
o n=E{wnz" @}, (3.67)

=W,
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t
o ()= t{ E{wow” @6T 0@, vdr, (3.68)
de onde
0 (t.0=200GT 3.69
wAx L 2== (3.69)

Substituindo as equagdes (3.66), (3.69) em (3.57) obtemos
4B A Ty =[F@p) - 1 T(5)+1 T
E{ —=Ax (t)}—[g(t) KOH®]PO+- KOROKT )+260QNGT @) (370)

De forma andloga, obtemos o segundo termo da expressdo (3.50) como dada por

T
E{A)_c(n%’-‘- (t)}=[g(t)—gmg(t)]T_I_jm+%§(r>§(r)§’"(r)+%g(t)g(t)gT(t). 3.71)

Somando (3.70) com (3.71) temos, de acordo com (3.50), que

P =[F()-KOH®PO+ PO[F@O)-KOHO] +

(3.72)
+K(1)R()K T+ g(t)g(t)__qT(t),

Finalmente, usando (3.47), chegamos a equagao diferencial matricial de Ricatti ndo linear

para a covariancia do erro:
P(ty=F®OP®+POF" - POHT (R OHNP(1)+GHORNOGT (1. (3.73)

Observamos com estes resultados que a transformagdo da equag@do integral Wiener-
Kolmogorov € centrada na equagio diferencial ordinéria linear de estado, tendo acoplado a
ela uma equagdo nio linear de Ricatti para o ganho.

As equacdes diferenciais que fazem parte da formulagdo completa do filtro de

Kalman (3.47), (3.48) e (3.73) na forma continua estdo sumarizadas na Tabela 3.1.




31

Tabela 3.1 - Equagdes do filtro de Kalman na forma continua.

Modelo do Sistema x(8) = F()x(1) + G(O)w() 3.1
Medida do Modelo 2(0) = HOx() +v(0) (3.2)
Condigbes Iniciais | ply0)}= 5, E{x(0)-20)a®) -2,f =R

Estimativado Estado | %) = F(&(1) + K()|z() - H()3(0)] (3.48)

Matriz de Covariéncia do P(t)=F(®P()+P(1) £T O+ =G(t)Q(t)(_}T ©-K©ORE) KT @ (.13)
erro = S

Matriz Ganho de Kalman £(t) _ i(t) E— T ) 5—1 _ |_£(t) i T )+ g(t) _ﬁ_ (t)k—l ® (347

3.2 - APROXIMACAO DE EULER AO DISCRETIZADO

O estudo desta secdo € transformar as equagOes diferenciais linear de estado e ndo
linear de Ricatti que definem o filtro de Kalman na forma continua, vistas na se¢fo anterior,
para a forma discretizada, com o objetivo de escreve-las na forma conveniente ao célculo
computacional. Para isto, dividimos esta secdo em quatro partes que sdo apresentadas a

seguir, tendo como referéncia basica LEWIS (1986).

3.2.1 - Aproximacdes Basicas

Iniciamos com a aproximacio de Euler, para algumas equag¢des necesséirias para

descrever as préximas etapas.

Na sec¢do 2.3.3, a equagdo (2.34) € escrita como
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D(kA?) = eEA 1+F(t)At +% F2 (At +% F3(nar+... (3.74)

Portanto, quando Az — 0, desprezando os termos de ordem superior, encontramos o
seguinte aproximacao

D(Ar) = gk =I+F(t)Ar. (3.75)
A autocovariancia da fungio forgante w,, é definida como
0¢, 1) =Efwyw®’},  (t=kAt, T=kA?). (3.76)

Partindo das equagOes (2.31) e (2.30) concluimos que

At
wAn = [®A-T)G(OW(T)de . (3.77)
0

Substituindo (3.77) em (3.76) resulta em

AtAt
O(At) = j j D(A? -—T)g(t)E{v_v(t)_u_/T (r)}g;_T (O)D(Ar—7)ddt . (3.78)
= 00 -

Rescrevendo a equacio (3.4) na forma
E{won” (m}=008¢-1), (3.79)

e introduzindo (3.79) em (3.78) obtemos
At
QAN = [ @At -1)GHQMGT (HD(AL-T)dT. (3.80)
= 0 —_— —_— —_— 3

Usando as propriedades de integral definida de Riemann podemos reescrever a

equacdo (3.80) e a (3.77) na forma numérica

N-1
0 = lim ¥ OUNGE)NQE)GT €)D(ANAr (3.81)
=k A0/ === Y=
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N-1
wy = AEEO E)g(m)g(g,-)w(g,-)m, (3.82)

onde t; <E;<t;; At=t;—t;; i=012,...,(N-1). Substituindo (3.75) nas

expressoes (3.82) e (3.81) obtemos

N-1

0 = lim Y (I+FMOANGE)QENGT €I+ FnAnAL, (3.83)
=k M0, T =" == = =
e
N-1
w; = lim 2({ + F(OADYGE; Yw(&;)Ar . (3.84)
A0 .-~ T -

Reagrupando e desprezando os termos de ordem superior obtemos o seguinte resultado para

as expressdes acima

N-1
0 = lim Y GEHOENGT €A, (3.85)
=k Ax—0 =0 = =

N-1
w = lim %g(é,- YWE; )AL (3.86)

Portanto, podemos considerar no limite as seguintes relacoes:

2, - GHEMGT (At (3.87)

wy = GOW(DAL. (3.88)

A partir das definigGes na segédo 3.1, a autocovariéncia R(#) diagonal € dada por

R(t) = Epen” @) |=ROS(¢-1), (3.89)
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A sequéncia ruido branco discretizado pode ser tratada para aproximar ao processo de ruido

branco continuo, reduzindo o comprimento (At) e incrementando sua amplitude, da forma

que R, — R/At. Isto é, no limite At — 0, a fungio ruido branco discretizado tende para o

valor de um dos pulsos infinitos de duracdo zero, assim a 4rea sob a funcdo de

autocorrelacdo e R, Az igual a 4rea sobre a funcdo continua de autocorrelagdo, GELB et el

(1974). Com isto temos definido as trés relagGes basicas desejaveis (3.87), (3.88) e (3.75).

3.2.2 - Equacao Diferencial de Estado Discretizada

Passamos agora a transformar as equacdes do filtro de Kalman na forma continua

para a forma discretizada, utilizando as aproximacOes demonstradas na secdo anterior.

Iniciamos com a equagdo diferencial de estado dada por:
x(1) = F()x(1) + G(1)w(?).
Aplicando a simples aproximacao de Euler, temos que

x -x
lim =&+l =k
At—0 At

Na forma recursiva

Xps1 =% (I+F(OA 1)+ G(OW(DAL .

Considerando as relagdes (3.75) e (3.88) em (3.92) temos que

Xpp1 =X @, Wy

3.2.3 - Equacio Diferencial da Estimativa do Discretizada

L = F(t)x +G(twy.

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)
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Partimos para a discretizag@o da equacdo diferencial da estimativa do erro definida

pela equacgio (3.43), pelo mesmo procedimento da se¢@o anterior. Com,
dx(t
LY _[ro-koHOkO+K020), (3.94)

e utilizando a aproximagio de Euler, e admitindo o processo de amostragem descrito como
RO =3kA) e z(t)=z(kAr), [kAr<t<(k+DAr],  (3.95)

obtemos

. ik 1“221( _ ~
A‘,‘L“o_+A?‘“‘[£“)' KMH®]E, + K@)z, (3.96)

escrevendo na forma recursiva e reagrupando os termos, entao,

R =& [T+ Foat Kondg, —~H®), |. (3.97)
Com as relagdes
gk—>1+£kAt, (3.98)
e
K - K@®)Ar, (3.99)

substituindo-as em (3.97) obtemos
X1 =2, 4 +K (ék ‘Ekik)~ (3.100)
Escrevemos agora a equagdo (3.100) na forma da estimativa procurada para o estado

atualizado ao redor do ponto de medida k segundo a amostragem de ordem zero.

Considerando a extrapolagdo da estimativa do estado como sendo dado por
L) =2 2, (), (3.101)

que substituida em (3.100) resulta em
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X1 (H) =21 (5) +£k [&k —gk X1 (‘)], (3.102)

definida como a estimativa atualizado do estado.
3.2.4 - Equacio de Ricatti na Forma Discretizada

Para o caso da equagdo diferencial matricial da covariincia do erro, procedemos de
forma similar como foi realizado nas se¢Oes anteriores. Dada a equacdo de Ricatti na forma
continua (3.73), isto &,

dP(1)
dt

=FP(0) - POFT (- POHT OR™ OHOP®+GHQNOGT (). (3.103)

Segundo a aproximagio de Euler

P -P
Jim i"—%ﬂ =FOPO-POF®" -POHN R ) HOPO+GOQOGT (¢). (3.104)

Sabemos que a matriz ganho (3.47) € definida como
K®)=POHT OR™' (). (3.105)

Substituindo-a em (3.104), escrevendo a forma recursiva e reagrupando os termos, obtemos

que

P . =(I+FmANP (I+E®A f) - KOH®OP,A1-GNQNGT (DAL (3.106)

Usando as aproximagdes (3.75) e (3.87) em (3.106), isto €,

@ —I+F(nAt (3.107)

2 —GMENGT AL, (3.108)




obtemos como resultado
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T _K H P +Qk. (3.109)

Consideremos que a extrapolagdo da covariincia do erro € dada por

- T
PrnO=2, 2,12, +Q . (3.110)

Entdo, representamos a covaridncia do erro atualizado como

k+l

ou, equivalentemente,

)= P () [K H P ()], 3.111)

=k =k+l

£k+1(+)=ll—£k£k Jgk+1(—). (3.112)

As equagOes que fazem parte da formulagdo do filtro de Kalman na forma discretizada

obtidas neste capitulo estdo sumarizadas nas Tabelas 3.2.

Tabela 3.2 - Equagdes do filtro de Kalman na forma discretizada.

Modelo do sistema X =2 ¢ Xk TY (3.93)
Modelo de medidas Zi4 =£k+1l‘k+l +v, (3.115)
COl’ldigéCS iniciais Eh(o)}: 20, E{)‘C(O) - 20 XE(O) - )—’EO)T}z PO
Extrapolagdo da estimativa dof x, ,(-)=® ‘ 2, () (3.101)
estado —
Extrapolagdo da covaridncia do (_) _ q) P ( +)(I>T +0 (3.110)
erro =k = =k Zi
Estimativa do estado atualizado | x B (D=2 4 )+_k . |__ Zp41 —H el b (—)J (3.102)
Covaridncia do erro atualizado | P (+)= L— K . H. P PO (3.112)
Matriz de ganho de Kalman T L T 1

K =P OE i 2y OH TRy, (3.105)
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v, Bia q,.R, i1, Bi
A A ‘ A
21O | 2 ONEACY it | 2o D)
R Ly, Ur1, O, Uk R
P i) |2 2,2+ VR O NN Y
k-1 k k+1

Figura 3.1 - Ilustraciio da transferéncia das funcdes envolvidas na formulacio do filtro de

Kalman na forma discretizada.

3.3 - METODO DE GELB

GELB et el (1974) apresenta um desenvolvimento completo para obter as equacdes
de diferencas que fazem parte do filtro de Kalman, e em seguida chegar a forma continua.

A nossa intencio aqui € a complementacdo do formalismo unificando os dois

procedimentos: o continuo e o discretizado.

Iniciamos escrevendo as relacdes de aproximacgdo ao redor de um ponto de medida

() =x +Ax (4), (3.113)
() =xp +Ax, (5, (3.114)
x () e x x (=) representam as estimativas imediatamente posterior e anterior a ¢t = kAt ,

como mostra a Figura (2.4). As equagOes de estado de partida sdo dadas por

Zp =H, x; +v;, (medidas), (3.115)
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Xpy =8, X +wy,  (sistema), (3.116)
onde H k e ® X sdo as matrizes de estado e saida, respectivamente, v x € 0 ruido presente

com média zero e covaridncia R 2 € Wya funcio forcante com média zero e covaridncia

A partir da estimativa a priori do estado do sistema no tempo t;, denotado de
%; (=), buscamos uma estimativa de um dado posterior, £, (+), baseada na medida z; .

Com o objetivo de evitar o crescimento da meméria do filtro, este estimador é estruturado
na forma linear e recursiva na forma

5N =K%, )+K, z;, (3.117)
onde K’ e Ksdo matrizes variantes em ¢ a determinar. Manipulando as expressdes (3.113,
3.116, 3.117) obtemos que

Ax, =K, +E H, ~I +K, Ax, (4K, v, (3.118)

Por definigio temos que E{v;}=0. Se E{Ax(-)}=0 este estimador serd ndo
tendencioso. Isto é, E{Ax(+)} =0, para um dado vetor de estado x; somente se o termo
entre colchetes for zero. Sendo assim, isto requer que

K,=1-K,H,. (3.119)

Substituindo (3.119) em (3.117), obtemos o estimador na forma
Xy <+>=(£—£kgk)zk<—)+§kzk, (3.120)
ou, equivalentemente,

X (+>=ik(-)+_£<__k[;k -H %, (—)]. (3.121)




40

O erro estimado correspondente resulta em
AP =(1-K, H, JAx, O)+K, ;. (3.122)
A relacdo (3.122) € importante para determinar a matriz de ganho K . due € obtida
através da minimiza¢do da matriz de covaridncia do erro P L quando uma medida €

processada.
3.3.1 - Matriz Covariancia do Erro

A medida de dependéncia (espalhamento) entre duas varidveis aleatdrias € chamada
de covariincia. A relagcdo covariincia-correlago faz parte da construgio dos filtro lineares

6timos. A covariéncia do erro P, € a medida do espalhamento de Ax, representada pela

expressao
P ()= E{Azk +HAx," (+)}. (3.123)

Substituindo a equagdo (3.122) em (3.123) obtemos

P =E{(g—§kgk _k<—{Ath(—{g—__l_<hghf+_v Tf[}gk_vk{@che g—g,gjtvfff]}. (3.124)
Por defini¢do temos que:
P ()= Efpx, ()Ax,T (), (3.125)

R, =Ep,v,T } (3.126)
Como o erro é admitido como ndo correlaciondvel ao ruido

E{Azf.k (—)th }= E{!kAzc.hT(—)}=0, (3.127)
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Substituindo (3.125), (3.126) e (3.127) em (3.124) obtemos

£, = (L_Ek g, )——P—k (_)(i_ﬁk g, )T +K, R K. (3.128)

Esta relacdo serd utilizada na préxima se¢lo para determinarmos a matriz de ganho

K . Além disso, uma relagdo simplificada da matriz de ganho da covariancia do erro P, .

Na Figura 3.1, secdo 3.22, temos representado a relag@o entre P k’ p ¢ (+)eP ‘ ).

3.3.2 - Matriz Ganho

Nesta secdo temos como objetivo determinar a matriz de ganho K, e a forma
simplificada da matriz de covarancia do erro P L atualizado. O critério para se determinar a

matriz de ganho K p ¢ a minimizacgio da norma do vetor dos desvios dado por
Jp = E{Ag,{(ﬂQAg . (+)}, (3.129)
que corresponde aos elementos da matriz de covaridncia do erro _£ L (+), e onde a matriz
qualquer S € positiva semi-definida. Escolhendo § =1 , a equagdo (3.129) resulta em
I =trago[£ k(+)]. (3.130)
Para determinar o valor K r € necessdrio minimizar o comprimento do vetor erro

estimado calculando a derivada parcial de J; emrelagdoa K € igualar a zero, isto é

dJ
"k _p

3.131
K, (3.131)

Usando a relagdo
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J
——[trago (ABA”)]=24B, (3.132)
5’__4 === e’
obtemos
olr— _ T _
2(& £k£k)£k( H, ~ +2K R, =0, (3.133)
e o resultado
-1
— _ T _ T
K =B OE, [ikﬁk( H, +£k] ; (3.134)

para a chamada de matriz de ganho de Kalman desejada.

Substituindo (3.134) em (3.128) resulta em
P (+)=P,(-)-P, (-H T[H P (-H TLR ]_IH P (=) (3.135)
=k =k =k =k |l=k=k =k =k =k=k ’ :
ou, substituindo o valor de K . da expressao (3.134) na equagdo (3.135) obtemos

i (+)=[g—£kgk P (=), (3.136)

que ¢é a forma simplificada da matriz de covariancia do erro atualizada.

Podemos concluir esta secdo dizendo que descrevemos as estimativas da
descontinuidade da varidvel de estado e da matriz covaridncia do erro ao redor do ponto
temporal da medida. A extrapolac@o entre os pontos de medidas a esquerda e a direita sdo

dadas pela expressoes:

3u()=2 %,(4), (3.137)
P.O)=0P H2"+Q . (3.138)

==k+1

Estas equagGes estdo sumarizadas na Tabela 3.2.
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3.3.3 - Transformacéo a Forma Continua

A transformacdo das equacgdes do filtro de Kalman da forma discretizada para a
continua € realizada e descrita a seguir. Temos como inten¢do fechar o ciclo de formulacdo
da transformacéo discretizado-continuo e continuo-discretizado, com o objetivo de analisar
e entender se a formulagdo da solucéo do problema original existe, se ela € tnica e se ela é
estavel, ou melhor, se ela € consistente.

Por defini¢des anteriores, temos que as equagdes dindmicas na forma discretizada,
sdo dadas por

Xp=F 2 +G w,  (sistema) (3.139)
2y =H, x;, +v, (medidas) (3.140)
onde w; e v, sdo processos branco média zero e matrizes de densidade espectrais Qk e

R &’ respectivamente. As propriedades a serem observadas sdo de equivaléncia vélidas no

limite quando ¢; —t;_; = At = 0, demonstradas na se¢do (3.2.1) € que sdo:

2, > L+EMA, (3.141)

Q, = GORNGT (1AL, (3.142)
R

R~ (3.143)

A matriz de covariancia do erro foi definida por

PaO)=2. P, (+)2kT +_2K- (3.144)

Substituindo as relagdes (3.141), (3.142) em (3.143) obtemos




Pen)= [i*ﬁ(t)At]g ‘ (+)[£ + g(t)At]T +G(02(G T(H)As. (3.145)

Desenvolvendo o produto e colocando Ar em evidéncia chegamos ao resultado

intermediario

P, O=B @+[FOP, ®+P, WFT 0+ G006 |ar+oar?),  3.146)

onde O(Atz) refere-se aos termos de segunda ordem e que sio desprezados. Reescrevendo
a equacdo (3.136) da secdo (3.3.2) definida como
P =[I-K H, [P, ), (3.147)

e substituindo-a na equag#o (3.146), reagrupando os termos, e calculando o limite para

Ar — 0, obtemos

)—P (-
tim 2t O~ 5O =FOP O+P OF O+
im FO)P ()+P (F (3.148)

Ton, 1 T
+g(t)g(t)§ (t)+E§k£k£k(—)—f(t)g(t)Ngki’k(—)—__1_<(l‘)At£Ik£k(—)!__’ ).

A partir da equagio (3.134) podemos escrever o termo _Al; K , 1a forma

—K, =—P,O8 |1 P OB T+R ], (3.149)
ou, reagrupando, na forma

Ly =p OmH T[H P (-)H TAt+R At]_l (3.150)

At ==k T =k zzk |=—ko=k =k =k ) :

Como R ¢ R/At segundo (3.143), entdo,

L =p o H P -)H TAr+R]" 3.151
X{:k_—;k( )=k [=k=k(—)=k t+=] ) G.151)

No limite Ar — 0, obtemos o resultado
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lim - K =POHT )R71(1). (3.152)
A0 At =k ="""= =

Com isto a equagdo (3.148) é também reescrita como
P(=FP®)+POF (+GHQ0GT ()-POHT ORI H®NP@).  (3.153)

Esta equagdo € ndo linear e chamada de equagio diferencial matricial de Ricatti, como visto
na secdo (3.1.5), equagdo (3.72).

Partimos agora a transformar a equacéo (3.111) para a forma continua, e com isto
temos definidas um conjunto de equagdes diferenciais do filtro de Kalman na forma
continua. Substituindo na equacio (3.111) a expressdo

L (5)=2 %, (+), (3.154)
ela resulta em
=0, 2 (D+K, [z -H, @, 2, )] (3.155)
Substituindo gk por £+£(t)At e £k por £(t)£T(t)£_1(t)At obtemos

X (H)—-X, (+
li 2kt )%k )
At—0

= E0 (+POHT OR™ 0z, -H, & P]+0a).  (3.156)
No limite Az — 0 temos que
21 = EOE0+ POHT OR™ 1)z - H®E(0)). (3.157)

Esta € a equagio diferencial da estimativa do estado do filtro de Kalman na forma continua,

sumarizadas na Tabela 3.1.
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Figura 3.2 — Representacdo do processo do filtro de Kalman na forma de diagrama de
blocos onde O =C{w;}e E{w,}=0, Ry =C{v;}eE{y,}=0. A
parte superior mostra os modelos matemadticos do sistema de estado e de
medida propostos. A parte inferior mostra o processo de estimativa do sinal

desejado em meio a ruido. A parte superior € a geragdo do sinal e a inferior €

a de filtragem.
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Condig¢des iniciais: k=0

x P R Q & K z
—_0 =03 =0 &0, =0 =03 —0,
A
k—k+1 —ﬁ
Y
Modelo Entrada
i, R, & z; k=1, L-1
v A 4
Extrapolacao Transigao Ganho
L0 D, K
h §
Y Y
Atualizagao Extrapolagao Atualizacéo
A > A N
Pry(h) X ) X (D)
l F 3 |

Figura 3.3 - Diagrama de bloco do fluxograma computacional do processo de filtragem
segundo as equagdes de Ricatti e ganho , mostrando as etapas necessdrias para
o célculo da estimativa do estado. A condi¢@o inicial para cada evento €

definido em k =0, iniciando nova contagem de k.
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4 - O PROBLEMA GEOFISICO

Neste capitulo faremos a aplicacio do filtro de Kalman através do exemplo esbogado na
Figura 4.1. Nela temos uma fung@o continua por partes, que serve para representar medidas
geofisicas gerais ideais em pogo, entre elas as de sismica onde se deseja estudar a fungdo
refletividade do meio representada por descontinuidades nos tempos intervalares. Neste exemplo,
desejamos recuperar o sinal embutido em ruido considerado como a primeira etapa na busca da
fung¢do matemadtica que descreve o meio geoldgico. O sinal x(¢) € medido na presencga de ruido,

v(t), que tem média zero e varidncia cg .

O presente modelo é baseado no modelo convolucional, onde o meio geoldgico &
representado pela fung@o refletividade aleat6ria s(¢), que por convolugdo com a fungdo fonte do
tipo degrau-simples, u(t), deterministica, gera a mensagem x(¢), ¢ a ela adicionamos um ruido
aleatério v(t).

Um modelo conveniente para representar a fung@o refletividade s(¢f) € o Poisson-
Gaussiano, descrito pelas seguintes propriedades:

1. A subsuperficie é relativamente horizontal, perfeitamente elastica, e formada por

camadas homoggneas e isotropicas.

2. A diferenca da impedancia acistica nas interfaces entre as camadas é tal que os
coeficientes de reflexdio correspondentes sdo ndo correlaciondveis, média zero, e as
amplitudes tem distribui¢do Gaussianica.

3. Estes coeficientes de reflexdo sdo suficientemente pequenos de modo que reflexdes

miuiltiplas e efeitos de transmissdo podem ser ignorados.
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Obviamente, estas considera¢des ndo sdo totalmente validas; entretanto, elas sdo relativamente
fortes e nao sdo incomuns na geofisica, SILVIA & ROBINSON (1979).
A fungdo s(¢) consiste de uma distribuicdo de impulsos que pode ser descrita por
+o0
s =Y adt-1;), (4.1)
i=0
onde a; e 7;, refere-se a amplitude e localizagdo de cada impulso, respectivamente. A partir das

consideragdes citadas podemos admitir a; como varidveis aleatdrias com distribui¢do Gaussiana

com média zero, y =0 e varidncia o? =0'2, e T; € descrito como processo de Poisson de

pardmetro A, como mostra a Figura 4.1, MENDEL, (1983).
As equagdes que representam o modelo convolucional sdo :
x(8) = sty u(t), (4.2)
z(t) = s()*u(t) +v(t). 4.3)
Este modelo normalizado satisfaz claramente o teorema da decomposi¢cdo de Wold. Com base

neste teorema a componente ruido v(¢) pode ser escrita como

v(t) = s(t) * u(@) +n(), 4.4)
onde u(t) representa uma componente de ruido geoldgico relacionado a distribuicdo de s(¢), e
n(t) sdo ruidos aditivos considerados como relacionados as medidas e a outros efeitos locais e

externos.
A partir do que foi exposto acima, temos entdo estabelecidas as propriedades estocasticas

do modelo descrito, que sdo sumarizadas abaixo:
E{x(t)}= 0, ¢xx(t1,t2) = E{x(tl)x(tz)}= 2,0"216(1‘1 —t2), (45, 46)

E{wt)}=0, Do (11,12) = E{w(t) )w(1y)} = A628(1 — 1), 4.7,4.8)
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E{vt)} =0, Ou(t 1) = E{v(t; v(ty)} = 0268(1; — 1,). (4.9, 4.10)

Comparando as premissas (3.4), (3.6) e (3.8) com t =t;, T =1, com as (4.6, 4.8 € 4.10) obtemos
0 =0=A4c;, 4.11)

R(t)=R=0. (4.12)
Para a solucdo do problema especifico aqui posto para estudo, € necessario definirmos as
vardveis de estado, de acordo com o desenvolvimento na segdo (2.3.1), equacdes (2.14) e (2.15)
para obtermos (2.17) e (2.18). Estas varidveis sdo selecionadas na forma:
x@®) =x()=y@®) Xy (1) = x1(t) = x(t) = w(t). (4.13,4.14)
As equagdes de estado sdo dadas por:

x(t) = F()x(1) + G()w(r), (sistema) (4.15)
y(&)=H®)x(t). (saida) (4.16)

Comparando as equagdes (4.15, 4.16) e as (4.13, 4.14) encontramos que:

J'Cl =0+ w(?)
¥(8) = x1(2)

I

}=> F=0,G=1 H=1. (4.17,4.18,4.19)

Substituindo estas relacdes acima na equagd@o diferencial de Ricatti (3.73) para a covaridncia
obtemos

dP(1) -
—=—=-POR™ (OP()+ Q). (4.20)

A equagdo do ganho (3.47) resulta em
K0 =PNR™(®). @21)

Transportando as equacdes (4.11, 4.12) para (4.20) e (4.21) e reagrupando os termos, obtemos a

equacdo diferencial da covariéncia do erro na forma escalar dada por
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dp) _ p*(1) ., 2
R +202, (4.22)

e o ganho na forma escalar por

K@®=2 (;) . (4.23)

v

O Préximo passo € encontrar a solugdo fechada da equag@o de Ricatti na forma geral para
ser aplicada nas equacgdes (4.22) e (4.23). Com este resultado, podemos obter a equagio

diferencial da estimativa do estado do filtro de Kalman na forma escalar.
42 - SOLUCAO FECHADA DA EQUA(;AO DE RICATTI E DA ESTIMATIVA

Nesta se¢do procuramos uma soluc¢fio para a equagdo diferencial (4.22), com a finalidade
de obtermos a estimativa do filtro de Kalman na forma escalar. Partimos da forma geral da
equacdo diferencial de Ricatti apresentada por LEWIS (1986),

2

p<r>=—”7p2<t)+2fp<t)+q, 4.24)

onde h,r,f e g sdo valores constantes na forma escalar correspondente na forma vetorial a

H,R,F e Q, respectivamente, definidos a partir do modelo em estudo. Fazendo algumas

mudangas em (4.24) obtemos
—K 5
dp(t) = p— O+2fp(®)+q dt, (4.25)

- ap(t) —dt, (4.26)

-h7p2<t)+2fp(t)+q
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Figura 4.1 - Forma de onda quadrada do processo aleatério, a ser recuperada em meio a ruido
através do processo de Kalman. Este sinal € considerado como a convolugdo de uma
fungdo fonte do tipo degrau-simples deterministica, u(¢), com fungo refletividade
aleatéria, s(¢). Ela serve para representar medidas ideais geofiscas, como por
exemplo medidas em pogo, incluindo o snico, com a distribui¢io de densidades e

velocidades intervalares

Integrando a expressdo (4.26) a partir dos limites inferiores p(0) = py e £(0) =0, como mostra a

Figura 4.2, obtemos

pir) t
— dp = [de (4.27)
o B2 Npr0-2fpt-q

Usando a tabela de integrais, PISKUNOV (1977), temos para resultado da integral definida

[(hz/”)!’(f)—f —ﬁ}[(hz/ ’“)PO —f +5} 2Pt (4.28)

W2/r - £ +8 | 12/ )po- £~ B

onde

B=+r2+n(g/r). (4.29)
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A préxima simplificag@o algébrica € obtida definindo:

P =k%(ﬁ - f), (4.30)

pr=—(B+f). 4.31)

A solucdo geral da equagéo diferencial de Ricatti na forma presente € reescrita como

Pt D2
(po+ E_’Q}Zﬁr »
(Po—p2)

pt)=py+ { (4.32)

Para o problema em pauta, ou seja, a solu¢do da equagdo (4.22), comegamos comparando-
a com a solugdo geral dada pela equacio (4.24), e as seguintes relacdes sdo Obvias: a=0 e

h=1. Substituindo-as em (4.29), (4.30) ¢ (4.31) encontramos que:

pL=py =rar, (4.33)
B= F . (4.34)
p

p(?)
Poo

L
Al

Figura 4.2 — Forma de varia¢do da funcéio p(z), que no problema em estudo corresponde a

covariincia do erro para sistema de primeira ordem.
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A equagdo (4.32) resulta em

p(t)=4Jrg + 2yrg . (4.35)
(po +\/&_;) 2J§t

B A r __1
(Po—+ar)|

3

Considerando como condi¢@o inicial py =0 , para que possamos representi-la na

condicdo de uma tangente hiperbdlica simétrica, segundo BAYLES & BRIGHAM (1970), a

equacdo (4.35) simplifica em

p@®) =4rg- —Z‘é;—i. (4.36)
2

E
e ' +1

Reagrupando os termos, podemos reescrever (4.36) na forma

o[

l—e ‘7
p(t) = —frg| ——|. 4.37)

2.14;

1+e V7

Comparando (4.22) com (4.24) concluimos que

r=0° e q =/10"21. (4.38)

Substituindo-as em (4.37) resulta em

I-expl2

(o)
p(t)=—yo2Ac2 LA Y (4.39)

1+exp| 2 [—2+¢
L Y

Levando a equagio (4.39) até (4.23) e reagrupando os termos obtemos
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i 1)
2
1—exp| 2 10.2" t
Ao 2 Oy
Kit)y= - 2” F = |. (4.40)
Oy Ao Z
I+esp|2 t
2
| ¥V Or ] )

Neste ponto, chegamos a solu¢do na forma fechada para a equagéo de Ricatti com auxilio

da funcdo tangente hiperbdélica, e dada por

24/t 2
l-e o
K@) =47 — 7=/l—;—. 4.41)
1+e 14 o

Substituindo (4.41), (4.17) e (4.19) em (3.46) obtemos a equagado diferencial da estimativa do

estado do filtro de Kalman na forma escalar desejada, dada por

m _ 1- exp[—2ﬁ t] A 1- exp[—2\[77 t]
d 4 1+ exp[—Zﬁt] Y 1+ exp[—2\/7t] - @58

4.3 - SOLUCAO NUMERICA DA EQUACAO DA ESTIMATIVA DE KALMAN

O objetivo desta secdo € a integragdo numérica da equacdo (4.41) com o auxilio do

’

método do tipo Runge-Kutta, e desenvolver o algoritmo computacional conveniente para usar em

dados sintéticos e reais.

4.3.1 - Método Runge-Kutta

Fazemos inicialmente uma descri¢do deste método de uma forma geral, para em seguida

aplicar-lo na equacdo diferencial (4.42).
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O método de Runge-Kutta de segunda ordem, BARROSO et al (1987), apresenta duas

solucdes que sdo descritas abaixo:

At

(a) % =£j+7(cl+c2), (j=012,...,M-1), (4.43)
onde
C1=F(zj,%), 4.44)
Cy=f(zj+ALx; +AF(zj,%;)). (4.45)
(b) Ry =%;+MC,y, (j=012,...,M-1), (4.46)
onde
C1=F(zj,%;), 447)
Cy =F(z; +%,5¢j +—Ai-t~C1). (4.48)
Fazemos agora a comparacdo dos dois métodos aplicados a equac@o diferencial (4.42)
reescrita na forma
%: —JYK@®R(1) +JYK@)z(t) . (4.49)
Para a primeira solugfio temos as seguintes relacoes:
Epi1 = Zp +%(C1 +C,), (n=012,...,M-1), (4.50)
onde
Cy =1 Kn[2a =%, ]. (4.51)
Cy =YK, [z, + 1)~ (2, +Ae(C)))]. 4.52)
Para a outra solug@o temos que
£, =x, +MC,, (n=012,...,M~1), (4.53)
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onde
Cr =7K,[z, - %,] (4.54)
Cy =YK, [(zn +%)— (fc,, +%C1 )] (4.55)

At representa o espagamento uniforme da amostra no processo de integracdo numérica. Com as
expressdes dos dois métodos definidas, passamos a elaborar o algoritmo para testar o filtro
matematico em dados sintéticos e reais.

Foram também desenvolvidos algoritmos para os métodos de Runge-Kutta de terceira e
quarta ordem. Observamos que a diferenca entre estes € o método de segunda ordem € muito
pequena e imperceptivel na escala visual conveniente para interpretagdo de sinais. Por este

motivo decidimos apresentar apenas o método de resolu¢do numérica de segunda ordem.

4.4 - RESULTADOS OBTIDOS

Nesta secdo, descrevemos de que forma obtivemos os dados sintéticos e os dados reais, €
os resultados obtidos apdés a aplicacdo do filtro de resolugdo. Para melhor entendimento

dividimos a se¢éio em duas subseg¢des seguir.

4.4.1 - Dados Sintéticos

O sismograma sintético (perfilagem simulada) foi obtido a partir da convolugdo da fungéo

meio, s(¢), com a funcdo degrau simples, u(t), gerando a onda quadrada (perfil ideal), x(¢),

tendo a ela sido acrescentado um ruido aleatério v(¢).
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Para os diversos experimentos realizados, escolhemos para apresenta¢do apenas dois tipos
de ondas quadradas e dois tipos de ruido. Combinando-os, geramos trés perfilagens simuladas e
distintas, como mostra as Figuras 4.4, 4.7 e 4.10. Na Figura 4.4 temos uma perfilagem simulada
com a razdo sinal/ruido S/N =5,73, na Figura 4.7 S/N = 44,63 ¢ na Figura 4.10 S/N =5,73.
Observamos que na Figura 4.10 a influéncia do ruido € maior, por este motivo quando o filtro é
aplicado h4 maior perda na resolucio do sinal, o que € coerente.

Apresentamos na Figura 4.15 a correlagio cruzada estocéstica entre o sinal z(¢) e o ruido
v(t) , mostrando que o nivel de correlac@o entre ambos € muito pequeno, embora a teoria requer
que seja zero (equagdo 3.8). As autocorrelacdes estocdsticas da mensagem x(f) e do ruido v(¢),
demonstram que o ruido se aproxima ao exigido na teoria (equagio 3.6 ¢ 4.10).

Nestes procedimentos o que se ganha na resolugdo do processo ndo estaciondrio se perde
na operagio prética, uma vez que € necessdrio definir cada intervalo das janelas sequenciais de

aplicagdo do filtro (ty <7 <t) para a detec¢io dos eventos. Consideramos fy € ¢ como posi¢des

imediatamente anterior e posterior a informagdo da presenca dos eventos representados pelos
degraus da onda quadrada, como mostra a Figura 4.3. A discretizagdo € da forma ¢t =nAt. A
profundidade € relacionada ao indice n, sendo At uniforme e pode representar qualquer unidade
do SI ou seja; metro, quildmetro, centimetro, segundo, etc...

Baseado nas consideracgdes tedricas para a aplicacdo do filtro de Kalman, desenvolvemos
um algoritmo computacional que foi testado em vdrias situagGes. No entanto, separamos alguns
resultados que sdo mostrados nas Figuras 4.5, 4.6, 4.8 4.9, 4.11 ¢ 4.12, onde ¥ € o pardmetro de
Poisson-Gaussiano que determina a qualidade do filtro, e At é o espagcamento da amostragem.

Analisando os resultados obtidos, observamos que o filtro é muito versétil e tem boa

aplicabilidade para as situagOes selecionadas de ndo estacionariedade, apresentando uma melhora




59

na resolug@o quanto menor for o espagamento da amostragem, ou seja Az — 0 , como mostra as
Figuras 4.6, 4.9 e 4.11. Em todos os resultados obtidos podemos notar a influéncia da resposta
transiente do operador do filtro caracterizado pela forma simétrica da tangente hiperbdlica.

A aplicagdo do filtro para sinais com muito ruido, ou seja , S/N =5.73, Figura 4.10, é
bem aceitdvel, como mostra as Figuras 4.11 e 4.12. Com isto, podemos concluir que este

processo de filtragem ndo € limitado por valores relativos da relagdo S/N, o que é coerente. O

valor da razio sinal/ruido € calculada a partir da expressao:

N
YN (x; - %>
=1

==—3 (4.56)
YN (v; -9)?
i=1

As Figura 4.16 (a) e (b) mostram as formas das fun¢6es transferéncia no dominio do

tempo h'(t) e da frequéncia, H'(w), calculadas através da divisdo da transformada de Fourier da

saida final X(®), pela entrada inicial, Z(w), com o objetivo de comparacio. A fungdo
transferéncia propriamente dita, esta relacionada ao operador em cada janela ( ver Figura 4.3).
Apbs a analise sobre dados sintéticos, com os exemplos selecionados, passamos agora a

aplicar este processo de filtragem de dados reais.
4.4.2 - Dados Reais

Para verificar a operacionalidade e a resolu¢do do método de Kalman sobre dados reais,
utilizamos um perfil de volume de argila obtido em um pogo do lago Maracaibo, Venezuela, com

mostra a Figura 6.1.1.
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A primeira etapa constou da defini¢do inicial de cada intervalo das janelas sequenciais
sem superposi¢do para a aplicacdo do filtro (¢g <7<T) em pontos onde a varidncia é
considerada conhecida. O intervalo da amostragem foi fixado em Ar=0,1. A variacdo do
pardmetro ¥ do modelo Poisson-Gaussiano foi entre 10 e 20.

O dado real disponivel e utilizado nfo se apresenta como tipicamente muito ruidoso, o que
impede de verificarmos uma melhor resolucdo do filtro, embora tenhamos obtido um resultado
satisfatério demostradas através da suavizagdo do ruido em todo intervalo amostrado como €

visto nas Figuras 4.13.b e 4.14.b.

+
A T
—
1 : / : 1 1 a7
y(t) ! EtO I ETI T »>i
il
v L@

Figura 4.3 - Ilustragdo da janela de aplicagdo do filtro (fn <7 <t) e da forma hiperbdlica do
operador linear h(z) para detec¢do dos eventos representados pelos degraus-
simples. A varidvel ¢ pode representar tempo (se for o caso de fungdo temporal) ou
profundidade ( para o caso de fungdes espaciais) como no caso presente. A escolha
dos pardmetros t(, t € Y € feita de forma dindmica com a multiplicidade de opgGes
apresentada na tela do monitor, cuja decisdo € feita pela andlise das varreduras

apresentadas. Apenas alguns exemplos tipicos foram selacionados para a ilustragio.
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Tabela 4.1 - Exemplos da selegio do pardmetro Piosson-Gaussiano 7y, nos intervalos de

amostragem. Na primeira linha temos o parimetro Y constante em todos os
intervalos; na segunda linha y varia de forma sequencial; e na terceira linha y

varia de forma aleat6ria. Isto exemplifica a versatilidade e aplicabilidade da

técnica no processos ndo estaciondrio.

Experimentos | 7, nly Iy |ty 13 | t3 1y |14

1 Y Y Y Y 14
Uniforme

2 7 72 73 74 75
Sequencial

3 Vi Y Yk Vi Ym
Aleatério
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(a) - Perfil ideal (b) - Perfilagem simulada
1 1 I 1 T
100 — 100 S/N=5.73 —
200 — 200 1
=300 - = 300 —
] 3
k= 2
a ay
£ £
e =
5 400 - 2 400 -
o o
500+ = 500 —
600 — 600 —
1 1 1 1 1 |
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0] 2

Figura 4.4 - (a) Perfil ideal 1.
(b) Perfilagem simulada, com razdo razdo/sinal de S/N =5,73.
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{a) - Sinal Processado: R-Kutta

T AT

— Lambda=0.1
T=1

ESOO—

Profundidade, Indice
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(b) - Sinal Processado: R-Kutta

100 Lambda=0.2
T=1

200

i

Q

o
I

500

600+

-4 -2 o
xe(n)

Figura 4.5 - Sinais processados da perfilagem simulada da Figura 4.3.b utilizando o método de

resolucdo numérica Runge-Kutta. (S/N = 5,73).

(a) ParAmetro ¥ = 0,1 e espacamento da amostragem Af = 1.

(b) Pardmetro y = 0,2 e espagamento da amostragem Af=1.
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(a) - Sinal Processado: R-Kutta (b) - Sinal Processado: R-Kutta
T Al I T I |
100 Lambda=10 - 100~ Lambda=20 —
T=0.1 T=0.1

200 = 200 —
= 300 — = 300+ —
8 3
= =
= =
a @
8 3
=) =
= =
5 =
5 400 — S 400+ —
o a

500 — 500 =

600 — 600 -

1 | | 1
-4 -2 4] 2 4 -4 -2 (0] 2 4
xe(n) xe(n)

Figura 4.6 - Sinais processados da perfilagem simulada da Figura 4.3.b utilizando o método de
resolugdo numérica Runge-Kutta. (S/N = 5,73).
(a) Parametro ¥y = 10 e espacamento da amostragem At =0,1.

(b) Pardmetro y = 20 e espacamento da amostragem Af =0,1.
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(a) - Perfil ideal (b) - Perfilagem simulada
T T T T T T
100+ — 100~ S/N = 44.63 1
200 . 200~ ]
= 300 I = 300 1
8 3
£ 2
-1} ar
= =]
S 3
= =
5 5
B 400 — = 400 —
a o
500} . 500 .
600 u 600 -
I 1 | 1 1
-4 -2 0 2 4 -4 -2 o 2
x(n) z(n)

Figura 4.7 - (a) Perfil ideal 2.

(b) Perfilagem simulada com razdo sinal/ruido igual a S/N = 44,63 .
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(a) - Sinal Processado: R-Kutta (b) - Sinal Processado: R-Kutta
T 3 I T I T
100~ Lambda=0.1 - 100~ Lambda=0.2 —
T=1 =1

200 - 2001 -
E- 300 - = 300 —
T @
] 2
= =]
= =
o @
= =
o o
= =
= =
s S
5 400~ . B 400 7
o o

500 . 500 -

600 — 600 -

1 | I | 1 i
-4 -2 6] 2 4 -4 -2 0 2 4
xe(n) xe(n)

Figura 4.8 - Sinais processados da perfilagem simulada da Figura 4.6.b utilizando o método de

resolugdo numérica Runge-Kutta. (S/N = 44,63).
(a) Parimetro ¥ = 0,1 e espagamento da amostragem Af =1.

(b) Pardmetro ¥y = 0,2 e espagamento da amostragem Af = 1.
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(a) - Sinal Processado: R-Kutta (b) - Sinal Processado: R-Kutta
T 3 T T I T
100 Lambda=10 — 100~ Lambda=20 —
T=0.1 T=0.1

200 ] 200 —
=300~ - — 300 -
@ @
= 2
= =]
= =
a ai’
= =]
o o
= =
=] =]
5 E
= 400 — 5 400 —
o o

500 — 500~ —

600 I 600 — —

| 1 1 | i 1
-4 -2 o] 2 4 -4 -2 o] 2 4
xe(n) xe(n)

Figura 4.9 - Sinais processados da perfilagem simulada da Figura 4.6.b utilizando o método de
resolucio numérica Runge-Kutta. (S/N = 44,63).

(a) Pardmetro ¥ = 10 e espagamento da amostragem Af =0,1.

(b) Pardmetro y = 20 e espacamento da amostragem At =0,1.
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(a) - Perfil ideal (b) - Perfilagem simulada
T | | T I I

100 — 100 S/N=5.73 ~

200 — 200+ -
=300 - = 300~ -
@ @
2 2
= =
= =
@ aj
ki 3
= =
= =
5 S
=] 400 T = 400~ —
a &

500 7 500 ]

600 . 600~ -

1 | | 1 1
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2

Figura 4.10 - (a) Perfil ideal 3.

(b) Prefilagem simulada com razdo sinal/ruido de S/N = 5,73 .
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(a) - Sinal Processado: R-Kutta (b) - Sinal Processado: R-Kutta
T B T T I

100~ Lambda=0.1 — 100~ Lambda=0.2
T=1 T=1

200 - 200+

[
Q
O

I

|
w
Q
=]

I

= = n
& &
L O
= =
= =
@ ay
=] =
o (4
=2 =
b= =
5 s
B 400 = B 400+ —
o o
500 — 5001 —
600 — 600 — —
1 ! ! 1 1
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
xe(n) xe(n)

Figura 4.11 - Sinais processados da perfilagem simulada da Figura 4.9.b utilizando o método de
resolugdo numérica Runge-Kutta. (S/N = 5 J73).
(a) Pardmetro y = 0,1 e espacamento da amostragem Ar=1.

(b) Pardmetro y = 0,2 e espacamento da amostragem Ar = 1.
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(a) - Sinal Processado: R-Kutta (b) - Sinal Processado: R-Kuita
I = I I T I
100~ Lambda=10 - 100 Lambda=20 —
T=0.1 T=0.1

200 — 200 -1
=300~ 1 =300 -
3 o
R 2
= =
= =
b @
= =
33} o
= =
= =
5 5
5 400 — B 400+ -
o o

500 = 500 —

600 - 600 —

I | | I | 1
-4 -2 0 2 4 -4 -2 o} 2 4
xe(n) xe(n)

Figura 4.12 - Sinais processados da perfilagem simulada da Figura 4.9.b utilizando o método de
resolucdo numérica Runge-Kutta. (S/N = 5,73).
(a) Pardmetro ¥ =10 e espacamento da amostragem Af =0,1.

(b) Pardmetro y =20 e espacamento da amostragem At =0,1.
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(a) - Perfilagem Real (b) - Sinal Processado: R-Kutta
50 T T T 50 T T T
100 = 100 Lambda=10 —
T=0.1

150+ — 150 —

200 — 200 =

250 — 250 -
= =
8 R

o 300 — S 3001 —
= =
Py @
- =
8 p=
- =

= 350 — < 350 -
= =
S o
o o

400 — — 400 —

450+ - 450 —

500 — 500 —

550 - 550 -

| | | | | |
-1 -0.5 (8] 0.5 1 -1 -0.5 [0} 0.5 1
z{n) xe(n)

Figura 4.13 - (a) Perfilagem real, obtida em um poco do lago Maracaibo, Venezuela.
(b) Sinal processado, da pefilagem real, utilizando o método de resolugéo numérica

Runge-Kutta, com pardmetro ¥ =10 e espagamento da amostragem Af =0,1.
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(a) - Perfilagem Real {(b) - Sinal Processado: R-Kutta
50 T T T 50 T T T
100 — 100H.ambda=10 —
T=0.1
150 - 150 —
200 . 200 —
250 — 250 —
€ =
3 S
D 300 - = 300 =
= =
ey a
- =}
3 S
b= =
= 350 — c 350 —
= =
S e
o o
400 — 400 —
450} - 450 -
500+ — 5001 —
550 — 550 -
1 I | 1 1 |
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
z(n) xe(n)

Figura 4.14 - (a) Perfilagem real, obtida em um pogo do lago Maracaibo, Venezuela.
(b) Sinal processado, da pefilagem rcal, utilizando o método de resolugdo numérica

Runge-Kutta, com pardmetro ¥y = 20 e espagamento da amostragem At =0,1.



(a) - Correlacao Cruzada Estocastica: Sinal e Ruido
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0.2 T T T T T T
0.1 i
5 o ﬁll‘l n‘/
-0.1F T
0.2 1 1 1 1 1 1 L
’ -600 -400 -200 0 200 400 600
Indice {m)
(b) - Autocorrelacao Estocastica: Mensagem e ruido
1 1 T T T T T
0.5+
E
@ 0
-0.5- n
_1 1 I L L 1 1 L
-600 -400 -200 o] 200 400 600
Indice (m)
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Figura 4.15 - (a) Correlagdo cruzada estocdstica entre o sinal z(f) e o ruido v(¢).
(b) Autocorrelagio estocastica da mensagem x(f) e do ruido v(r).

(c) Espectro de poténcia do ruido.
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(a) - Operador linear
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Figura 4.16 - (a) Operador linear do filtro A(t). Observamos que € uma forma especial para o
operador matemitico.

(b) Fungdo transferencia do operador linear do filtro, até a frequéncia de Nyquist.

Observamos © comportamento quase passa-tudo, com corte na baixa e

amplificacGes seletivas. Estas duas respostas uma média para todo o perfil, uma

vez que cada evento tem seu proprio operador
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(a) - Filtro passa baixa
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(d) - Sinal filtrado pelo metodo de kalman
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Figura 4.17 —(a) Filtro passa-baixa (PB).
(b) Espectro de amplitude do sinal de entrada.
(c) Sinal de entrada filtrado pelo (PB).
(d) Sinal de entrada filtrado pelo método de Kalman. O sinal de origem
corresponde a Figura (4.106). Observamos, respostas distintas entre as saidas (c)

e (d), e achamos que (d) conserva melhor as propriedades desejadas.




(a) - Filtro passa baixa
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Figura 4.18 — (a) Filtro passa-baixa (PB).
(b) Espectro de amplitude do sinal de entrada, sendo que € um dado real com

pouco ruido.
(c) Sinal filtrado pelo PB.
(d) Sinal filtrado pelo filtro de kalman.
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5 - CONCLUSAO

Processos ndo estaciondrios e estocdsticos sdo as caracteristicas basicas dos dados
geofisicos para aplicacdo deste método. Os dados de campos dindmicos (sismicos e
eletromagnéticos) e de campos poténciais (gravimétricos e magnéticos) sdo exemplos de
dados geofisicos com estas caracteristicas.

As generalizagGes do problema quanto a estacionariedade e da janela dos dados ndo
satisfazem a integral de convolugdo. Por isto ela é reescrita na forma de média mével
segundo a teoria de Wiener-Kolmogorov. A integral de Wiener-Kolmogorov € dificil de ser
resolvida nesta forma, entretanto, Kalman converte esta equagfio integral em equagdes
diferenciais ordindrias lineares e ndo lineares, baseado na representacdo do sistema por
varidveis de estado e modelos de processos aleatérios, com a entrada do sistema linear
acrescido com ruido branco.

Neste procedimento o que se ganha na resolugdo do processo ndo estaciondrio se
perde na operagdio pritica, uma vez que € necessério definir cada intervalo das janelas
seqiienciais de aplicacdo do filtro.

O filtro sobre dados sintéticos responde como o desejado permitindo aumentar a
resolucdo dos dados pela demarcag@o de saltos na informagdo. Na Figura 4.17-(c) temos o
sinal entrada (sinal ruidoso) filtrado pelo PB, sendo que este foi desenhado a partir do
espectro de amplitude do sinal de entrada. Comparando a saida do PB, com a saida do filtro
da Kalman podemos observar a perda na amplitude no caso do PB e a conservagdo da

amplitude para o caso do filtro de Kalman. E também demostrado pelas figuras que ele se
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comporta como um filtro passa baixa seletivo (PBS). O ruido aditivo tem propriedades
fracas dentro da janela do PB, e fortes no seu exterior de corte. Um ruido com propriedades
ao contrdrio; isto &, resposta forte dentro da janela e fraca na faixa de corte, ndo pode
satisfazer a resposta desejada. Enquanto isto, o filtro de Kalman continua qtil, ver Figuras
(4.17 - (a), 4.17- (b), 4.18 — (a) € 4.18 — (b)).

Sobre dados reais, o filtro tem a possibilidade de ser estruturado de forma dindmica,
através de uma varredura sobre os sinais processados com um conjunto varidvel de
parametros de controle expostos na tela do monitor, € com o interprete fazendo a sua
avaliacdo sistemética.

Um préximo passo a ser desejado é o desenvolvimento do método de Kalman-

Wiener-Kolmogorov para torna-lo disponivel, simultaneamente, na filtragem suavizagio e

na deconvolucdo ndo tradicional de dados geofisicos.
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APENDICE A - Programa para calcular a saida do filtro de Kalman

clear;clf;

load step.dat
y=step(:,2)*0.3;
q=step(:,3);

z=step(:,1);
nl=length(y);
randn('seed’,210292);
r=randn(size(y))*0.3;
yr=y+r;

aj=yr(1)-y(1); yr=yr-aj;
md=sum(yr)/nl;yr=yr-md;
md=sum(y)/nl;y=y-md;
ge=yr;

ss=find(q);
ns=length(ss);
s=ones(ns+2,1);
s(2:ns+1)= ss;
s(ns+2)=nl;

save yr.dat yr -ascii

t=2;

while t <= (ns+1),
ne=(s(t)-s(t-1))/2;
nd=(s(t+1)-s(t))/2;
sc=ne+nd;

j=s(v);
plot(yr(j-ne:j+nd));

x=0:0.1:(sc/10);
lamb=input("Valor de Lambda: )
g=yr(j-ne:j+nd);
kt=sqrt(lamb)*tanh(2*lamb*x);

for i=1:sc,

h=0.1;

%R2(1)=-kt(1)*((g(i)+h*0.5*(kt(i)*yr(j-ne+i)-kt(i) *g(i)))-(yr(j-ne+i)+h*0.5));
%ogi+1)=g(D)+R2(0);

R1(i)=-kt(i)*g(i)+kt(i)*yr(j-ne+i);
R2(1)=-kt(i)*((g()+h* (kt()) *yr§-ne+)-kt(i)*g(1)))-(yr(j-ne+i)+h));
g(i+1)=g(i)+h*0.5*(R2(1)+R1());

BH()=-kt(i)*g(1)+kt(@)*yr(-ne+);
%R1(1)=h*H();



83

%R2(1)=h*kt(i+1)*(-g(1)-R1(1)+yr(j-ne+i+1));
%g(i+1)=g(D)+R1(1)+R2(i))*0.5;
end

plot([g,yr(-ne:j+nd)])
T=input('Aceitavel = 1; Nao Aceitavel =0 - '
if T == 1, t=t+1; ge(j-ne:j+nd)=g; end

end

save teste2.dat ge -ascii

%x=1:721; J 3
%subplot(1,2,2);
%plot(x,ge,'1); L
%title('(b) - Sinal Processado: R-Kutta');

%text(100,-3.5, Lambda=20");

Y%text(120,-3.5, T=0.1";

%axis([SO 670 -4 4]);

%xlabel('Profundidade, Indice(n)');

%ylabel('xe(n)");

%oview(90,90);

%subplot(1,2,1);

%plot(x,y,'c");

%Dtitle('(a) - Perfil ideal');
%axis([50 670 -4 4]);
%xlabel('Profundidade, Indice(n)');
%ylabel('x(n)");

Joview(90,90);

CALCULO DA COVARIANCIA E CORRELACOES

sa=cov(yr);
sr=cov(r);

ra=sa/sr;
ca=xcorr(y,'coeff’);
car=xcorr(r,'coeff’);
cc=xcorr(yr,r,'coeff’);
CA=fftshift(fft(ca));
af=abs(CA);
CC=fftshift(fft(cc));
cf=abs(CC);
CAR=fftshift(fft(car));
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rf=abs(CAR);

CALCULO DO OPERADOR LINEAR h(t)

YR=fft(yr);
GE=fft(ge);
nn=length(GE);
for i=1:nn,
if abs(YR(i)) >= 0.001,
H(i)=GE@{)/YR(i);
else,
H()=YR();
end
end

AH=abs(H);
YRI=ifft(H);

x=0:720;

subplot(4,1,1);

plot(x,real(YRI),'r');

%axis([0 720 -0.5 0.5]);

title('Figura 1 - Operador Linear h(t)');
ylabel(‘h(k)");

xlabel('Indice (k)");

grid

subplot(4,1,2);

plot(x,AH,'b");

axis([0 720 0 20]);

title(Figura 2 - Espectro de Amplitude H(k)');
ylabel('H(k)";

xlabel('Indice (k)");

grid

AYR=abs(YR);

CALCULO DO OPERADOR IDEAL

Y=fft(y);
AY=abs(Y);

HI=Y./YR;



AHI=abs(HI);

hii=ifft(HI);

subplot(4,1,4);

plot(x,real(hii));

axis([0 720 -0.5 0.5));

title(' Figura 4 - Operador Ideal HI(t)");
ylabel('HI(t)");

xlabel('Indice (k)");

grid

subplot(4,1,3);

plot(x,AHI);

axis([0 720 0 30});

title('Figura 3 - Espectro de amplitude Ideal AHI(k)");
ylabel('AHI(k)";

xlabel('Indice (k)");

grid

pause

imp41

subplot(4,1,1);

plot(x,AYR);

axis([0 720 0 2001);

title(‘'figura 5 - Espectro de Amplitude da Entrada YR(k)")
ylabelCAYR(k)";

xlabel('Indice (k));

grid

subplot(4,1,2);

plot(x,AY);

axis([0 720 0 200]);

title(‘figura 6 - Espectro de Amplitude da Onda Quadrada Y(k)")
ylabel('AY(k)";

xlabel('Indice (k)');

grid

RECUPERACAO DA ONDA QUADRADA
hr=real(hii);

yyy=conv(hr,yr);
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YYY=HL*YR;
yyyl=ifft(YYY);

subplot(4,1,3);

plot(x,real(yyy1));

title(' figura 7 - Onda Quadrada Recuperada’);
axis([0 720 -2 2));

xlabel('Indice (n)');

ylabel('OR(n)');

grid

subplot(4,1,4);

plot(yyy);

title(' figura 8 - Onda Quadrada Recuperada’);
Poaxis([0 720 -2 2));

xlabel('Indice (n)");

ylabel('OR(n)");

grid

pause

Josubplot(1,2,2);

oplot(X,y1,X,Y,"-);

%oplot(x,yr,'T")

%title('(b) - Perfilagem simulada');
%text(100,-3.5,'S/N = 5.73";
Jaxis([S50 670 -4 4});
%xlabel('Profundidade, Indice (n)");
%ylabel('z(n)');

%view(90,90);

%x=-720:720;

%subplot(3,1,1);

%oplot(x,cc,'1');

Yaxis([-721 720 -0.2 0.2]);

%title('(a) - Correlacao Cruzada Estocastica: Sinal e Ruido")
Yoylabel('Azv');

%xlabel('Indice (m)")

%subplot(3,1,2);
%plot(x,car,'y',x,ca,'r");
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%axis([-721 720 -1 1]);

%title('(b) - Autocorrelacao Estocastica: Mensagem e ruido”)
%ylabel('Axx e Avv');

%xlabel('Indice (m)");

9esubplot(1,2,2);

%plot(AH);

Jaxis([0 720 0 15));

%title('"Funcao Transferencia H(k)");
%ylabel('H(k)";

%xlabel('Indice (k)');
%view(90,90);

%axis([0 720 0 120]);
%title('Espectro de Potencia (ACS)");
%ylabel(PHKgg)");

%xlabel('Indice (p)");

%subplot(4,2,5);
%plot(x,cf);

%axis([0 720 0 7]);
Yotitle('(e) %
%ylabel('Ffr');
%xlabel('Indice (p)");

%subplot(3,1,1);

%oplot(x,rf,'y");

Yaxis([-721 720 0 7]);

%title('(c) - Espectro de potencia do ruido’);
Yoylabel('Fvv'),

%xlabel('Indice (p)');

%x=-360:360;

%subplot(1,2,2);

%plot(x,AH);

Yaxis([-361 360 0 15]);
%title('Funcao Transferencia H(k)");
%ylabel('H(k)");

%xlabel('Indice (k)");
Poview(90,90);

imp41
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APENDICE B - Programa para comparar o filtro de Kalman com o PB.

clear;clf;

load yr.dat;

load y.dat;

load amplitudeEntID.dat;
load amplionaQ.dat;
load teste2.dat;
en=amplitudeEntID;
sa=amplionaQ;
ge=teste2;

Yy=y;

et=yr;

m=60;
n=721; |
F=1; !
x=0:1:n; 1

for i=1:n;
if x(1) <=m,
y1()=F;
else,
y1(i)=0;
end
end

YR=fft(yr);

gh=YR.*y1";

GH=ifft(gh);

x=1:721;

subplot(4,1,1);

plot(y1)

axis([0 360 O F+1]);

title('(a) - Filtro Passa Baixa ');
xlabel(‘indice(W)";
ylabel(Amp(A)');

grid

subplot(4,1,2);



plot(x,en);

axis([0 360 0 200]);

title('(b) - Espectro de Amplitude do sinal ruidoso');
xlabel('indice(W)");

ylabel('Amp(A)');

grid

%subplot(4,1,3);

%plot(sa);

%axis([0 360 0 200]);

%title(' Espectro de Amplitude da Onda Quadrada ');
%xlabel('indice(W)');

%ylabel(' Amp(A)");

subplot(4,1,3);

plot(x,real(GH),x,y)

axis([0 720 -2 2));

title('(c) - Sinal Filtrado pelo Filtro PA");
xlabel(‘indice(n)");

ylabel('Amp(A)');

grid

subplot(4,1,4);

plot(x,ge,x,y)

axis([0 720 -2 2)]);

title('(d) - Sinal Filtrado pelo Metodo de Kalman');
xlabel('indice(n)");

ylabel('Amp(A)");

grid

print -deps cteste2
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