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RESUMO

E apresentada uma solucgdo totalmente analitica do modelo da falha infinita para o modo
TE magnetotelUrico, levando em conta a presenca do ar, utilizando como base o trabalho de
Sampaio apresentado em 1985, que apresenta uma solucdo parcialmente analitica e parcialmente
numérica — solucdo hibrida. Naguela solucéo foram aplicadas oito condi¢bes de contorno, sendo
gue em quatro delas foram encontradas inconsisténcias mateméticas que foram dirimidas com
alteragcOes adequadas nas solugdes propostas por Sampaio. Tais alteragdes propiciaram a chegar-
se a solucéo totalmente analitica agui apresentada. A solugcdo obtida foi comparada com a
solucdo de Weaver, com a de Sampaio e com o resultado do método numérico dos elementos
finitos para contrastes de resistividade iguais a 2, 10 e 50. A comparagéo da solucéo analitica,
para 0 campo elétrico normalizado, com a solucdo de elementos finitos mostra que a solucéo
analitica proporcionou resultados mais proximos, em comparacdo aos fornecidos por Weaver e
por Sampaio. Este é um problema muito dificil, aberto para uma solucéo andlitica definitiva. A
solucdo apresentada agqui €, nesta direcdo, um grande passo.



ABSTRACT

In this work it is shown an analytic solution for the Magnetotelluric TE mode infinite
fault, taking in consideration the presence of the air. The solution following the hybrid solution,
partially analytic and partially numeric, proposed in 1985 by Sampaio. In his solution he applied
eight boundary conditions. We found that four of them are mathematically inconsistent and had
to be modified. The modification of them took us to the analytic solution discussed here. This
solution is compared with those obtained by Weaver and by Sampaio and with finite element
method, using resistivity contrast equal to 2, 10 and 50 between the two sides of the fault. Asa
result, the analytic solution obtained here for the normalized electric field shows a better fit with
the finite element solution then those proposed by either Weaver or Sampaio. This is a very
difficult problem and it is still open to a definitive analytic solution. The one shown here is just
one big step toward this goal.



1- INTRODUCAO
1.1 UM POUCO DE HISTORIA DO PROBLEMA

Segundo Heins (1962), a investigacdo do problema de espalhamento de uma onda
eletromagnética plana por uma interface condutora remonta ao fim do século X1X. Somerfeld
(1896) lancou as bases para a solugdo do problema da difracdo de uma onda eletromagnética
plana por um semiplano perfeitamente condutor.

O problema de modelos magnetotelUricos bidimensionais apresenta duas variedades.
Polarizacdo magnética (TM), na qual o campo magnético é horizontal e paralelo ao eixo da
estrutura e polarizagdo elétrica (TE), na qual o campo elétrico € horizontal e paralelo ao eixo da
estrutura (Rijo, 1992).

Para problemas magnetotelUricos envolvendo espalhamento de ondas eletromagnéticas
por modelos bidimensionais existem solugdes numeéricas e solucdes andliticas. Entre as solucdes
numéricas estdo o método das equacdes integrais (Hohmann, 1971), o método das diferencas
finitas (Jones, 1972) e o método dos elementos finitos (Rijo, 1977). Entre as solugdes analiticas
estdo as de d Erceville & Kunetz (1962), para o caso de polarizacdo magnética (TM) e a de
Weaver (1963), para 0 caso de polarizacdo elétrica (TE). Ambas empregam as integrais de
Fourier e assumem a condicdo quase-estética na solugdo de espalhamento de uma onda
eletromagnética plana por dois quartos-de-espaco condutores. A condicdo quase-estética,
aplicada ao problema do model o da falha no caso de polarizagdo magnética, implica em um valor
constante para 0 campo magnético no plano horizontal, que separa o semi-espaco nao-condutor
dos dois quartos-de-espaco condutores. O mesmo ndo ocorre com 0 campo elétrico no caso de
polarizacdo elétrica. Por causa disto, d Erceville & Kunetz (1962) determinaram a solucéo exata
do problema dentro da condicdo quase-estatica, enquanto Weaver (1963) optou pela
invariabilidade da componente horizontal do campo magnético na superficie, determinando uma
solugdo aproximada para o problema.

Sampaio (1978) propds uma modificacdo da solugcdo de Weaver (1963), mantendo a
mesma condic¢éo de contorno para a componente horizontal do campo magnético no calculo do
campo elétrico, mas adicionando uma correcéo para 0 campo Mmagnético atraves de expressoes e

condigdes de contorno independentes.



Sampaio (1985) propbs um trabalho que investiga o espahamento de uma onda
eletromagnética por uma falha vertical infinita no caso de polarizagdo elétrica (TE), analisando o
comportamento do campo elétrico nas trés regifes do espaco e empregando as condigdes de
contorno exatas em todas as fronteiras. Tal formulagdo, constitui uma extensdo dos trabalhos de
Weaver (1963) e de Sampaio (1978), cuja solucdo emprega, como alternativa as condi¢des de
contorno de Leontovich, a sugestdo de Mann (1970).

Heimer (2001) resolveu 0 mesmo problema proposto por Sampaio (1985) usando o
método dos elementos finitos. Chegou a um resultado cujo gréfico ficou proximo do alcancado
por Weaver (1963), porém com precisdo considerada mais proxima da realidade fisica que as
obtidas por Weaver (1963) e por Sampaio (1985).

1.2 MOTIVACAO

A partir dos resultados obtidos por Sampaio (1985), Heimer (2001) reproduziu todos os
graficos com 0s recursos computacionais disponiveis, que naguela época eram inexistentes, a
partir da série final de Neumann de 2 a 16 termos, enquanto a de Sampaio (1985) apresentava
apenas até 3 termos. A deformacdo do gréfico final apresentado por Sampaio (1985), que o
atribuiu a fendbmenos eletromagnéticos, Heimer (2001) a partir de seus graficos, mostra que se
acentua quando se acrescenta 0 numero de termos da série final do trabalho de Sampaio (1985),
incorrendo em descontinuidade. Tal situagdo sinalizou para a possibilidade de que o resultado
obtido por Sampaio (1985), na verdade, divergia, devendo ser analisado matematicamente, de
modo criterioso, paratirar qualquer tipo de dlvida a esse respeito. Conforme as Figurasde 1 a6,
retiradas de Heimer (2001), observa-se claramente que com o0 aumento do nimero de termos
aumenta a solucdo de Sampaio (1985) diverge. A solugdo numérica por elementos finitos é
representada por circulos (usando o algoritmo do campo total) e por linha pontilhada (usando o

algoritmo do campo secundario).
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1.3 OBJETIVOS

O primeiro objetivo deste trabalho consiste analisar matematicamente, de modo criterioso,
o trabalho apresentado por Sampaio (1985), em busca de uma razdo matematica que explique
porque a sua solugdo diverge. A andlise se desenvolve a partir da equacdo matemética obtida
com a aplicagdo da primeira condicdo de contorno no espaco livre, que apresenta
incompatibilidades quanto a paridade de fungdes, isto €, equacdo em gue a funcdo do primeiro
membro tem paridade diferente da paridade da do segundo. Isto ocorre nas condigbes de
contorno de nimeros 1, 3, 5 e 7, exposto mais adiante no texto.

Uma vez detectada a inconsisténcia matematica 0 segundo objetivo consiste em
reformular as solucdes propostas por Sampaio (1985), de tal sorte que as paridades das funcdes
sejam compativel's, que foi acangado com a adicéo de termos devidamente cal culados.

O terceiro e ultimo objetivo foi o estabelecimento de uma solucéo totalmente andlitica a
partir das novas solugdes propostas neste trabalho, que foi alcancada e cujos graficos estdo nas
Figuras de 7 a 12 em que sdo comparadas as solugdes por elemento finito (linha pontilhada) e a

solugo proposta neste trabalho (linha cheia).
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1.4 ORGANIZACAO DA TESE

Este trabalho de tese apresenta, no primeiro capitulo, uma introducdo que trata de uma
forma geral o trabalho realizado. O segundo capitulo apresenta o corpo do trabalho, onde sdo
apresentadas as andlises para a obtencdo do resultado final. O terceiro capitulo contém as
conclusdes e recomendacdes. Em seguida séo fornecidas as referéncias bibliogréficas utilizadas.

A tese éfinalizada com sete anexos que esclarecem os detal hes matemati cos usados no texto.
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2- O PROBLEMA DA FALHA VERTICAL INFINITA

2.1 FORMULACAO DO PROBLEMA

A metodologia a seguir foi proposta pelo Professor Dr. Edson Emanoel Starteri
Sampaio da UFBA (1985), para a resolucdo do problema de espalhamento de uma onda
eletromagnética plana de polarizacéo elétrica, ou modo TE, incidente sobre uma falha infinita

vertical, conforme é mostrado na Figura 13.

meio zero | meio zero
(ko) | , (ko)
| /
| /
| //
1 | / n
Eo I /// Eo
Va Hy
>
X
E1 EZ
Ey
y
meio um meio dois
(k1) (k2)
H, v z

Figura 13: Modelo dafalhainfinitamodo TE

A mencionada metodologia consiste em solucionar a equacdo de onda de Helmholtz,

em duas dimensoes:

=012
Relk,] >0’

2 2
4 Ez‘ +a—E,‘,‘+ki2Ei =0, onde:
ox 0z

D

sujeita as condigdes de contorno apropriadas.
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Em (1) trabaha-se com:

ki = jwpai, @)
j = V-1, é aunidade complexa. (3)
w = 211, é afrequénciaangular e f € afreqtiéncia da onda, 4)
Uo = 41107, é a permeabilidade magnética do vécuo, (5)

o = 1 [, éacondutividade elétricado meioi,
=

O o - (6)
P, [P, €aresistividade elétricado meioi.

2.2 ANALISE MATEMATICA

A equacdo (1) é uma equacéo diferencial parcial linear homogénea eliptica de 2°

ordem, pois obedece a forma:

2 2 2
OU, g U, cOU pM, M, k=, ©
0x oxoy oy ox oy

onde de (1) ede (7), obtém-se:

B?—4AC<0, )
poisB =0, A =1eC =1, classificando-a como dliptica. A linearidade de (1) permite o uso
do Principio da Superposicao, (Spiegel, 1976).

Sampaio (1985) propds as seguintes solucdes, uma para cada regido considerada do

espago:

Eo =Pe” + Ry e + ? f,'(S) cos(sz)e""ds + ? g, (t)cos(tx)e'”dt ,z<0ex<0. (9
0 0

Eo'=Pe/ +Ry" e + [fo'(s)cos(sz)e™"ds + f g,"(t)cos(tx)e"’dt,z<0 e x>0. (10)
0 0
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Ey=Tie + Ifl(s) cos(sz)e™ds + I g,(t)cos(tx)e™*dt,z>0ex < 0. (11)
0 0

E, =T + I f,(s)cos(sz)e™*ds + Igz(t) cos(tx)e™#dt,z>0ex > 0. (12)
0 0

Nestas equacbes, P € a amplitude de E, incidente no meio zero, Ry’ € Ry" sd0 os coeficientes
de reflexdo, T, € a intensidade do campo elétrico no meio um, T, é a intensidade do campo
elétrico no meio dois, fo'(s), fo'(s), fi(S), f2(S), 90'(S), Go"(S), 9i(S) e go(t) sdo as funcbes
“kernels’ a serem determinadas, s e t sdo varidveis de integracdo. Além do mais:

Uj = 4/S° — kiz ou Ui2 = kiz, (13)
vi= (t2=k? ou vi?=t—k? (14)
Re[u] > 0, (15)
Re[vi] > 0. (16)

A prova de que (9), (10), (11) e (12) sdo solugdes da equacdo (1), € apresentada nos
itens1, 2, 3e4 do ANEXO A, respectivamente.

2.2.1 Condicdes de contorno

As condic¢des de contorno aplicadas sdo as continuidades do campo elétrico e de sua
derivada normal em cada interface de separacéo, bem como a convergéncia do campo no
infinito, isto €, o campo secundério desvanece quando a abscissa tende para oo restando
apenas 0 campo homogéneo, conforme detalhado a seguir, (Sampaio, 1985).

2.2.1.1 Primeiracondicdo de contorno

Eo' = Eo", a7)

em x=0e z<O0.
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De (9) e (10) em (17), obtém-se:

Pel + Ry e + [f;'(s)cos(sz)e™ds + [ g, (t)cos(tx)e*dt = P e + Ry" e +
0 0

++f°fo"(s) cos(sz)e "ds + T g,"'(t) cos(tx)e"*dt. (18)
0 0
Fazendo x = 0 em (18), simplificando e fatorando, obtém-se:
f [fo"(8) —fo' (9] cos(sz)ds = (R, —R,")e ™ + f [90'() =g, " (D)]e™ dt . (19)

De (15) e (31a) do ANEXO C e de (19) acima, obtém-se:
Oedfo"(sF fo' Ok Fe(2F [Ifo"(s) fo'(s)]cos(sz)ds, (20)

onde (¢ é atransformada direta do co-seno de Fourier da funcéo [fo"(s) —fo'(S)]. De(17) do
ANEXO C, pode-se afirmar que Fc(z) € uma funcdo par na variavel z (Pinkus & Zafrany,
1977), e dos teoremas 2 e 3 do ANEXO D as fun¢des do membro direito de (19) acima sdo
nem par, nem impar navariavel z.
Como as fungdes do membro direito de (19) ndo satisfazem o teorema 1 do ANEXO
D, pode-se afirmar que a paridade de Fc(z) ndo € satisfeita, gerando uma contradicéo
matemética.
Hatrés aternativas para solucionar tal impedimento:
1) Procurar outraferramenta matemética que seja adequada;
2) Modificar as fungbes Eq' e Ep" de tal sorte que, ao se considerar a primeira condicdo de
contorno, Ey' = Ey", a funcdo total no membro direito de (19) sgja par na variavel z

como F¢(2); ou
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3) Modificar as fungbes Ey' e Ey", através da introducéo de termos, de tal sorte que ao se
aplicar a condic¢do de contorno, Eq' = Ey", obtenha-se a transformada direta de Fourier
dafuncéo [fo'(s) — 0" (9)], F(2).

No presente momento, opta-se pela terceira alternativa. Devido a escolha, precisa-se
fazer as seguintes consideracOes a respeito da transformada de Fourier, conforme o ANEXO
C.

A transformada direta de Fourier dafuncéo f(s) = [fy"(s) —fo'(S)] € dada por:

H{f(s9)} =F(z) = ]o:f (e =ds. (22)
Como:
e = cog(zs) —j sin(zs). (22)

Ent&o de (22) em (21), obtém-se:

{f(s)} =F(2) = }of () cos(zs)ds—j}of (s)sin(zs)ds. (23)
sendo
Fc(2) = ]:)f (s)cos(zs)ds (24)

atransformada direta do co-seno de Fourier da funcao f(s) e
Fs(2) = I f(s)sin(zs)ds (25)

atransformada direta do seno de Fourier da fungéo f(s).



De (24) e (25) em (23), obtém-se:
O{f(9)} = F(2) = Fc(2) - Fs(2).

A transformada inversa de Fourier dafuncdo F(z) € dada por:

+00

—1 _ _ 1 jzs
THF@} =19 = LF(z)e dz.

Como
€= cos(zs) +j sin(zs).

De (28) em (27), obtém-se:
_1 a1 1
OH{F@2)} =1f(9 = —IF(z)cos(zs)dz+ j— I F(z)sin(zs)dz.
2md, 21,

sendo
TS F@)} = — [F@)cos(zs)dz

21mJ
atransformada inversa do co-seno de Fourier da funcéo F(z) e
TLFR)} = = [F@)sin(zs)dz

21,

atransformada inversa do seno de Fourier da funcdo F(2).
De (30) e (31) em (29), obtém-se:

18

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)
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THF@} =f(9) = 0 F@)} +] O s{F(2)}. (32)

Como se desgja obter afuncgéo f(s) = [fo"(S) —fo'(S)] apartir do primeiro membro de
(19), que é atransformada direta do co-seno de Fourier da funcéo f(s), Oc{f(s)}. Constata-se
que para Oc{f()} ser a transformada direta de Fourier C{f(s)}, f(s) deveria ser par,

obrigatoriamente. Isto &, de (23) e (26), obtém-se:
{f(9)} = F(2) = O{f(9)} = Fc(2) = +ff (s)cos(zs)ds. (33)

Desde que a funcéo f(s) seja par na variavel s e do teorema 1 do ANEXO D, levando
em consideracdo as restrigdes |4 existentes, as funcgdes fy'(s) e fp"(S) podem ser nem par, nem
impar na varidvel s . Pelo teorema 4 do ANEXO D as fungdes fy'(s) e fo'(S) podem ser
ambas pares navariavel s. Pelo teorema 5 do ANEXO D as funcdes fo'(s) e fo"(S) ndo podem
ser ambas impares. E pelo teorema 6 do ANEXO D as funcdes fo'(s) e fo"(S) ndo podem ter
paridades distintas.

Devido a contradicdo matemética mostrada em (19), precisa-se alterar a solucéo Ey' em
(9) com a adicéo do termo

e=—j [ f,'(s)sin(sz) " ds, (34)
0
e asolucdo Ey" com a adicdo do termo
@ =—] [ f,"(9) sin(sz) €™ ds, (35)
0

para tornar viavel a obtencdo da transformada direta de Fourier da funcéo [fy'(s) — fo"(S)] no
primeiro membro de (19), tentando resolver tal problema com a utilizacdo da ferramenta

matematica transformada de Fourier, satisfazendo o item 3 das aternativas propostas na
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pagina 3 deste texto, onde as fungdes fy'(s) e fo"(S) sdo livres quanto a paridade. As provas de
gue (34) e (35) sdo solugdes de (1) estdo nositens 1 e 2 do ANEXO B, respectivamente.

As novas equacdes de Ey' e Ey*, sdo entdo:

E; = P e + Ry el + ffo'(s)cos(sz)e“"x ds — jffo'(s)sin(sz)e“ox ds +
+ f go'(t) cos(tx)e"“dt , < 0 e x < 0. (36)
E' = P el + Ry el + ffo”(s)cos(sz)e‘“‘“ds - jffo"(s)sin(sz)e'%x ds +
+ fgo“(t)cos(tx)e“’zdt, 2<0 ex>0, 37)

Aplicando a primeira condic&o de contorno, Eo' = Eg", em x =0, obtém-se:

f[fo“(s) ~fy'(s)] €% ds = (Ry'=R,")e o + f[go'(t) ~ g, (D))"t (38)
onde
f[fo“(s) ~f,'(s)] ' ds = Offf, "' (s) ~ f, ()} = F(2) (38.1)

é atransformada direta de Fourier da funcéo [fo"(s)—fo'(s)]. Como F(z) é nem par, nem impar
em z, em (38), e as fungdes de z que estéo nas duas parcelas do segundo membro de (38) sdo
fungdes nem par, nem impar em z, logo o impedimento existente em (19) passa a inexistir a
partir de (38).

Aplicando atransformada inversa de Fourier em (38), obtém-se:

fo"(8)=1o'(s) = 2_];_[(Ro 0 )I e el dz + —J E!;[go (0-9,° (t)]ev"zdtae’sZOIZ (39)
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ou por imposicao fisica do problema por estar-se no meio zero, onde z < 0, obtém-se:

09T, (s)——(R “R,' )I e (™% dz + 3+°°E(f[go (©-go’ (t)]e“ﬂe’ﬂdzudt (40)

;_T__/

Iy I2

A resolucdo daintegra |1 de (40) estd no item 1 do ANEXO E, cujo resultado esta em
(9) do referido item. A resolugdo da integral |, de (40) esta no item 2 do ANEXO E, cujo
resultado estd em (15) do citado item. Substituindo tais resultados em (40), obtém-se:

Z(Ro -Ry’ ) 27 Vo[go (t) - 9o’ (t)] 2+°° 5[90 (t) - 9o’ (t)]
f, = ;42\%0 ™o J d =0 —=d 41
o (8)—fy'(s) = (K, —9) ng 2 +v,? t- g 2 +vy? t, (41)

gue também se pode escrever assim:

(1o = 2 Yold =800 g HReRyY) s’ -00" 0]y H ()
Tt s?+v, 0Ke=s) 0o SHy,’ E@

gue é a conclusdo obtida aplicando-se a primeira condi¢cao de contorno.
2.2.1.2 Segunda condic&o de contorno

95, _ OE," (43)
ox  ox

em x=0e z<O0.

Derivando Ey' em (36) parcialmente em relacdo a x e fazendo x=0 obtém-se:

0B, _ J’uofo'(s)e‘jszds— J't d,' (t)sin(tx)e"*dt (44)
0 0
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Derivando Ey" em (37) parcialmente em relagdo ax e fazendo x=0 obtém-se:

+0o +oo

aEO'I

Foalie ‘([uofo"(s)e‘jszds— ‘([tgo"(t)sin(tx)e”“dt (45)
. - OE," _OE," _ . _
Aplicando a segunda condic&o de contorno, St em x =0, obtém-se:
X X
fo(s) =—fo"(9), (46)

gue € a conclusdo obtida aplicando-se a segunda condi¢do de contorno.
2.2.1.3 Terceiracondicdo de contorno

El = Ez, (47)

en x=0e z>0.

De (11) e (12) em (47), obtém-se:

T, e + fo f,(s)cos(sz)e™ ds + jw g, (t)cos(tx)e™“dt = T, e’ + fo f,(s)cos(sz)e™*ds +
0 0 0

+ [ g,(t) cos(tx)e ™t (48)
0
Fazendo x = 0 em (48), simplificando e fatorando, obtém-se:
+Iw[f2 (s)-f,(9)]cos(sz)ds = T,&* - T, e** + T [g,(D)e™? —g,(t)e'#]dt. (49)
0 0

Como a funcéo, em z, presente no membro esquerdo de (49) é par, conforme (11)

do ANEXO C, e cada funcéo, em z, presente em cada parcela no membro direito de (49), €
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nem par, nem impar, conforme o teorema 7, teorema 8 e teorema 9 do ANEXO D,
respectivamente. Isto incide na mesma contradi¢do matematica observada anteriormente em
(29).

Devido a contradicéo matematica mostrada em (49), precisa-se alterar a solucéo E; em
(11) com aadicdo do termo e; em (50), ver item 3 do ANEXO B,

er=—] [ f,(s) sin(sz) e"* ds, (50)
0

e asolugdo E; em (12) com a adicdo do termo, ver item 4 do ANEXO B,

e =— [ f,(s) sin(sz) e* ds, (51)
0

para tornar vidvel a obtencdo da transformada direta de Fourier da fungdo [fx(s) — fi(s)] no
primeiro membro de (49), tentando resolver tal problema com a utilizacdo da ferramenta
matematica transformada de Fourier, satisfazendo o item 3 das aternativas propostas na
pagina 3 deste texto, onde as funcdes f1(s) e fx(s) sdo livres quanto a paridade.

As novas equagdes de E; e E,, séo:

+oo +oo

Ey =T + J’ f,(S)cos(sz)e"ds —j +fofl(s) sin(sz) e"* ds + J’ g,(t)cos(tx)e™”dt, z>0e
0 0 0
x <0. (52)

E, = Toe™ + IfZ(S) cos(sz)e™?*ds —j T f,(s)sin(sz) "= ds + Igz(t) cos(tx)e™?dt, z>0e
0 0 0

x> 0. (53)

Aplicando aterceira condicéo de contorno, E; = E,, em x =0, obtém-se:

+00

[lf2(s) ~fi(s)] e ds = Tye™ ~ T, + T[gl(t)e‘“ - g (e "]t , (54)
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onde
+f”2(5> -fi(s)] e’ ds = Offf,(s) - f,()} = F(2)

€ atransformada direta de Fourier da funcéo [f2(s)—f1(s)]. Como F(z) é nem par, nem impar
em z em (54) e as fungdes de z que estdo nas duas parcelas do segundo membro de (54) séo
fungdes nem par, nem impar em z, logo o impedimento existente em (49) passa a inexistir a
partir de (54).

Aplicando atransformada inversa de Fourier em (54), obtém-se:

f(9-f,(9 = AR J—e]klzeJSZ dz - 2T, " Iejkzzejsz dz + 2 tF é?gl(t)e_vlzejszdz%t —
0 o o 0
|3 |4 |5
2 +00 Ij»oo vz i D
- = %[gz(t)e 2el¥dz it . (55)
T3 Do O

le

A resolucdo da integral 13 de (55) esta no item 3 do ANEXO E cujo resultado estd em
(24) do referido item. A resolugdo da integral 14 de (55) estéa no item 4 do ANEXO E, cujo
resultado esta em (33) do referido item. A resolucdo da integral Is de (55) esta no item 5, do
ANEXO E, cujo resultado esta em (39) do citado item. A resolucdo daintegra l¢ de (55) esta
no item 6 do ANEXO E, cujo resultado estéd em (45) do citado item.

Substituindo tais resultados em (55), obtém-se:

2 0vigi(t)  vog, ()0 20T T, O,.2* Ugt
fz(s)_fl(s)_—j[l 191() 292()2|:dt+J_D_1 LTy [ SO 91()2_
Mo B +v,” s +v, g ms+ky stk,g Mo B4y,

g
9:0 g1 (56)
S +V2 O

gue é a conclusdo obtida aplicando-se a terceira condi¢éo de contorno.



2.2.1.4 Quarta condicdo de contorno

ox  oOx

enx=0e z>0.

Reescrevendo (52), obtém-se:

+0o +0o

E1=Tie™* + [f,(s)cos(sz)e™ds —] [1,(9)sin(2) e ds + [g,(t)cos(tx)e™"“ck
0 0 i)

Reescrevendo (53), obtém-se:

+oo

E; = Tzejkzz + Ifz (S) COS(SZ)e‘uzde _j Jrfofz(S) S n(SZ) e'* ds + ngz(t) Cos(tx)e—vzzdt ,
0 0 Q)

Derivando E; em (58) parciamente em relagdo a x, obtém-se:

+oo +o0o

9, _ J’ulfl(s)e(ulx‘jsz)ds— J’tgl(t)sin(tx)e‘vlzdt
ox ! !

Derivando E, em (59) parcialmente em relacdo a X, obtém-se:
aEZ —_ _+°° f —(upx—jsz) _ e : -VyZ

=-[u,f,()e ds— [ tg,(t)sin(tx)e " dt
0X 0 0
. - 0E, _0E, _ A
Aplicando a quarta condi¢do de contorno, vl em x =0, obtém-se:

u,f, () = =u,f,(s)

25

(57)

(58)

(59)

(60)

(61)

(62)



26

gue é a conclusdo obtida aplicando-se a quarta condic¢édo de contorno.

2.2.1.5 Quinta condic&o de contorno

Eo' = El, (63)

emz=0 e x<0.

Aplicando a quinta condicdo de contorno a partir de (36) e (52), Eo' = E; em z =0,

obtém-se:

Pl + Ry e + [1,(s) cos(sz)e™ ds —] [ f,'(S) sin(sz) €™ ds+ [ gy'(t) cos(tx)e" et =
0 0 0

+o0o

T.e'* + I f,(s) cos(sz)e"ds —j +fofl(s)sin(sz) e ds + I g, (t) cos(tx)e™*dt ,
0 0 0

ou
lo.(0) - gy’ (O] cos(tx)dt = P+ R,=T, + [ [f,' (e —f,(s)e" jis. (64)

Como a func@o em x presente no membro esquerdo de (64) € par, conforme (17) do
ANEXO C, e as fungdes em x presentes na quarta parcela no membro direito de (64) séo nem
par, nem impar, conforme o teorema 10 do ANEXO D. Incide-se na mesma contradicao
matemati ca observada anteriormente em (19).

Devido a contradicdo matemética mostrada em (64), precisa-se alterar a solucéo Ey' em
(36) com a adicdo do termo, ver item 9 do ANEXO B,

=—j [ 9o'(t) sin(tx) " (65)

e asolucdo E; em (52) com a adicéo do termo, ver item 6 do ANEXO B,
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f1= =] [ g,(t) sin(tx) €™ d (66)
0

para tornar viavel a obtencdo da transformada direta de Fourier da funcéo [ga(t) — go'(t)] no
primeiro membro de (64), tentando resolver tal problema com a utilizagdo da ferramenta
matematica transformada de Fourier, satisfazendo o item 3 das alternativas propostas na
pagina 3 deste texto, onde as fungdes go'(t) e ga(t) sdo livres quanto a paridade.

As novas equagdes de Ey' e E;, sdo:

Es = P e + Ry e’ + [f(cos&)e™ ds — j[f,(9)sin(sz)e"™ ds+
0 0
+ (g (Dcos(tx)edt  — [ gy (t)sin(tx) e dt,z<0ex <0, (67)
0 0

+o0o

El = T]_ejklz + Ifl(S) Cos(sz)eu1X dS _ J Tof]_(s) Sn(SZ) eU1X dS + J'gl(t) Cos(tx)e—vlzdt _
0 0 3

— fahsn) e’ d, z>0ex<O. (68)
0

Aplicando a quinta condi¢do de contorno, Eq' = E;, em z = 0, obtém-se:

+Im[gl(t) —go' ()] e™ dt = P+Ry-T, + T[fo'(s)e”"x - fi(s)e™]ds , (69)

onde

{o.(t) - 90" (0} = G(x)

fmaw—gaanemdt

€ a transformada direta de Fourier da funcéo [gi(t) — go'(t)] . Como G(x) € nem par, nem
impar em x em (69) e as fungdes de x que estdo na quarta parcela do segundo membro de (69)
sdo fungdes nem par, nem impar em X, logo o impedimento existente em (64) passa ainexistir
apartir de (69).
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Aplicando atransformada inversa de Fourier em (69), obtém-se:

0 D
+00 DO
g, () = go'(t) = —(P+ Ro'-T )Ieﬂx dx +31 Dj’fo (s)e o e/™ dx - J’fl(s)eulx e /™ dx ws (69q)
\*/__/ _*/___—J _______
I7 lg I H

A resolucdo da integral I; em (69a) esta no item 7 do ANEXO E, cujo resultado esta4
em (47) do referido item. A resolucdo da integral Ig em (69a) esta no item 8 do ANEXO E,
cujo resultado esta em (49) do referido item. A resolucéo daintegral |9 em (69a) esta no item
9 do ANEXO E, cujo resultado esta em (51) do referido item. Substituindo tais resultados em

(69a), obtém-se:

2 (prRry-T)r [ 00O thO BE (70)

t 0 {2 +Uug t+u1§§

. 2 " Uuyfy'(s u,f,(s 2
60 -00'(t) = = jDOO() Urfa(8) s ;2
+ug® tP+u g n

any

gue é a conclusdo obtida apos a quinta condi¢do de contorno.

2.2.1.6 Sextacondicéo de contorno

0E," _ aE (71)
0z az

enm z=0 e x<0.

Derivando (67) e (68) parcialmente em z e fazendo z = 0, obtém-se:

JkoP — jk,R,' — jgsfo'(s)e“"xds + gvogo'(t)cos(tx)dt - jgvogo'(t)sin(tx)dt = Jk,T, -

— (e ds — [ v,g,(t)cos(tx)dt + j [v,g,(Dsin(tx)dt . (72)
0 0 0

De (72), obtém-se:
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Ko(P-R,") =k, T,
%O '(s)e™* =f,(s)e™”, , (73)
%’ogo I(t) = _Vlgl(t)1

gue sdo as conclusdes obtidas apos a sexta condi¢do de contorno.
2.2.1.7 Sétima condicao de contorno

Eo' = B, (74)

enmz=0e x>0.

De (37) e (53) em (74), fazendo z = 0O, obtém-se:

P+ Ro"++f f,"(9)e ¥ ds+ fgo"(t) cos(tx)e"dt =T, + ffz(s)e‘uzxds ¥ fgz(t) cos(tx)dt

ou
1lo, (1) - g, (] cos(tx)att = P+ R, =T, + [ [f,"(9)e™* 1, (s)e™ |ds. (75)

Pelo mesmo motivo da contradicdo matemética apontada em (19) da se¢do 2.2.1,

precisa-se alterar Eo" com a adicdo de:

fo=— [ gy"()sin(tx)e""d . (76)
0

e E; com aadicdo de

f= [ g,(t)sin(tx)e . (77)
0
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De (76) em (37) ede (77) em (53), respectivamente, obtém-se:

E' = P e + Ry el + +ff0”(s)cos(sz)e‘“°xds - jffo"(s)sin(sz)e'%x ds +
¥ zgo”(t)cos(tx)ev"zdt - Jg g, (Hsn(tx)e"“dt, z < 0 ex > 0. (78)
E, = Tk + ;ffz (s)cos(sz)e™ds - | +ffz(s) sin(sz) €' ds +
¥ { g,(Hcos(t)edt - Jg g, (Dsin(be™“dt, z>0ex > 0. (79)

De (78) e (79) em (74), para z = 0, obtém-se:
Tlo.0-g, ] ™ dt = P+R™=T, + [ " (e ~F, (e s. (80)

Aplicando atransformada inversa de Fourier em (80), obtém-se:

0 D
+00 +oo D—oo
g,()-9go' (t)_E I(P+RO T )e”xdx+ I foo "(s)e X e!™dx — J’fz(s)e zxe“xdxﬂjs (81)
I].O H Ill I12 E

A resolucéo da integral 110 em (81) esta no item 10 do ANEXO E, cujo resultado esta
em (53) do referido item. A resolugdo da integral 1;; em (81) esta no item 11 do ANEXO E,
cujo resultado esta em (55) do referido item. A resolucéo daintegral 1;, em (81) esta no item

12 do ANEXO E, cujo resultado estd em (57) do referido item. Substituindo tais resultados

em (82), obtém-se:

+oo [] a
0:(0-0"(0 =2 | 21 04020 g 2R pugy,)- Jo 0 Gl (2
gt +Ug te+u,” T[at 0o B °+uy” tT+uy,"G H
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gue € a conclusdo obtida apos a sétima condicéo de contorno.

2.2.1.8 Oitava condicéo de contorno

OE," = E (83)
0z 0z

emz=0e x>0.

Derivando (78) e (79) parcialmente em z, fazendo z = 0, e usando (82), obtém-se:

jKoP — jk,R," — jgsfo"(s)e‘“"xds + gvogo”(t)cos(tx)dt - jgvogo”(t)sin(tx)dt = jk,T, —

— [ st,(9)e ds— [ v,0,(t) cos(tx)dlt + | [V, g, ()sin(tx)dt . 84)
0 0 0

De (84), obtém-se:

Ko(P-R,") =k, T,, (85a)
., (e =f,(9e™, (85h)
/0, "(1) = ~v,0, (1), (850)

gue sdo as conclusdes obtidas apos a oitava condi¢do de contorno.
2.3 AJUSTES DAS CONCLUSOES DAS CONDI Q@ES DE CONTORNO

2.3.1 Asnovas solucdes

Apbs a aplicacdo das oito condi¢cbes de contorno na secdo 2.2.1, foram obtidas as
seguintes solugdes para Eq', Eq", E; € E,, respectivamente.
De (67), obtém-se:
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B = P e + Ry e’ + [f (9cos)e™ ds — j[f,'(9sin(s)e™ ds+
0 0
+ g (cos(t)edt — [ go'(t)sin(tx) e dt, z<0ex <O, (86)
0 0

De (78), obtém-se:

Es' = P e* + Ry e + [f(dcos()e™ds — j[f,"()sin(s)e™ ds +
0 0
¥ .r g,"(t)cos(tx)e™dt — | I g,"(H)sin(tx)e"*dt, z < 0 ex>0. (87)
0 0

De (68), obtém-se:

+00 +00

E; = T + Ifl(s)cos(sz)eulxds - j? f,(s)sin(sz) e  ds + Igl(t)cos(tx)e‘vlzdt -
0 0 0

+o00

- ifa®sne)ed, z>0ex<o -
0

De (79), obtém-se:

+oo

E, =  Tel# + J’ f,(9cos(sz)e™*ds - ] +j:ofz(s) sin(sz) €' ds +
0 0
+ I g,(t)cos(tx)e"*dt - jI g,(t)sin(tx)e**dt, z>0ex > 0. (89)
0 0

2.3.2 Asnovas conclusoes

Como se pode observar, existem ateragGes em todas as solucdes acima em comparagao

as propostas por Sampaio (1985). Logo, as conclusdes, aqui obtidas, também tém alteracoes.
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2.3.2.1 Primeira condicdo de contorno

Apos reaplicar a primeira condicdo de contorno, foi obtida a seguinte conclusdo:

fo"(9 o (s)—Eg Volg'(0=85"(0] y, JHRoR") _ gy’ (0)-gy (t)]dtﬁ 0

SRAS 0(ke=s) o S+v

gue € amesma obtida em (42).

2.3.2.2 Segunda condic&o de contorno
Apos reaplicar a segunda condicédo de contorno, foram obtidas as seguintes conclusdes.

) fo(9) = —1,"(9), (91a)
Eo) do' () = g,"(®), (91b)

onde (91a) é a mesma de (46) e a (91b) foi obtida apds a re-aplicacdo da segunda condicéo de
contorno a partir de (86) e (87).

2.3.2.3 Terceira condicdo de contorno

Apos reaplicar aterceira condicdo de contorno, foi obtida a seguinte conclusao:

e O O . 2= 0
£,(9-f,(9=2 IDvlgl(t) v,g, (00, . 20T, ZE IS 60 _ %0 By gy

%+v s+v[dt+1n% 1s Bs+v_2+2
gue € amesma obtida em (56).
2.3.2.4 Quarta condicdo de contorno

Apos reaplicar a quarta condicéo de contorno, foram obtidas as seguintes conclusdes:
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(93a)

:) ulfl(s) = —szz(S),
(93b)

) g, (he™ =g, (B,

onde (93a) é a mesma de (63) e a (93b) foi obtida apds a reaplicacdo da quarta condicéo de
contorno a partir de (88) e (89).

2.3.2.5 Quinta condic&o de contorno

Apés reaplicar a quinta condi¢do de contorno, foi obtida a seguinte concluso:

uofo(s) usfy(s) Be _ %%(Pmo'—n) TEH®  the f e, (04)

gl(t)—go‘(t)——j D 2
t? +u,” t 0 B2 +up’ t+u1@§

any

gue € amesma obtidaem (70).

2.3.2.6 Sexta condicéo de contorno

Apos reaplicar a sexta condicdo de contorno, foram obtidas as seguintes conclusdes:

[A) ko(P-R,") =kT,, (95a)
Ep) f, ()™ =f,(s)e™, (95b)
(95¢)

=) Voo (1) = —Vyg, (1),

gue sdo as mesmeas obtidas em (73).
2.3.2.7 Sétima condicao de contorno

Apos reaplicar a sétima condicéo de contorno, foi obtida a seguinte conclusao:

+o0 +oo[| D
gz(t)_go..(t):%I g ofo""(9) szz(S) s JZ é!i(P'FRo"—TZ) J, tho (S) tf () Eﬂ H’ (96)
0

2t+u@ et B2 +u,’ t+U2§§
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gue € amesma obtida em (82).

2.3.2.8 Oitava condicéo de contorno

Apés reaplicar aoitava condicéo de contorno, foram obtidas as seguintes conclusdes:

) k,(P-R,") =k, T,, (97a)
) 1, "(9)e" =f,(9)e", (97b)
) Voo () = ~v,0, (1), (97¢)

gue sdo as mesmas obtidas em (85).

2.4 A SOLUCAO DO PROBLEMA

A solucéo do problema ficara completa logo que for resolvido o sistema constituido
das quatro equacOes integrais (90), (92), (94) e (96), e das quatro equacdes algébricas (91),
(93), (95) e (97), contendo oito incognitas.

2.4.1 Condicdo quase-estatica
Neste ponto seré introduzida a condi¢do quase-estética, | ki | >> | ko |, | K2 | >> | ko |-

Nessa circunstancia, 0 campo magnético horizontal assume, aproximadamente, um valor H em

z=0,|x| - o, e como conseguéncia

_ W,
R,'= H, 98
0 2, (98)
_ W,
R, "= H 99
0= 2k, (99)
T, = oy (100)



T,=-Hoy,
K,
conforme Sampaio (1985).

2.4.1.1 CéculodovaordeP
De (95a), obtém-se:

P=R,+ 111
k

0

De (98) e (100) em (102), obtém-se:

P= —W—OH
2k,

De (98), (99) e de (102), conclui-se que:

P=—Ry =—Ry" = - Mol
2,

O mesmo resultado pode ser obtido a partir de (97a), (99) e (101).

2.4.1.2 Caélculo dasfuncdes “kernels’ dasintegrais

De (914) e (91b) em (90), obtém-se:

(Ro-R,")

fo"(s) =] (k. -
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(101)

(102)

(103)

(104)

(105)



De (98) e (99) em (105), obtém-se:

fo'(9) = 0

De (91a) e (106), obtém-se:

fo'(9) = 0.

De (107) em (95b), obtém-se:

f1(9) = 0.

De (106) em (97b), obtém-se:

fo(8) = 0.

De (98), (100), (103), (107) e (108) em (94), obtém-se:

. . Awp,H
t)—g,'(t) = - .
9,(t) =g, (1) Jmkl

De (98), (101), (103), (106) e (109) em (96), obtém-se:

" Ao H
t)— t)=—-|——.
9,(t) — g, "(t) J Tk,

De (95c¢), obtém-se:

0 () = 2 g, (1)..
V

0
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(106)

(107)

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)



De (112) em (110), obtém-se:

. 4v,wuH
t)=-j—2—2 .
TS
De (113) em (112), obtém-se:
. 4v,uH
(t) = j—2—.
0 o )
De (97¢), obtém-se:
v
"(t) = ——2g,(t).
9 "(t) Ve 9(1)
De (115) em (111), obtém-se:
. 4dv,ouH
t)y=—j—>—>—.
9,(t) Jmkz(vo V)
De (116) em (115), obtém-se:
. 4v,ou H
" t - 2 0 .
O v+ v2)
2.4.1.3 Asnovas solucdes sob as condicdes quase-estéticas
De (98), (103), (107) e (114) em (86), obtém-se:
Eo' _ B (qJ'OH ejkoz + (q.,lOH e‘jkoz + 4(qJ.OH +00 Vl sin(tx)evozdt

2k, 2k, TK, g (Vo + V)t

38

(113)

(114)

(115)

(116)

(117)
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J4WOH o Vl
TK, { (Vo + Vot

cos(tx)e"*dt,z<0ex <O0. (118)

De (99), (103), (106) e (117) em (87), obtém-se:

w—ol_lejkoz + W—OHe—jkoz ILO“‘OH +oo V2

EOII = + J-
2k, 2k, TK, o (Vy+V,)t

sin(tx)e"’dt  +

N j4(ouoH+I°° v,
T[kz O(Vo-i'Vz)t

cos(tx)e"*dt,z<0ex > 0. (119)

De (100), (108), e (113) em (88), obtém-se:

W, H pliz 4o H = Vo

E; = - LI

- [ sin(tx)e "“dt -
K, TK, o (vy+vy)t

Ao H e \Y}
_ J Ho [ 0

T o K (vy +Vy)t

cos(tx)e"“dt,z>0ex <0. (120)

De (101), (109) e (116) em (89), obtém-se:

H . 4 H + . _
Ex= - o™ iz - “Ho [ Yo sin(tx)e™"#dt -
kz T'kz 0 (Vo +V2)t
3 J.4(JouoH +J‘3° Vv,
T[kz 0 (Vo + Vz)t

cos(tx)e ">*dt,z>0 e x> 0. (121)

2.4.1.4 Campos elétricos medidos na superficie

Quando se considera z=0 em (118), (119), (120) e (121), obtém-se as medidas de Ey,

Eo", E1 e Ey, respectivamente, na superficie. Como resultado tém-se:

Eo'

A oH = | g H o
= ko Vi gt + 2o Y

cos(tx)dt,z<0ex <0. 122
AL e, b (v +upyt X (122
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H +00 +00
B = MM Vo g j MY Ve gt z<0ex> 0. (129)
TK, 0 (Vo +Vy)t TK, o (Vo +V)t
H H +e . . H +
E,= _ GHoH _ 4w, i Vo sm(tx)dt—j%)“0 i Yo cos(tx)dt,z>0ex <O0.
Ky TK; 0 (Vo +Vy)t TK; 0 (Vo +Vy)t
(124)
H H +e . Ao H e
E,= _WHoH _ da, i Yo sin(tx)dt - j o i Yo cos(tx)dt,z>0ex >0.
kz T[kz O(Vo-l'vz)t T[kz O(Vo-l'Vz)t
(125)
Tais campos podem ser representados da seguinte forma:
oo — jtx
By = 2™ Vi€ 7 4 coex<o. (126)

T[kl 0 (Vo + Vl)t

oo —jtx
Eo' = | AWpoH i V28 t,z<0ex>0. (127)
T[kz 0 (Vo +V2)t

_ W H L AwpH e ve™

El =
K, TK, o (v, +V)t

dt,z>0ex<0. (128)

oo —jtx
E,= _ OHoH _ 40peH ™ voe dt,z>0ex>0. (129
k2 T[k2 0 (Vo +V2)t

Adotando v, =/t* — jp,0, , V, =/t* — jOW,0, eV, =4/t* - jwu,o, ,comap =0,

em (128) e (129), obtém-se:

_WUH L AwpH e

E = ] dt,z>0ex <0, (130)
Ky K, { t+4/t? - jw,0,
+00 —jtx
£, = — oM _; 4wHH © dt,z>0ex >0, (131)

J
K, K, { t+4/t? - jWl,0,

pois S0 0s campos gue interessam ser abordados no presente momento, devido estarem nas
regioes que contém a falha.
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2.4.1.5 Normalizag&o dos campos el étricos

Os campos elétricos serdo normalizados para que sgam, posteriormente,
implementados, computacionalmente, para a obtencdo de suas representagdes graficas. A
normalizacdo sera a mesma usada por Sampaio em seu trabalho de 1985, pelo nimero de

inducéo 6, que consistira em:

WU,0 (0]
Eg/l)NORM = Egll)N = Eg/l) K, | :Egll) \/ Ho0> =E, \/(‘)p'o 2 (132)
wWp,H W,H wpH
E@ _E@ —g® |k, | _ EQ WM O, E y WH,0, (133)
yNORM_yN_ywH_y — 2 .
Mo WH,H W, H

Adotando o nimero de indugdo

0, = /WH,0, X, (134)

€ o0 contraste de resistividade
R = 05/0;. (135)

Substituindo (130), (134) e (135) em (132); e (131), (134) e (135) em (133),
respectivamente, obtém-se:

4 —R +00 _Jtez
EY (0,)=-y-R-J VT, (136)
N m o > .1
t+, 12 —j =
R

E? (8,)=—J-]- ' [ dt. (137)
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Apds a implementacdo computacional de (136) e (137), observou-se possibilidade de
Se conseguir as curvas apresentadas nas Figuras de 14 a 19 com a introducéo dos parametros
da Tabela 1, que foram obtidos tendo por referéncia as curvas do método dos elementos finitos
numa vizinhanca da falha. Em termos gerais, pode-se ter por referéncia para os calculos de
tals parametros o resultado fornecido por Weaver (1963) na vizinhanca da falha, que
consideramos proxima da realidade fisica do problema. Os campos normalizados com tais

parametros sao:
. A [ jR oo e—jtezlc
EY (8,) =—- R +] - { dt, 8, <0. (138)
t?2+ P =j=
R
: B\/——j to itB/C
E® (8,) =—/-j + dt, 6,>0. (139)
y N\Y2 T ,([ t2 +\/t2 -j
Tabelal: Pardmetros dos campos em (139) e (140)
R A B C Re(Eyn) Im(Eyn)
2 0,43 -0,56 -10/13 Sim N&o
10 0,87 -2,10 -0,5 Sim N&o
50 0,94 -3,30 -0,25 Sim N&o
2 -0,24 0,38 -10/13 N&o Sim
10 -0,70 1,00 -0,5 N&o Sim
50 -0,75 1,90 -0,25 N&o Sim

As figuras a seguir, apresentam os graficos comparativos dos resultados de Weaver,

por elementos finitos e os resultados finai s obtidos neste trabal ho.
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3- CONCLUSAO

E apresentada uma solugdo analitica do modelo da falha infinita para o modo TE
magnetotel Urico utilizando como base o trabalho de Sampaio (1985). A comparagcdo da solucéo
analitica para o campo elétrico normalizado apresentada nas equactes (138) e (139), com a
solucdo de elementos finitos, fornece a expectativa positiva de se conseguir resolver este
problema totalmente de maneira analitica, considerando que o resultado por elementos finitos
estegja razoavelmente proximo da realidade fisica. A solugdo hibrida apresentada por Sampaio
leva a crer que com o aumento das iteracOes da série de Neumann a solucdo deve ser mais
préximada realidade fisica, entretanto isto ndo ocorre, conforme mostrado por Hiemer (2001).

Uma guestdo importante levantada no presente trabalho, referente a paridade da funcéo
transformada de Fourier, possibilita a obtencdo de uma solucéo totalmente andlitica, levando-se
em consideracéo o efeito do ar, fato até entdo ndo conseguido por meios analiticos para o0 modo
TE dafalhainfinita

Os gréficos da solucéo final deste trabalho apresentam a flexibilidade de suas partes, no
meio um e no meio dois, a partir dos parametros introduzidos. Isto possibilita a obtencdo de uma
funcdo analitica para uma curva gerada de maneira totalmente numeérica indicando que se esta no
caminho para se obter uma solucgéo final, que forneca tal proximidade daquilo que se considera
confiavel, isto €, elementos finitos, sem a necessidade de se introduzir parametros.

Outra questé@o importante a considerar € o fato de que as fungdes “kernels’ presentes tanto
na formulac&o inicial proposta por Sampaio (1985) quanto a formulada neste trabalho, apds as
observagOes feitas nas consideragOes sobre o trabalho de Sampaio (1985), sGo de uma
importancia fundamental no efeito da solugéo final obtida e isto pode ser observado na estrutura
da solucéo obtida por Weaver. O fato de Sampaio (1985) ter escolhido para obter as fungdes
“kernels’ diferentes de zero fo'(S), fo"(S), f1(S) € f2(S), numericamente pela série de Neumann, foi
justamente para garantir a proximidade do formato da solugcdo de Weaver (1963) que era seu
referencial. Observa-se através do desenvolvimento tedrico do presente trabalho que as funcdes
“kernels’, diferentes de zero, obtidas foram go'(t), go"(t), gi(t) e go(t), que conduziram a solugdo
final deste trabalho da forma que foi apresentada, sendo que as fungdes “kernels’ fo'(s), fo"(S),
f1(s) e f(s) foram obtidas todas iguais a zero, isto talvez tenha contribuido decididamente para a
necessidade da introducéo dos parametros mostrados na Tabela 1.

Como pode ser notado, foram introduzidos parémetros na solucéo analitica final para se
ter uma proximidade da curva gerada pelo método dos elementos finitos. Mostrando a
necessidade de se obter uma solucdo analitica que dispense a presenca de tais parametros, sendo
que, aconselhamos arealizacéo de trabal hos futuros neste sentido.
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ANEXO A — PROVAS DE QUE AS SOLUCOES PROPOSTAS POR

SAMPAIO SAO SOLUCOES DA EQUACAO DE HELMHOLTZ

Reescrevendo as equacdes (9), (1), (11) e (12), respectivamente, como:

Eo2o =a+b+c+d, z<0 e x<0.
Eo'=ag+bg+co+dy, z<0 e x>0.
E;, =a+bi+c, z>0 e x<0.

E, =a+by+c,, z>0 e x>0.

1- PROVA DE QUE Ey E SOLUCAO DA EQUACAO (1)

Fazendo E;=a e i =0 em (1), obtém-se:

62a 62a 2
—+—+k,a=0.
x> 0z2 °

De (9) e (A.1), obtém-se:

a=pe’”?,

onde:

d%a d%a )
P

De (A.6) em (A.5), obtém-se:
0=0.
Logo, a= P e ésolucdo de (1).

Fazendo Ej=b e i =0 em (1), obtém-se:

0°b 0°b 2
90,92 k2b=0.
x> 9z2 °

(A1)
(A.2)
(A.3)
(A.4)

(A.5)

(A.6)

(A.7)



De (9) e (A.1), obtém-se:

b =R¢' e_““’z

onde:

De (A.8) em (A.7), obtém-se:

0=0.

Logo, b =Ry e é solugdo de (1).

Fazendo E;=c e i =0 em (1), obtém-se:

d%c 9%
+

ax—z E+k020=0.

De (9) e (A.1), obtém-se:
c= +ffo'(s) cos(sz)e™"ds,

onde:

azc +00

. X 0°Cc_ * ,., i
a2 = g u02f0 (s)cos(sz)e™ds e 97 =—_c|; Szfo (s)cos(sz)e™ ds.

De (A.10) em (A.9), obtém-se:

+00

2

[ (32 - uoz)‘o'(s) cos(sz)e"ds + ko’c = 0.
0

Fazendo i =0 em (13), obtém-se:

U02 —32 =— koz.
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(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)
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De(A.12) em (A.11), obtém-se:
0=0.

Logo, c= }m f,'(s)cos(sz)e™ds é solucdo de (1).
0

Fazendo Ei=d e i =0 em (1), obtém-se:

9%d 09°d 2
—+—+k,°"d=0. A.13
x> 9z2 ° (A-13)

De (9) e (A.1), obtém-se:

d= [ go'(t)cos(tx)e"“ct
0

onde:
92d ., vz 0°d _* 5, voz
o2 =] PO (Dcos(boedt e~ 5= [ vo'gy'(t) cos(tx)e" . (A.14)

De (A.14) em (A.13), obtém-se:

+00

[ (ve? = t2)g,"(t) cos(tx)e"dt + k% = 0. (A.15)
0

Fazendo i =0 em (14), obtém-se:
Vo© — t% = —ko2. (A.16)

De (A.16) em (A.15), obtém-se:
0=0.

Logo, d= [ g,'(t)cos(tx)e"“dt é solugo de (1).
0

Pelo fato de (1) admitir o principio da superposicéo e de a, b, ¢ e d serem solugdes de (1),

entdo Ey', em (9), € solucdo de (1).
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2- PROVA DE QUE Ey" E SOLUCAO DA EQUACAO (1)

Fazendo Ei =& e i =0 em (1), obtém-se:

6a0 aao
X2 9z

+k,’a, =0. (A.17)

De (10) e (A.2), obtém-se:

2 =Pe”,

como & = a= P e’ g também é solucdo de (1), conforme mostrado para Ey anterior.
Fazendo Ei=by e i =0 em (1), obtém-se:

0%, , 0%b,
+K, b =0. A.18
6x2 072 ( )

De (10) e (A.2), obtém-se:

bo :Roll e—jkoz ,

=—k,’b, . (A.19)

De (A.19) em (A.18), obtém-se:
0=0.
Logo, bo=Ry" e ésolucdo de (1).
Fazendo Ei=cy e i =0 em (1), obtém-se:

2 2
%ff +2% 1 ke, =0. (A.20)

De (10) do e (A.2), obtém-se:



Co= +ffo”(s) cos(sz)e "*ds,

onde:
azco _+°° 2¢ 0 —UgX azco — e 2¢ 1 —UpX
e U f,"(s)cos(sz)e 'ds e P ——gsfO (s) cos(sz)e " ds.

De (A.21) em (A.20), obtém-se:
I (uo2 - Sz)fo"(s) cos(sz)e™ds + ko’Co = 0.
0

Fazendo i =0 em (13), obtém-se:
U02 — S2 =— koz.

De (A.23) em (A.22), obtém-se:
0=0.

Logo, co= }w f,''(s)cos(sz)e ™ ds é solucdo de (1).
0

Fazendo Ei=dy € i =0 em (1), obtém-se:

De (10) e (A.2), obtém-se:
do= [ 9" (t)cos(tx)e" ",
0

onde:

2 2

99, dzo = —ftzgo”(t) cos(tx)e"*dt e

0X 0

a—o!f = +f’vozgo”(t) cos(tx)e"*“dt .
vl

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)
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De (A.25) em (A.24), obtém-se:
}m (vo2 - tz)go"(t) cos(tx)e"*dt + ko2dg = 0. (A.26)
0

Fazendo i =0 em (14), obtém-se:
Vo —t2 = =k (A.27)

De (A.27) em (A.26), obtém-se:
0=0.
Logo, do = +fogo“(t) cos(tx)e"*dt é solugdo de (1).
0
Pelo fato de (1) admitir o principio da superposi¢éo e de ap, bo, Co € dy serem solucdes de
(1), entéo Ey", em (10), € solugdo de (1).

3- PROVA DE QUE E; E SOLUCAO DA EQUACAO (1)

Fazendo Ei=a e i=1 em (1), obtém-se:

d0%a, , 0%a
x>  0z°

+k,’a, =0. (A.28)

De (11) e (A.3), obtém-se:

= Tlejklz ,

onde:

62 62

axil =0 e aza; = —k/a,. (A.29)

De (A.29) em (A.28), obtém-se:
0=0.



Logo, a = T1e™* ésolucdo de (1).

Fazendo Ei=b; e i=1 em (1), obtém-se:

8°b, , 8%b,

x> 9z° +k; b, =0.

De (11) e (A.3), obtém-se:

b, = ffl(s) cos(s2)e"*ds,

onde:
a2bl Yo i azb o o ux

> = [ u,f,(s)cos(sz)e™’ds e > =—[ 8" f,(s)cos(sz)e™ds
ox 0 0z 0

De (A.31) em (A.30), obtém-se:

+0o

[ (ul2 —sz)fl(s) cos(sz)e"*ds + ki%b; = 0.
0

Fazendo i =1 em (13), obtém-se:
U12 — SZ =— k12.
De (A.33) em (A.32), obtém-se:
0=0.
Logo, b, :}m f,(s)cos(sz)e™ ds é solucdo de (1).
0
Fazendo Ei=c; e i =1 em (1), obtém-se:

2 2
ac1+a (o}

o +k,’c, =0.
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(a.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)
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De (11) e (A.3), obtém-se:
CL= }w g, (t) cos(tx)e dt
0

onde:

2

% = —f t°g, (t) cos(tx)e™dt e

2

S = v,2g, (1) cos(tx)e . (A.35)
0

0z>

De (A.35) em (A.34), obtém-se:

+0o

[ (vl2 - tz)gl(t) cos(tx)e™"#dt + kicy = 0. (A.36)
0

Fazendo i =1 em (14), obtém-se:
vt —t? ==k, (A.37)

De (A.37) em (A.36), obtém-se:
0=0.
Logo, ¢; = +f’gl(t) cos(tx)e "“dt é solucdo de (1).
0
Pelo fato de (1) admitir o principio da superposicéo e de a;, b; e ¢; serem solugdes de (1),
entdo E;, em (11), é solucdo de (1).
4- PROVA DE QUE E, E SOLUCAO DA EQUACAO (1)

Fazendo Ej=& e i =2 em (1), obtém-se:

2 2
6a2+6 a,

V= +k,’a, =0, (A.39)

De (12) e (A.4), obtém-se:



8 =T,

onde:

d%a d%a »
c?xz2 =0 6222 =Tk 8,

De (A.39) em (A.38), obtém-se:
0=0.
Logo, a = T.e** ésolucdo de (1).

Fazendo Ei=h, e i =2 em (1), obtém-se:

8’b, , 8°b,

VIR +k,’b, =0.

De (12) e (A.4), obtém-se:

b,= { f,(s) cos(sz)e* s,

onde:
62b2 T U,X ? 2 __Te UaX
5 - LU f,(s)cos(sz)e"”ds e | s°f,(s) cos(sz)e™ ds.

De (A.41) em (A.40), obtém-se:
? (u22 —sz)‘z(s) cos(sz)e"”*ds + ky?b, = 0.
0

Fazendo i =2 em (13), obtém-se:

U22 —52 =— kzz.
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(A.39)

(A.40)

(A.41)

(A.42)

(A.43)
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De (A.43) em (A.42), obtém-se:
0=0.

Logo, b, :+f f,(s)cos(sz)e""ds é solucado de (1).

Fazendo Ei=c, e i =2 em (1), obtém-se:

2 2
?axczz + ‘?—,Zczz +k,"c, =0. (A.44)

De (12) e (A.4), obtém-se:
C= ? g, (t)cos(tx)e "*dt ,
0

onde:

2

% = —Eo t?g, (t) cos(tx)e™#dt e

2

% = f V, 0, (t) cos(tx)e™dt . (A.45)

De (A.45) em (A.44), obtém-se:

+00

[ (v,* ~ ), (t) costtye™dlt + ke, =0, (A.26)
0

Fazendo i =2 em (14), obtém-se:
V22 — t2 = —kzz. (A47)
De (A.47) em (A.46), obtém-se:
0=0.
Logo, ¢, = +j:ogz(t) cos(tx)e "**dt é solucdo de (1).
0

Pelo fato de (1) admitir o principio da superposicéo e de ay, by, e ¢, serem solucdes de

(1), entdo E,, em (12), é solucdo de (1).
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ANEXO B — PROVAS DE QUE OS TERMOS ADICIONADOS AS
SOLUCOES PROPOSTAS POR SAMPAIO SAO SOLUCOES DA
EQUACAO DE HELMHOLTZ

1- PROVA DE QUE (34) E SOLUCAO DA EQUACAO (1)

Vg amos que o termo
e=—j ffo'(s) sin(sz) €% ds, (B.1)

€ solucéo da equacdo de Helmholtz.

Fazendo Ei=e e i =0, obtém-se

d’e 9%
ax—2+E+koze:0. (BZ)

Derivando (B.1) parciamente em relacdo a X duas vezes e a z duas vezes,

respectivamente, obtém-se:

2

400 2 +oo
9% L Tutf, (9snse™ds e 2 C=j[1, (9sn(s)e" ds. (B.3)
16)4 0 0z 0
De (B.3) em (B.2), obtém-se:
Jg (2 - u,2f, (9sin(sz)e*ds + koe =0. (B.4)

Fazendo i =0 em (13), obtém-se:

U02 — S2 =— koz. (B.5)
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De (B.5) em (B.4), obtém-se:
0=0.

UoX

Logo, e = — | +!;:ofo'(s)sin(sz)e ds é solugcdo da equacdo de Helmholtz e pelo principio da

superposi¢ao pode ser adicionado a Ey'.
2- PROVA DE QUE (35) E SOLUCAO DA EQUACAO (1)

Vg amos que o termo
=] [ f," () sin(sz) €™ ds. (B.6)
0

é solugdo da equacéo de Helmholtz.
Fazendo Ei=e e i =0 em (1), obtém-se;

2 2
6e0+6 €

a2 972 +k02e0 =0. (B.7)

Derivando (B.6) parciamente em relagdo a x duas vezes e a z duas vezes,

respectivamente, obtém-se:

azeo _ .+°° 2 " . -UoX azeo _ .+°° 2 " . -UoX
> =i Uy f"(g)sin(sz) e™ ds e > =i[sTf,"(s)sin(sz) e™ ds. (B.8)
10)4 0 0z 0
De (B.8) em (B.7), obtém-se:
i1 (s -5k, " (9)sin(sz)e™*ds + koer = . (B.9)
0

Fazendo i =0 em (13), obtém-se:
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U02 - S2 =- koz. (B.10)

De (B.10) em (B.9), obtém-se:
0=0.

Logo, g = — ] +fofo”(s)sin(sz) e ds é solucdo da equacdo de Helmholtz e pelo principio da
0

superposi¢cdo pode ser adicionado a Eg".
3- PROVA DE QUE (50) E SOLUCAO DA EQUACAO (1)

Vg amos que o termo
e =—]j +Jmfl(S)Sin(SZ) e" ds, (B.11)
0

€ solucao da equacdo de Helmholtz.

Fazendo Ei=e; e i =1 em (1), obtém-se:

0%, , 0%,
x> 0z

+k,’e, = 0. (B.12)

Derivando (B.11) parcialmente em relacdo a X duas vezes e a z duas vezes,

respectivamente, obtém-se:

2 +o0 2 +00
O Tuf(9sns) e ds e 2% =j[<f, (9 sn(s) e ds. (B.13)
()4 0 0z 0

De (B.13) em (B.12), obtém-se:

i7 (U2 -s2 k(9 sin(sz) € ds + k%, = 0. (B.14)
0
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Fazendo i =1 em (13), obtém-se:
up? - =—kq? (B.15)

De (B.15) em (B.14), obtém-se:
0=0.

Uy X

Logo, e; = — j?fl(s)sin(sz)e ds € solucdo da equacdo de Helmholtz e pelo principio da
0

superposi¢ao pode ser adicionado a E;.
4- PROVA DE QUE (51) E SOLUCAO DA EQUACAO (1)

Vg amos que o termo

+o0o

&=—j Ifz(s) sin(sz) e " ds, (B.16)

é solugdo da equacéo de Helmholtz.
Fazendo Ei=e, e i =2 em (1), obtém-se:

2 2
6e2+6 e,

Ty ke € =0. (B.17)

Derivando (B.16) parcialmente em relacdo a x duas vezes e a z duas vezes,

respectivamente, obtém-se:

2 2

- f u,’f,(9) sin(sz) " ds e

- ® =] % ,(9) sin(sz) € ds. (B.18)
0X 0

0z°

De (B.18) em (B.17), obtém-se:



j}m (uz2 _52)(2(5) sin(sz) € ds +k;’e; = 0. (B.19)
0

Fazendo i =2 em (13), obtém-se:
U2 — S = — ko2 (B.20)

De (B.20) em (B.19), obtém-se:
0=0.

+00

Logo, e, = — | I f,(s) sin(sz) €"* ds é solugdo da equagdo de Helmholtz e pelo principio da
0
superposi¢cao pode ser adicionado a E,.

5- PROVA DE QUE (65) E SOLUCAO DA EQUACAO (1)

Vg amos que o termo
f=—j [ go'(t)sin(tx) & d, (B.21)
0

é solugdo da equacéo de Helmholtz.
Fazendo Ei=f e i =0 em (1), obtém-se:

0% 0% 2
—+—+k,f =0. B.22
x> o0z2 ° (822

Derivando (B.21) parcialmente em relacdo a x duas vezes e a z duas vezes,

respectivamente, obtém-se:

2 too 2 +o00
o0~ tg, sy e dt e Z—i == Vo'go'(t) sin(tx) € cit (B.23)
X 0 Z 0
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De (B.23) em (B.22), obtém-se:
j}m (t2 —voz)go'(t) sin(tx) " dt + ko*f = 0. (B.24)
0

Fazendo i =0 em (13), obtém-se:
Vor —t? = — ko’ (B.25)

De (B.25) em (B.24), obtém-se:
0=0.

VoZ

Logo, f = — j? g, (t)sin(tx) e™ dt é solucéo da equacdo de Helmholtz e pelo principio da
0

superposi¢ao pode ser adicionado a Ey’.
6- PROVA DE QUE (66) E SOLUCAO DA EQUACAO (1)

Vg amos que o termo
fi=-j[g,tsintx)e" d, (B.26)
0

€ solucéo da equacdo de Helmholtz.

Fazendo Ei=f; e i=1 em (1), obtém-se:

0%, , 0%,
ox?  0z?

+k,’f, =0. (B.27)

Derivando (B.26) parcialmente em relacdo a X duas vezes e a z duas vezes,

respectivamente, obtém-se:



2

0t _
ox?

De (B.28) em (B.27), obtém-se:
7 (2 - v, ). (1) sin(tx) €2 dt + k2, =0.
0
Fazendo i =1 em (13), obtém-se:

V12 —32 =— k12.

De (B.30) em (B.29), obtém-se:
0=0.

i[ g, sintx) e dt e gf;:—j?vfgl(t)gn(tx) eV dt .
0 Z 0
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(B.28)

(B.29)

(B.30)

Logo, f1 = —j?gl(t)sin(tx) e dt é solucdo da equacdo de Helmholtz e pelo principio da
0

superposi¢cao pode ser adicionado aE;.



ANEXO C — ANALISE DE FOURIER

1- INTEGRAIS DE FOURIER

A teoria dasintegrais de Fourier produz as seguintes informagoes:

f(x)= }O{A(a)cos(ax) +B(a)sin(ax)} da .
Onde:

A(a) :l}of(x)cos(ax)dx,
Tt—m

+o00

B(a)= 1J’f(x)sin(O(x)dx.
T[—oo
Outras formas de se escrever A(0) e B(a) sdo as que seguem:

A(a) = %[If (u) cos(au)du,

B(a) = l}of (u)sin(au)du.
Tt—w

De (C.3) em (C.1), obtém-se:

+00  +oo

Fx) =+ [ [f(cosfa(x-ududa,

Tt

a=0u=-w

+o00+00

-1 -ila(x-u)]
f(x)= Zn”’f (e duda ,

—00—00

ou
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(C.2)

(C.2)

(C.3)

(C.4)

(C.5)
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_im jox " —-jau
o= Le dot _J;f (u)e ™ du. (C.6)

2- TRANSFORMADASDE FOURIER

De (C.6), substituindo u por x, tem-se que:

— im jox " —jax
f(x) = ZnIe da _J;f(x)e dx, (C.7)

—00

com o membro direito sendo o desenvolvimento de f(x) em integrais de Fourier. Onde:
D{f(xX)} = Fa) = I f(x)e™dx , (C.8)

€ atransformada direta de Fourier dafuncéo f(x).

+oo

DY F(a)} = f(x) = %T [Foe™da, (C.9)

€ atransformada inversa de Fourier dafuncdo F(a).

Dateoria das func¢des complexas, tem-se que:
e/ = cos(ox) —j sin(ax). (C.10)

De (C.10) em (C.7), obtém-se:

O{f(x)} = F(q) = +ff (x) cos(ox)dx — j+ff (x)sin(ax)dx . (C.12)



De (C.11), tem-se que:
e o ar O
OA{T(X)} = Fc(a) = If (x)cos(ax)dx = ITlmEJ’ f (x)cos(ax)dx 7,
-0 - T D

é atransformada direta do co-seno de Fourier da fungéo f(x).
De (C.11), tem-se que:

+0o

Os{f(xX)} = Fs(a) = If (xX)sin(ax)dx = ITi m E]If (x)sin(ax)dx E

é atransformada direta do seno de Fourier da funcéo f(x).
De (C.12) e(C.13) em (C.11), obtém-se:

O{f(x)} = Fa) = Fe(a) —j Fs().

Se f(x) = f(—x), isto &, quando f € uma fungéo par,

{f(x)} = F(a) = Fc(a) = }of (x) cos(ax)dx.
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(C.12)

(C.13)

(C.14)

(C.15)

Obtém-se (C.15) a partir de (C.11), pois o integrando da parte imaginaria de (C.11) é impar na

variavel x paraf par namesmavariavel, sendo tal integral nula.

Se f(x) = —f(—x), isto &, quando f € uma func&o impar,

{f(X)} =F(a) =—j Fs(a) =—] +ff (X)sin(ax)dx .

(C.16)

Obtém-se (C.16) a partir de (C.11), pois o integrando da parte real de (C.11) é impar na variavel

x paraf impar namesmavaridvel, sendo tal integral nula.
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De (C.12), obtém-se:

+0o +00

OA{f(X)} = Fc(a) = If (x)cos(ax)dx = If (x) cos(—ax)dx = Fc(-a).

Pode-se concluir que
Fe(a) = Fc(-a). (C.17)

Logo, Fc(a) € umafuncéo par na variavel a, quando o limite em (C.12) existe e éfinito.
De (C.12), obtém-se:

Os{f(X)} = Fs(a) = +ff (x)sin(ax)dx = —+ff (X)sin(—ax)dx = —Fs(—a).

Pode-se concluir que
Fs(a) = —Fs(—0). (C.18)

Logo, Fs(a) € umafungdo impar na variavel a, quando o limite em (C.13) acima existe e éfinito.
Em (C.12), para f par na varidvel x o integrando é par na mesma variavel e pode-se

reescrevé-lo assm:

+00 0 +oo

Fe(a) = If (x)cos(ax)dx =2 J’ f (x)cos(ax)dx = 2If (x) cos(ax)dx . (C.19)

Em (C.13), para f impar na varidvel x o integrando € par na mesma variavel e pode-se

reescrevé-lo assm:



+00 0 +oo

Fs(@) = [f ()sin(@x)dx = 2 f (x)sin(@x)dx = 2 ff (x)sin(@x)dx .

Dateoria das func¢des complexas, tem-se que:

€Y = cos(ax) +j sin(ax).

De (C.21) em (C.9), obtém-se:
DY FQ)} = f(x) = %T IF(a)cos(ax)da " j%T]:F(a)si n(ax)da
De (C.22), tem-se que:

T Fa)} = iTF(a)cos(ax)da ,
21J

€ atransformada inversa do co-seno de Fourier da fungédo F(a).

De (C.22), tem-se que:
1 I .
O s{F(a)} = ETLF(a)sn(ax)da,

€ atransformada inversa do seno de Fourier da funcéo F(a).
De (C.23) e (C.24) em (C.22), obtém-se:

OH{F@)} =f(x) = O F(a)} +j O F()}.

Se F(a) épar, isto &, se F(a) = F¢(a), de (C.23), obtém-se:
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(C.20)

(C.21)

(C.22)

(C.23)

(C.24)

(C.25)
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OY F)} =f(x) = O { Fe(a)} = %T iFFC (o) cos(ax)da . (C.26)

Onde a parte imaginaria de (C.22) € nula, devido ao seu integrando ser impar na variavel a.

Se F(a) € impar, isto &, se F(a) = Fg(a), de (C.24), obtém-se:

+o0

OH{F(a)} =f(x) =j O Fs(a)} =J'%T JFs(osin(ax)da, (C.27)

Onde a parte real de (C.16) € nula, devido ao seu integrando ser impar na variavel a.

Devido ao integrando de (C.20) ser par na variavel a, pode-se reescrevé-lo assim:
1 +00 1 0 1+oo

f(x) = — IFC (o) cos(ax)da == J’FC (a) cos(ax)da == IFC(a)cos(ax)da : (C.28)
21J 4, UL
Devido ao integrando de (C.27) ser par na variavel a, pode-se reescrevé-lo assim:

100 = |1 [R.(a)sin(@da = L [F.(o)sin(ax)da = [F(o)sin(ox)da (C.29)

—JZT[:[OS Jn:[os Jn_([s : :

De (C.19) e (C.28), pode-se escrever:

+00 0 +oo

a) Fc(a) = I f (x)cos(ax)dx = 2If (x)cos(ax)dx =2 I f (x) cos(ax)dx ;
(C.30)

b) f(x) = %T}OFC (a)cos(ax)da = 1_11 j’FC (a)cos(ax)da = %TFC(a)cos(ax)da .

Pode-se escrever (C.30), também assim:
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a) Fc(a) = +ff (x)cos(ax)dx = Jo'f (x)cos(ax)dx = +ff (x) cos(ax)dx ;

(C.3)
b) f(x) = iTFC (a) cos(ax)da = 2 }Fc(a)cos(ax)da = ETFC (a)cos(ax)da .
211 LLEA UL
De (C.20) e (C.29), pode-se escrever:
a) Fs(a) = +ff (x)sin(ax)dx = Z}f (x)sin(ax)dx = 2+ff (x)sin(ax)dx .
(C.32
b) f(x) = jiTFS(a)si n(ax)da = j= }Fs(a)si n(ax)da = leFS(a)si n(ax)da
21, LLEA UL
Pode-se escrever (C.32), também assim:
a) Fs(a) = +ff (x)sin(ax)dx = Jo’f (x)sin(ax)dx = ]’of (x)sin(ax)dx .
(C.33)

b) f(x) = j%TTFS(O()si n(ax)da = j%}Fs(a)si n(ax)da = jTZTTFS(O()si n(ax)da .
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ANEXO D -TEOREMASDE PARIDADES

TEOREMA 1: A soma de duas fun¢des nem par, nem impar sO serd par se, Simultaneamente,
cada umafor igual a outracom o argumento trocado pelo seu oposto.

Dem.:
f é uma fungéo nem par, nem impar em x, isto &
f(x) # f(—X) (D.1)
e f(x) # — () (D.2)
g é uma fungéo nem par, nem impar em x, isto &
9(x) # 9(x) (D.3)
e 9(x) # - g(-x) (D4
Sendo
h(x) = f(x) + 9(x) (D.5)
entzo,
h(=x) = f(-x) + 9(-x) (D.6)
Pode-se afirmar que h sera par, h(x) = h(-x), apenas se:
f(-=x) = g(x) (D.7)
e 9(-x) =f(x) (D.8)

Pois a outra aternativa para garantir afuncdo h ser par,

f(x) = f(—x) (D.9)
e 9(x) = 9(x) (D.10)
eéimpossibilitada por (D.1) e (D.3).
TEOREMA 2: A funco f(z) = (Ro'—Ro") € é nem par, nem impar.

Dem.:
Como

f(2) = (R —Ry") &,



75

pode-se afirmar que:
f(-z) = (R’ — Ro") €7,
e que:
—f(-2) =— (Ro' — Rg") e™*,

Como f(z) # f(-z), entéo f ndo é par. Como f(z) # —f(-z), entdo f ndo é impar.
Logo, f € nem par, nem impar.

TEOREMA 3: A fungdo f(z) = +fo[go'(t)—go”(t)]ev°zdt € nem par, nem impar.
0

Dem.:
Como

@)= flg,'(0) -9, (Ve “at,
pode-se afirmar que:

2= Jl0.() - g," (D)™t
e que

~1(-2) = [l, () ~g," (Dl et

Como f(2) # f(-z), entéo f ndo é par. Como f(z) # —f(-z), entéo f ndo é impar.
Logo, f € nem par, nem impar.

TEOREMA 4: A soma de duas funcdes pares resulta uma funcéo par.
oem- Sejam f e g duas funcgdes pares, isto €
f(x) = f(—x) (D.11)
e 9(x) = 9(=x) (D.12)

com h sendo definida por:

h(x) = f(x) + g(x) (D.13)



76

De (D.13), pode-se calcular:

h(—x) = f(—x) + g(—x) (D.14)
De(D.11) e(D.12) em (D.14), obtém-se:

h(=x) = f(x) + 9(x) (D.15)
De (D.13) e (D.15), pode-se concluir que h(x) = h(—x). Logo, h € umafuncéo par.

TEOREMA 5: A soma de duas fung¢des impares resulta uma funcéo impar.

Dem.:
Sejam f e g duas fungdes impares, isto &
f(x) = —f(—x) (D.16)
e 9(x) =—9(x) (D.17)

com h sendo definida por:
h(x) = f(x) + g(x) (D.18)
De (D.18), pode-se calcular:
—h(=x) == f(=x) + [-9(-x)] (D.19)
De (D.16) e (D.17) em (D.19), obtém-se:
—h(x) = f(x) + g(x) (D.20)
De (D.18) e (D.20), pode-se concluir que h(x) = — h(-x). Logo, h é uma fungzo

impar.

TEOREMA 6: A soma de uma fungdo impar com uma par resulta uma fungdo nem par, nem

impar.
Dem.:
Sejam f uma funcdo impar e g umafuncéo par, isto &
f(x) = —f(—x) (D.21)
e 9(x) = 9(x) (D.22)

com h sendo definida por:

h(x) = f(x) + g(x) (D.23)
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De (D.23), pode-se calcular:
h(—x) = f(~X) + g(~x) (D.24)
De (D.21) e (D.22) em (D.24), obtém-se:
h(—x) = —f(x) + g(x). (D.25)

Como h(x) # h(—x), h ndo é uma funcéo par.
De (D.23), pode-se calcular:

—h(=x) = —f(x) —g(x) (D.26)
De(D.21) e(D.22) em (D.26), obtém-se:
—h(=x) = f(x) — g(x). (D.27)
Como h(x) #—h(—x), h ndo é umafuncdo impar. Logo, h € umafunc¢éo nem par, nem impar.
TEOREMA 7: A funcdo f(z) = T,e™” é nem par, nem impar.

Dem.:
Como

f(2) = T,e",
pode-se afirmar que:

f(~z) = T,e,
e que:

—f(—2) =— T,e*”.

Como f(z) # f(-z), entéo f ndo é par. Como f(z) # —f(-z), entéo f ndo é impar.
Logo, f € nem par, nem impar.

TEOREMA 8: A funcio f(z) = T,e™*# é nem par, nem impar.
Dem.:
Como

f(2) = T,e",

pode-se afirmar que:
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f(—z) = T,
e que;
_f(z) =—T,e .

Como f(z) # f(-z), entéo f ndo é par. Como f(z) # —f(-z), entéo f ndo é impar.
Logo, f € nem par, nem impar.

TEOREMA 9: A fungdo f(z) = }m[gl(t)e‘Vlz -g,(t)e"**]dt énem par, nem impar.
0

Dem.:
Como

@)= [lo.(0e™ - g, (eIt
pode-se afirmar que:

2= 1o, (e ~g,(he ™ Iat,
e que

~1(-2) = [[g,(De™ g, (De ot

Como f(2) # f(-z), entéo f ndo é par. Como f(z) # —f(-z), entdo f ndo é impar.
Logo, f € nem par, nem impar.

TEOREMA 10: A funcéo f(x) = +fo[fo'(s)euOX —f,(s)e™*]ds é nem par, nem impar.
0

Dem.:
Como

f(x) = [ o' (9™ —f,(s)e"* Ids,

pode-se afirmar que:
f(—x) = f [fo' (9™ —f,(s)e™"]ds,

e que:
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—H(%) = — [ [f (9™ ~ T, (9)e™** Ids.

Como f(x) # f(—x), entdo f ndo é par. Como f(x) # — f(—x), entdo f n&o é impar.
Logo, f € nem par, nem impar.
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ANEXO E —RESOLUCAO DASINTEGRAISIy, 15, 13, 14,15, 16, 17, 1g, Lo, 110,

IllE |12

1- RESOLUCAO DA INTEGRAL I, DE (40)

Aplicando aregra de integracdo da exponencial de base neperiana, obtém-se:

I = _}me—j(ko—s)zdz _ _Wl—s)[e_j(ku_S)z]gz'”: ﬁ.—S)[e_j(kU_S)z]gz_w’

J

= (koj— 3 [e‘ikozejsz](z’:_oo = (koj_ 5 [(e—jkozejsz )Z=O _ (e—jkozejsz )Z:—oo] -
Onde:
(e‘ikozeJSZ)Z:_oo = Jirﬂole—jkozejszj = Jirﬂolejszj_ﬂrﬂolejszj ’

(ee®), = I fg[e‘jKOZejSZJ =i fg[e‘jKOZl l [rg[ejszj.
De (F.11), obtém-se:
e 7 = eM[cos( Az) - jsin (Az)].

Quando z tende para menos infinito:

Z - —00

e quando z tende para zero:

limle &= lim {e*[cos(Az) - jsin(az)}. lim|cos(s2) + jsin(s2)] = 0,

(E.1)

(E.2)

(E.3)

(E.4)

(E.5)



limle e = [El{eAZ [cos(Az) - j n(Az)}.IZ im[cos(sz) + j sin(s2)] = 1,

pois sin(Az), cos(Az), sin(sz) e cos(sz) séo fungdes limitadas, A =

Re[kg] > 0.
De (E.5) e (E.2), obtém-se:

(e_jkozejsz)zz_oo - 0’
e de (E.6) e (E.3), obtém-se:

—jKoZ A2 —
(e e )Zﬁo =1

De (E.7) e (E.8) em (E.1), obtém-se:

0
Iy = (e %97 gz = .
1= ! Nk =9

2- RESOLUCAO DA INTEGRAL |, DE (40)

U

F(Z)=+fg(t)ev°zdt, onde: Fo=ytP-k; O Vvi=t*-ki.
0 FO(t) =o' (1) —g, "' (1).

Aplicando atransformada inversa de Fourier em (E.10), obtém-se:
. 200 O
T=0%Fz == t) e"*dt -£'¥dz,
{F@} =~ 1 gramedice

ou

J201,0,
2

>0, isto &,
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(E.6)

(E.7)

(E.9)

(E.9)

(E.10)
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_ 2P ) 0
T=04F2t =2 t) e’ e¥dz it , E.1l1
{Fz} nggjmg()e e Zﬁd (E11)
onde:
0 . 0 )
I, = [o(t) e e™dz=g(t) [ e"*e~dz. (E.12)

De (E.12), obtém-se:

= ; VoZQlZ o, — ° (Vo+is)ZH-, — g(t) (Vo+is)z °
=0t fererdz=g(t) [ e dz= 00y e ] (E13)
= ﬂ voz niz |° — g(t) VoZ .. 0
I, = (Vo +9) [e € ]Zz_m —(Vo £j9) {e [Cos(sz) + ] sm(gz)} s
(Vo +]9)

Considerando que Re{vg} >0, ver (F.45). Poisvg édaforma:

. , -0
Vozatjb 0 €% =ed™ [ ¢ = ¢®[cos(bz) +] sinba)] = P02 2 ,
onde Re{vo} > 0.
De (E.14), obtém-se:
= Yod® _; o (E.15)

5 :
sS+v, TSPty



3- RESOLUGCAO DA INTEGRAL |3 DE (55)

Aplicando aregra de integracdo da exponencial de base neperiana, obtém-se:

too J [ej(k1+s)z]+°°

|2 = +°°ej(k1+s)z dz= j(ky+s)z == o
= i(k1+5)[ I (k; +5) -

gue resultaem

l3= - (k1j+ 9 [ece] 7, = ‘(kl+s)[(ejk*ejsz)z=m -re)..].

Onde:

jkyz sz
(e ' e )Z:+oo

= Iim[ej"lzejSZJ: Iim[e“‘lzl
Z - too

Z+o

lim|e|

Z -+

(ejklzejsz )z:o — Lifgl-e-JklzejszJ — Izi[gl_e_jklz J- Izi[gl.ejszj
De (F.23), obtém-se:

el? = e [cos(Bz) + jsin(Bz)).

Quando z tende para mais infinito:

Z -+

e quando z tende para zero:

limle*“e= | = lim{e-® [cos(B2) +  sin(B2)} lim{cos(sz) + j sin(s2)] = 1.

limle’see’ = i m{e®[cos(B2) + jsin(B2)}. lim|cos(sz) + jsin(s2)] = 0,
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(E.16)

(E.17)

(E.18)

(E.19)

(E.20)

(E.21)



pois sin(Az), cos(Az), sin(sz) e cos(sz) sdo fungdes limitadas, B =

Re[k,] > 0.
De (E.20) e (E.17), obtém-se:

(ej kz gl )Z:m

= 0’
ede(E.21) e (E.18), obtém-se:
(e=e=), = 1.

De (E.22) e (E.23) em (E.16), obtém-se:

bR iy
0 1

4- RESOLUCAO DA INTEGRAL 14 DE (55)

| 20H,0;
2

84

>0, isto &,

(E.22)

(E.23)

(E.24)

Aplicando aregra de integracdo da exponencial de base neperiana, obtém-se:

= -;Eoej(k2+5)2 dz = J(k2—+S)[ j(k2+s)z]::°oz _(k2+s)[ej(k2+s)z]::°0
la= - (k2j+ S) [ejkzzejsz]::o = _Vj-l-s)[(ejkzzejsz)z:m - (ejkzzejsz)z:O]'
Onde:

(@e=)_.. = lim|e"e™|= lim|e*#] lim|e’|

Z - +oo Z - +oo Z - +oo

(E.25)

(E.26)
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De (F.35), obtém-se:
e’ = e"%[cos(Cz) + jsin(Cz)] . (E.28)
Quando z tende para mais infinito:

limle=e=|= lim {e[cos(C2) + jsin(ca)}. lim[cos(z) + j sin(s2)] = 0, (E.29)

Z -+

e quando z tende para zero:

limle*e’= | =1i [g{ecz [cos(C2) - | sin(Cz)}.IZ imlcos(s2) + jsin(=2)]= 1 (E.30)

\ 2WH,0,
2

pois sin(Az), cos(Az), sin(sz) e cos(sz) séo fungdes limitadas, C = >0, isto &,

Re[ky] > 0.
De (E.29) e (E.26), obtém-se:

(ejkzzejsz )z:m

=0, (E.3D)

e de (E.30) e (E.27), obtém-se:

(@<e), , =1 (E32)
De (E.31) e (E.32) em (E.25), obtém-se:

1

TRTR (E.33)

+o0 |
ly= [ €9 dz = j
0



5- RESOLUGCAO DA INTEGRAL |5 DE (55)

+00

F2)= [a,(1) e““dt, onde: {vl =Jt?=k;
0

0 V2=t -k

Aplicando atransformada inversa de Fourier em (E.34), obtém-se:

T= YRz} = % { gfgl(t) &t Eejszdz

T=0YFz)} = % +f gfgl(t) e‘VlzejSZdZEdt

ls = +fgl(t) e"’e¥dz = gl(t)+f e’ e¥dz
De (E.36), obtém-se:

0 0

0. (1) [z
(~v, +]9) ]

+00

z=0

=80 foweee], = 9O foveloog(sr) + jsing)

I -
(=v;, +]s) (Vi +]9)

9,(t)
(-v,+j9)

l 5

considerando que Re{vi} >0, ver (F.57). Poisv; édaforma:

vi=m+jn O e¥ =™ 0 e

1, para z=0

" [cos(nz) +j sin(nz)] = Ep oara 7 .
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(E.34)

(E.35)

(E.36)

(E.37)

(E.38)
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onde Re{v;} >0.
De (E.38), obtém-se:

v, (t) L. st
Is = 521?,1\(, ) v ngi(v)z _ (E:39)
1 1

6- RESOLUCAO DA INTEGRAL I DE (55)

F(z) = J’gz(t) e"'#dt, onde: {v2 =Jt°-k3 O vi=t*-k2. (E.40)
0
Aplicando atransformada inversa de Fourier em (E.40), obtém-se:

T= 0Y4Fz) = 1_2'[ f gfgz(t) et Eejszdz

~ 2 +00 D—oo } . |:|
T=04F@z)} == t) eV?e¥dz dt E.41
F@t=21g 90 = (E41)
l, = }mgz(t) e'’e¥dz = gz(t)}w e'?edz (E.42)
0 0

De (E.42), obtém-se:

oo ] . too ) . t) : ) +00
l.=qg,(t) [ €?e¥dz=q,(t) [ e"2"9%dz= _9() ghv2tioz E.43
c=0:(0) J 0.(0) | Coagge (E43)

= gz—(t) Voz qjsz [T - gz(t) v,z .. +00
|6 - (_V2 + JS) [e e ]ZZO (_V2 + JS) {e [COS(SZ) + J Sln(SZ)} 7=0
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| :
PV, i)

considerando que Re{v,} >0, ver (F.69). Poisv, édaforma:

. ,para z=0
vo=q+jr 0 e =e¥d” 0 e =e¥[cog(rz) +] sin(rz)] :él) P ,
,para z - —o
onde Re{vy} >0.
De (E.44), obtém-se:

|6: \/2292(1:2 +i ?Z(t)z ] (E45)

sT+v,” s+v,
7- RESOLUCAO DA INTEGRAL I DE (69a)

0 ) 0 0 1 0
|, = I e™dx = I cos(tx)dx + I sin(tx)dx =E[si n(tx) —jcos(tx)], ___ . (E.46)

Adotando tx = —kmparax <0 etx = kmparax >0, ondek =1, 3, 5, ..., em (E.46), obtém-

.2
17 =-i2. (E.47)

8- RESOLUCAO DA INTEGRAL |5 DE (69a)

0 . 0 ) . i
lg = [fo'(5) e"Xe™dx =fo'(s) [ M ax = ———f,'(9) e [0 = Yo Lo, (E.48)
—00 —00 uO + Jt uo + t

pois Re[ug] > 0.



89

De (E.48), obtém-se:

lg = Uofo'() _; to'(9) (E.49)

2
t2+u,”>  t2+ug

9- RESOLUCAO DA INTEGRAL |4 DE (69a)

° i ° i 1 i P u, —jt
= Uy X X = (U +jt)x — Uy X ~jtX -1 E
g :[,fl(S)e e dx fl(S):[o e dx u1_I_jtfl(s)@ e a:_m —u12+t2 f.(s), (E.50)
pois Re[u;] > 0.
De (E.50), obtém-se:
_ufi(s) . th(9) (E.51)

2 2 2 2"
t"+u, t° +u,

10- RESOLUCAO DA INTEGRAL |0 DE (81)

0

o= [ (P+Ry "—T,)e™dx :%(P +R,"=T,)[sin(tx) —jcos(tx)]___. (E-52)

Adotando tx = —kmparax <0 etx = kmparax > 0,ondek =1, 3,5, ..., em (E.52), obtém-

lio = —j%(P+RO"—t2). (E.53)

11- RESOLUCAO DA INTEGRAL |, DE (81)

1
—U, +jt

+00 o . +o00 . ) it oo u + t )
I, = ‘[fo"(s) e ey =f, (s)‘l; oo gy = fo'(9) B el :u<>2_+lt2f0 (s) (E.54)
0



pois Re[ug] > 0.
De (E.54), obtém-se:

Iy = u,f, "(s) L tf, "(s)
t2+u02 t2 +u02 '

12- RESOLUGCAO DA INTEGRAL |, DE (81)

1

I = [f2(9) e e dx =L [ e gy = ey
0 0 2

pois Re[ug] > 0.
De (E.56), obtém-se:

ST AC I AC)
t2+u22 t2 +u22 )

90

(E.55)

+00

i +jt
LR E :%fz(s), (E.56)
2

(E.57)
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ANEXO F-ESTUDOSDE ko, kl, kz, Vo, V1 E Vo

1- ESTUDO DE kg

De (2), fazendo i = 0, obtém-se:

Ko = +/joH,0, (F.1)
onde wy,0,> 0.

Considerando que:
W= jx=+vz O z=jx0 |z]|=Vx* =|x], (F.2)

e conforme o ANEXO G as raizes n-ésimas de tal nUmero complexo z séo cal culadas por:
Wi = Q/|z|%os§+wTE+jsin§ikn% k=0,1,2, .. (n—1). (F.3)
n n

Em (F.3), sefizermos n=2, |z |=| x| econsiderarmos que a partir de (F.2) obtém-se 0

=172, pois z = jX, obtém-se:
Wi = \/m%osélg+ kn@ﬂs‘nél%ﬂ kn% k=0, 1. (F.4)
Para k=0 em (F.4), obtém-se:
Wo = \/mmosﬁﬂ%jsnBE%M 2,928 (F5)
e > 15

Para k=1 em (F.4), obtém-se:
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W, = H:OSEEHFJSIHEE% \/_E£+j— (F.6)

Fazendo x = wy,0, em (F.5) e (F.6), obtém-se:

Wo = Kk, :quoooﬁgﬂgﬁ (F.7)

Wi = Kk, = —/w,0, E£ +j— (F.8)

Desenvolvendo (F.7), obtém-se:

\/2(*)%00 i \/200“000

Wo=k, = =A+jA, F.9
0 0 5 5 J (F.9)
\ 2WW,0, _ . . . .
onde A = T> 0, isto €, AO,, € o valor de ky que serd considerado na presente
andlise.

Desenvolvendo (F.8), obtém-se:

\/2(*)%00 ~i \/2(*)“000
2 2

Wi=k,=- =-A-jA, (F.10)

> 0, isto ¢ AODO,, € o valor de ky que ndo sera utilizado na presente

2w
onde A = %

analise por causar divergénciano processo.
De (F.9), obtém-se:



—jkoz=—JAz+Az=Az—-j Az
Onde:

e—jkoz — e(Az—jAz) — eAze—jAz

e " = cog(Az) — jsSin(Az)

e finamente:

e = e*[cos(AZ) - jsin(AZ)].
De (F.10), obtém-se:

—jkoz=jAz-Az=-Az+j Az

Onde:

(-Az+iAz) — o-AzgiAz

e’ =¢ =e

e** = cog(Az) + jSin(Az)
e finamente:

e %7 = e?[cos(AZ) + jSIn(AZ)].

2- ESTUDO DE k;

De(2),fazendoi =1, obtém-se:

ky= \/ijool )

onde w,0,> 0.

93

(F.11)

(F.12)

(F.13)
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Considerando que:
W=.ix=+z 0 z=jx0 |z]= Vx> =|x], (F.14)

econformeo ANEXO G asraizes n-ésimas de tal nmero complexo z séo cal culadas por:
Wi = Q/|z|%os§+wTE+jsin§ikn% k=0,1,2, .. (n—1). (F.15)
n n

Em (F.15), sefizermos n=2, |z |=]|x | e considerarmos que a partir de (F.14) obtém-se

0 = 172, pois z = jx, obtém-se:

Wi = \/m%:osélg+ kn@ﬂs‘nél%% kn% k=0, 1. (F.16)
Para k=0 em (F.16), obtém-se:

Wo = \/m%osélg%jsinélg%: m@gﬂgﬁ (F.17)
Para k=1 em (F.16), obtém-se:

Wi = M%os@?%jsﬁn%%%= —Mﬁgﬂga (F.18)

Fazendo x = wy,0, em (F.17) e (F.18), obtém-se:

2 2
Wo = K, :,/wuoolagﬂ?E (F.19)

e
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2 2
Wi = k; = —/wu,0, E\g + ] 7@ (F.20)

Desenvolvendo (F.19), obtém-se:

Wo=k, = +j =B+jB, (F.21)

onde B = >0, isto ¢ BOO,, é o valor de k; que ndo sera utilizado na presente

\ 2WH,0,
2

analise por causar divergénciano processo.

Desenvolvendo (F.20), obtém-se:

__ \/200“001 i \/2(*)“001 _

Wi =k, 5 5 -B-jB, (F.22)
\ 20,0, o, . . : .
onde B = T> 0,isto é B0, , éovalor de k; que serd considerado na presente andlise.

De (F.21), obtém-se:
jkiz=jBz—-Bz=-Bz+] Bz
Onde:

(-Bz+jBz) — o-BzgiB2

e =e =e

e'® = cog(Bz) + jsin(Bz)
e finamente:

e™? = e782[cos(Bz) + jsin(Bz)) . (F.23)
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De (F.22), obtém-se:
jkiz=-Bz+Bz=Bz-|j Bz
Onde:

Bz-jB2)

ejklz — e( — eBze—sz

e '® = cos(Bz) - jsin(Bz)
e finamente:
e™? = e®[cos(Bz) - j sin(BZ)] . (F.24)
3- ESTUDO DE k,
De (2), fazendoi = 2, obtém-se:

ko= \/jWH,0, , (F.25)

onde wy,0,> 0.

Considerando que:
W= jx=+vz O z=jx0 |z]|=Vx* =|x]|, (F.26)

e conforme o ANEXO G as raizes n-ésimas de tal nUmero complexo z séo cal culadas por:

W, = MEOSW%J'S"]E?%M% k=0,1,2, ...,(n=1). (F.27)
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Em (F.27), sefizeremos n=2,|z|=|x | econsiderarmos que a partir de (F.26) obtém-se

0 =172, pois z =X, obtém-se:

Wi = \/m%osélg+ kn@ﬂs‘nél%ﬂ kn% k=0,1. (F.28)
Para k =0 em (F.28), obtém-se:

Wi = \/m%osélg%jsinélg%: ME\/?E+J'§H. (F.29)
Para k=1 em (F.28), obtém-se:

Wo = \/m%oséiﬂ%jsinéiﬂ%: —\/ME\/;Hgg (F.30)

Fazendo x = wy,0, em (F.29) e (F.30), obtém-se:

2 .2
wo=k2:\/wuoozﬁg+1gﬁ (F:31)
e

2 .2
Wi=k, = —\/wuoozﬁgﬂgﬁ (F:32)

Desenvolvendo (F.31), obtém-se:

\ 20,0 A 20,0
Wo=k, = Ho0- + ] Ho0- =C+jC, (F.33)

2 2
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A 20,0, . . . x £
onde C = T> 0, isto ¢ C[,, é o valor de k, que ndo sera utilizado na presente

analise por causar divergénciano processo.

Desenvolvendo (F.32), obtém-se:

__ \/ZU)Uooz i \/200“002

Wy = K
TR 2 2

-—c-jc, (F.34)

A 20U, O
onde C = *

> 0, isto ¢ CO0O,, é o valor de ko, que serd considerado na presente
andlise.
De (F.33), obtém-se:
jkoz=jCz-Cz=-Cz+]jCz
Onde:
-Cz+jCz) —CzejCz

ez = gl =e

e'“ = cog(Cz) + jsin(Cz2)

e finalmente:

e’? = " [cos(Cz) + jSin(CZ)] . (F.35)
De (F.34), obtém-se:

jkoz=—Cz+Cz=Cz—-j Cz.

Onde:

(Cz-ic2) = gCzgmiCz

e/ = ¢ =e
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e'“ = cos(Cz) - jsin(Cz)

e finalmente:

el = e“[cog(Cz) - jSin(CZ)]. (F.36)
4- ESTUDO DE vq

De (14), tem-se:

Voo =t2—k,0 O v, =4/t? — jop,0, - (F.37)

Considerando que:

W= x-jy=+z O z=x-jyd |z|= yxZ+Vy?, (F.38)

e conforme o ANEXO G asraizes n-ésimas de tal nUmero complexo z sdo cal culadas por:

Wi = Q/ﬁﬁ:osMHﬂsinM% k=0,1,2, ... (n—1). (F.39)
o n O 0 n
Em (F.39), sefizermos n=2e|z|= x*+y? , obtém-se:

Wk:4\/x2+y2Dos@+knB+jsinEE+kn , k=0, 1. (F.40)
e R T ="

Para k=0 em (F.40), obtém-se:
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_Joz o0 .
Wp=3/x“+y a:os%@ﬂsm%% (F.41)
Para k =1 em (F.40), obtém-se:
Wi = 4/x% +y? E:os%+n§+jsin%+n% (F.42)

Fazendo x =t e y =w},0, em (F.41) e (F.42), obtém-se:

Wo = v, =4/t% + (WH,0,)° %os%% j sin%% (F.43)

Wi = v, =4t +(wuooo)zﬁ:os%+n§+jsin%+n% (F.44)

onde e:arctanE%E para t 0.

Desenvolvendo (F.43), obtém-se:
W = v, =4/t” + (w0 2cosEEH+'4t2+ WH,O 2sinEEH:a+'b, F.45
0 0 ( Ho o) 20 J ( Mo o) 20 J ( )

onde a e b sdo positivos para 0 < 6/2 < 172, isto ¢, 0 < B < 11, € 0 valor de vy que serd
considerado na presente analise.

Desenvolvendo (F.44), obtém-se:

Wi= v, =4/t* + (w0 2cos@+nH+'4w/t2+ WU.0 2sinEE+nH:c+'d, F.46
1 0 ( Ho o) 0 0 J ( Mo o) 0 0 J ( )
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onde c e d sd0 negativos para T1< 6/2 + 1< 3172, isto €, 0 < 6/2 < 102, € 0 valor de vy que ndo
serd utilizado na presente analise por causar divergéncia no processo.

De (F.45), obtém-se:
Voz=az + | bz

Onde:

gVo? = e(az+jbz) = g%t

e’ = cog(bz) - jsin(bz),
e finamente:

e = e%[cos(bz) - j sin(bz)]. (F.47)
De (F.46), obtém-se:

Voz=Cz + ] dz.
Onde:
(cz+jdz)

ejVoZ —e — eczejdz ,

e'” = cog(dz) + jsin(dz),

e finalmente:

el = e%[cos(dz) + j sin(dz)]. (F.48)
5- ESTUDO DE v,

De (14), tem-se:
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vi=t?-k,. O v, =4t? - jwy,o; . (F.49)

Considerando que:

W= x-jy=+z O z=x-jyd |z|= yxZ+Vy?, (F.50)

e conforme o ANEXO G asraizes n-ésimas de tal nUmero complexo z sdo cal culadas por:
Wi = ﬁ%osﬁ'ik"&jsinﬁ'ik"% k=0,1,2,..,(n—1). (F.51)
o n b n
Em (F.51), sefizermos n=2e|z|= x*+y? , obtém-se:
Wi = 4/x2 +y?2 E:osEE+an+jsinEE+kn%, k=0, 1. (F.52)
2 O 2
Para k =0 em (F.52), obtém-se:
0 .
Wy = 4/x% +y? os@% sn@% F.53
0 y g: oSG (F.53)
Para k=1 em (F.52), obtém-se:
U ..
Wi = 4/x% +y? OSEE+HH+ SIHBQ+T[%. F.54
1 y g o tmrisns (F.54)

Fazendo x =t e y =w,0, em (F.53) e (F.54), obtém-se:
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Wo = v, =4/t* + (wp,0,)? E:os%% | sin@% (F.55)

2

O .
Wi = v, =4/t? + (wu,0,)? OSBQ+T[B+ sn@+n% F.56
11‘/(““)@[25][2 (F.56)
onde
e:arctanBMB
Ot 0O
Desenvolvendo (F.55), obtém-se:
Wo = v, =4/t* + (W0 2cosEEH+'4t2+ WU.0 2sinEEH:m+'n, F.57
0 1 ( Ho 1) 20 J ( Mo 1) 20 J ( )

onde m e n sdo positivos para 0 < 0/2 < 12, isto € 0 < 6 < 11, € 0 valor de v; que sera
considerado na presente analise.

Desenvolvendo (F.56), obtém-se:
Wi = v, =4/t + (W,0,)’ cos% + n§+ j4t? + (wuool)zsing + n@z o+jp, (F.58)

onde 0 e p sdo negativos para T1< 6/2 + t< 3172, isto € 0 < 6/2 < 102, € 0 valor de v; que ndo
serd utilizado na presente analise por causar divergéncia no processo.
De (F.57), obtém-se:

ViZ=mz + | nz.
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Onde:

V.

elZ:e(

mz+jnz)

= emz ejnz

e'™ = cos(nz) — jsin(nz)

e finamente:

e'? = e™[cos(nz) - j sin(nz)] . (F.59)
De (F.58), obtém-se:

V1Z =0Z + | pz.

Onde:

ejvlz — e(oz+jpz) — eozejpz

e = cos(pz) + j sin(pz)

e finalmente:

e™? = e”[cos(pz) + j sin(pz))] . (F.60)
6- ESTUDO DE v,

De (14), tem-se:

v, =t2 -k’ O v, =4t? - jou,o, . (F.61)

Considerando que:
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W= x-jy=+z O z=x-jy0d |z|= x> +y?, (F.62)

e conforme o ANEXO G asraizes n-ésimas de tal nUmero complexo z sdo cal culadas por:
Wi = Q/EE:OSMTHHSMM% k=0,1,2, ... (n—1). (F.63)
o n 0 a n
Em (F.63), sefizermos n=2e|z|= x*+y? , obtém-se:
W, = 4/x% +y? Dos@ + kn&jdn@ + kn%, k=0, 1. (F.64)
S s
Para k=0 em (F.64), obtém-se:
U ..
Wy = 4/x% +y? os@& sn@% F.65
0 y g o grisns (F.65)

Para k =1 em (F.64), obtém-se:
Wi = 4/x% +y? E:os%+n§+jsin%+n% (F.66)

Fazendo x =t e y =w},0, em (F.65) e (F.66), obtém-se:

Wo = v, =4/t* +(wp,0,)’ %os%@ﬂsin%%, (F.67)
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W1 = v, =4t +(wp,0,)* E:os%+n§+ jsin%HT%, (F.68)
onde:
0 =arctan BMH
Ot O
Desenvolvendo (F.67), obtém-se:
Wo= v, =mcos§§+j4tz+(wuooz)zsin%%qﬂ'r, (F.69)

onde g er sdo positivos para 0 < 6/2 < 112, isto € 0 < 0 < 1, é 0 valor de v, que sera
considerado na presente andlise.

Desenvolvendo (F.68), obtém-se:
Wi = v, =4/t? + (wy,0,)° cos% + n§+ j4t + (wuooz)zsing + n@z s+ju, (F.70)

onde seu s30 negativos para 1< 8/2 + 1< 3172, isto €, 0 < 8/2 < 12, é 0 valor de v, que ndo
sera utilizado na presente andlise por causar divergéncia no processo.
De (F.69), obtém-se:

Voz=Qz+|rz.
Onde:

g/ = e(qz+jrz) — eqzejrz

e =cog(rz) — jsin(rz)



e finalmente:

"2 = e¥[cos(rz) - jsin(rz)] .

De (F.70), obtém-se:

Voz =SZ +j uz.

Onde:

glVe? = e(:;z+juz) = g%l

e = cos(uz) + jsin(uz)

e finalmente:

"2 = e%[cos(uz) + jSin(uz)] .

107

(F.71)

(F.72)
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ANEXO G —N-ESIMASRAIZES DE UM NUMERO COMPLEXO
Considere 0 nimero complexo
z=a+]jb=p[cos(B) + ] sin(0)], (G.1)

onde:

p=|z|=+a*+b* eb=arctg(b/a).

Suponha que se queira estabelecer todas as raizes do complexo z e que 0 nimero

complexo
w=¥z=c+jd=rcos(a) +] sin(a)], (G.2)

segja capaz de representa-las. Paratanto, precisa-se determinar r ea em (G.2).
De (G.2), obtém-se:

z=w"=r"[cos(na) + j sin(na)] (G.3)
De (G.1) e (G.3), obtém-se:
r"[cos(na) + j sin(na)] = p[cos(B) + j sin(B)]. (G4

De (G.4), pode-se afirmar que:

r=1p, (G.5)
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o = P21 (G.6)

g n 0

De (G.5) e(G.6) em (G.2), obtém-se as n-ésimas raizes do nimero complexo z, dadas por:

Wi=z=c+jd= Q/m%osé'%k"%jgng%k"% k=01, ... (n—1). (G.7)



