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RESUMO 

 

Este trabalho oferece um método para a predição da intensidade de campo elétrico para TV 

Digital utilizando a Função de Green diádica. A Diádica é uma ferramenta matemática 

eficiente que tem simplicidade simbólica e robustez permitindo, assim, que algumas 

características do meio (como permissividade, condutividade e permeabilidade, por exemplo) 

sejam consideradas na elaboração do modelo de campo elétrico, bem como levar em conta a 

anisotropia do meio. Na maior parte dos trabalhos correlatos, que utilizam as funções de 

Green diádicas, estão relacionados na faixa de VHF. Este trabalho irá apresentar desde os 

conceitos básicos das diádicas, desenvolvendo-a para o cálculo de um modelo que permita 

predizer o campo elétrico para a faixa de UHF, na qual os sistemas de TV Digital se 

encontram. Uma explanação teórica e um desenvolvimento matemático serão feitos de forma 

que um entendimento claro e objetivo sejam alcançados no estudo das funções de Green 

diádicas, numa parte da teoria do eletromagnetismo. Testes foram realizados para confirmar a 

aplicabilidade da formulação sugerida, fazendo simulações que realizem uma comparação 

entre os dados medidos, de duas emissoras de TV situadas na cidade de Belém, e o modelo de 

Okumura-Hata modificado, mostrando resultados satisfatórios, tanto para frequências na faixa 

de VHF e UHF. 

 

Palavras-Chaves: Campo elétrico; TV Digital; Função de Green Diádica; Ferramenta 

Matemática Eficiente. 
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ABSTRACT 

 

This work provides a method for the prediction of electric field intensity to Digital TV using 

the Dyadic Green's function. The Dyadic is a powerful mathematical tool which has symbolic 

simplicity and robustness, thus enabling some characteristics of the medium (such as 

permittivity, conductivity and permeability, for example) are considered in developing the 

electric field model, as well as take into account the anisotropy of the medium. In most related 

works using the dyadic Green's functions are related in the VHF band. This work will present 

from basic concepts of dyadic, developing it for the calculation of a model which can predict 

the electric field to the UHF band, in which systems are Digital TV. A theoretical explanation 

and mathematical development will be made such that a clear understanding and objective are 

achieved in the study of dyadic Green's functions, in a part of the theory of electromagnetism 

Tests were performed to confirm the applicability of the suggested formulation, making 

simulations that perform a comparison between measured data, from two TV stations located 

in the city of Belém, and the Okumura-Hata model modified, showing satisfactory results for 

both frequencies in VHF and UHF. 

 

Key Words: Electric field; Digital TV; Dyadic Green's function; Efficient Mathematical tool. 
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CAPÍTULO 1 – INTRODUÇÃO 

 

Os sistemas de transmissão do sinal de TV digital estão se tornando cada vez mais 

importantes no Brasil e no mundo. Percebe-se que as características dos meios de propagação, 

os tipos de vegetação e as condições climáticas restringem o alcance dessas ondas nos mais 

diversos ambientes. O conhecimento detalhado do mecanismo de propagação do sinal digital 

de TV é essencial para projetar um serviço de ótima qualidade. 

O desempenho adequado de um sistema de comunicação sem fio está ligado à predição 

de cobertura de campo elétrico/potência em uma determinada área. Os modelos de 

propagação aparecem como uma ferramenta importante no cálculo das variáveis que 

descrevem o processo. Modelos de propagação têm sido estudados e desenvolvido ao longo 

de aproximadamente 70 anos [1], estes podem ser classificados em empíricos, 

determinísticos, estocásticos ou uma combinação dos mesmos. O seu uso e eficiência estão 

relacionados ao tipo de percurso, obstruções, enlaces e a precisão exigida. 

Uma análise mais ampla e rigorosa para calcular o campo eléctrico pode ser realizada 

através da utilização de funções de Green diádicas (FGD). Estas funções foram introduzidas 

por Hansen [2]. Posteriormente, elas foram utilizadas para analisar a propagação em 

condutores de ondas, cavidades ressonantes e propagação em meios semi-infinitos ou em 

camadas [3] - [5]. O uso de FGD na análise de propagação de ondas eletromagnéticas, em 

meios semi-infinitos ou dispostos em camadas foi feito por Tai [6], assim como um trabalho 

semelhante foi feito por Cavalcante [7]. 

Para investigar a atenuação das ondas de rádio devido ao ambiente florestal, alguns 

modelos consideram uma vegetação semi-infinita estendida sobre um solo semi-infinito [8]-

[13] e outros consideram uma camada de vegetação entre um espaço livre semi-infinito e um 

solo semi-infinito [14]-[16]. Esses modelos apresentam uma relativa simplicidade 

matemática. Posteriormente surgiram modelos considerando uma geometria de quatro 

camadas (espaço livre, copa, tronco e solo) para uma floresta típica [17]-[21]. Nesta 

geometria, a primeira região (camada 1) é o espaço livre. A segunda região (camada 2) 

representa a copa das árvores, enquanto a terceira região (camada 3) modela o tronco das 

árvores. A última região (camada 4) é a terra plana (solo) semi-infinita. Este modelo foi 

proposto em 1983 por Cavalcante e outros [17], analisado por Lian [18] e por Li e Jiao [19], 

ambos em 1986, e usado por Seker e Schneider [20] em 1987 e por Seker [21] em 1989. Este 

modelo foi usado para analisar a propagação de ondas de rádio em floresta e para vegetações 
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como espalhadores em frequências muito altas (VHF) e frequências ultra-altas (UHF) por Li 

[22], em 1990. 

O uso das funções de Green diádicas na análise da propagação de ondas 

eletromagnéticas em meios semi-infinitos ou dispostos em camadas foi feita por muitos 

autores, conforme foi dito anteriormente, e atualmente existem alguns estudos [23] [24], que 

mostram a sua aplicabilidade para propagação do sinal eletromagnético em baixas 

frequências, principalmente para uso em serviços de propagação de rádio na faixa de 30 MHz 

a 200 MHz de frequência. Em trabalhos recentes a FGD tem sido utilizada para calcular: 

impedância de um semi-plano; campo eletromagnético em camadas finas; expressões 

analíticas para as FGD eletromagnéticas em substâncias como o grafeno e em antenas 

impressas [25] - [28]. 

Tai [6] estabeleceu a expansão das Funções de Green diádicas em autofunções para 

meios isotrópicos. Ao aplicar este método é possível estabelecer uma formulação para 

calcular um modelo de meios anisotrópicos não homogêneos de uma maneira menos 

complexa. Alguns estudos têm sido feitos para modelar um meio de quatro camadas 

considerando a anisotropia do meio [24] e [29]. 

O uso das diádicas é justificado pelo fato de ela ser uma ferramenta que permite a 

incorporação de algumas propriedades do meio em questão; características como a 

permissividade e condutividade, por exemplo. Com esta ferramenta, é possível calcular o 

campo elétrico de meios anisotrópicos não homogêneos de uma forma mais simples. Funções 

diádicas têm se mostrado uma ferramenta poderosa para o cálculo de um campo 

eletromagnético. 

 

 1.2. Motivação 

 

É notório que os sistemas de transmissão do sinal digital de TV estão se tornando 

importantes no Brasil, desde sua implantação em 2006. A preocupação com a qualidade desse 

serviço cresceu de tal forma que as emissoras de TV estão investindo cada vez mais na 

qualidade da transmissão do sinal. Com o advento da TV Digital, a mesma teve sua inserção 

em tecnologias móveis bastante conhecidas nessa atual era tecnológica, a exemplo os 

smartphones e tablets Poucos trabalhos na literatura estão analisando modelos para a predição 

de campo elétrico para essa faixa de frequência A formulação aplicada neste trabalho tem 

como objetivo mostrar a eficácia do uso das funções de Green diádicas para calcular o campo 
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elétrico produzido por um sistema (por exemplo, TV digital), que opera na faixa de frequência 

de 470 MHz a 900 MHz. Com as funções de Green diádicas será possível construir modelos 

que considerem diversas camadas de um meio (camadas essas que podem ser o ar, as 

construções/prédios/casas de uma cidade; ou então copa e troncos de uma floresta, além do 

solo da região), permitindo uma maior precisão das características de um meio a ser 

considerado ou estudado. Como os atuais sistemas de comunicação utilizados, tais como TV 

digital, telefonia celular e outros sistemas estão operando em frequências mais altas, é 

necessário o uso de uma ferramenta matemática, tal como as funções de Green diádicas, que 

permite levar em conta a anisotropia e outras características do meio para uma melhor 

compreensão de como planejar e implementar esses sistemas. 

 

1.3. Objetivos 

 

O objetivo dessa dissertação é a formulação de campo elétrico para sistemas de 

comunicação na faixa de VHF e UHF usando as funções de Green diádicas. Será feito uma 

formulação para a predição de campo elétrico para meios de duas e três camadas, mostrando 

de maneira detalhada a obtenção dos mesmos. Realizar-se-á o cálculo, para cada caso, do 

campo considerando o dipolo vertical e horizontal como fontes de correntes. Dessa maneira, 

consegue-se uma formulação que abrange os sistemas de comunicações nas faixas de 

frequências citadas anteriormente. 

Para a análise dos resultados serão feitas simulações que mostram a comparação do uso 

das funções de Green diádicas com dados medidos de duas emissoras de TV digital de Belém, 

com o modelo de Okumura-Hata modificado presente na Rec. ITU-R P.529-3 [30] e uso para 

a predição de campo considerando as condições climáticas do meio. Tais fatores mostrarão a 

sua aplicabilidade na faixa de frequência de VHF e UHF. 

 

1.4. Organização da Dissertação 

 

Esta dissertação está dividida em 8 capítulos, cuja organização é mostrada a seguir: 

* No capitulo 1 foi feita uma introdução da dissertação. 

* No capítulo 2 são abordados os conceitos essenciais sobre as funções de Green 

diádicas. 
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* No capítulo 3 são descritos a utilização das funções de Green diádicas para a 

formulação de campo elétrico. 

* No capítulo 4 é feita a formulação do problema a ser tratado. 

*No capítulo 5 são mostrados os cálculos para a predição do campo elétrico para um 

meio de duas Camadas. 

* No capítulo 6 são mostrados os cálculos para a predição do campo elétrico para um 

meio de três Camadas. 

* No capítulo 7 são mostrados os resultados obtidos para a predição do campo elétrico 

através de simulações feitas. 

* No capitulo 8 são apresentados as conclusões obtidas a partir dos resultados das 

simulações  
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CAPÍTULO 2 – FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 
 

 

2.1 – Introdução 

 

Neste capítulo será feita a notação, a definição de uma função diádica de Green, 

algumas de suas definições e sua composição a partir de três funções vetoriais. Os 

fundamentos que serão aqui apresentados podem ser encontrados em [6]. 

 

2.2 – Definição de Diádica 

 

A palavra díade (do inglês dyad) denota um grupo de dois ou um par de quantidades. 

Em seu uso formal, uma díade ou uma função diádica, representada por  ̿    ̅ ̅, é formada 

por duas funções vetoriais. Desta forma, a diádica  ̿ pode ser definida por 

 ̿   ̅ ̅ (2.1) 

Denomina-se  ̅ de elemento anterior e  ̅ de elemento posterior. A função diádica  ̿ por 

si só não tem qualquer interpretação física, como uma função vetorial. Entretanto quando ela 

atua em outra função vetorial o resultado se torna significativo, conforme veremos 

posteriormente. 

 

2.3 – Produto Escalar Entre Funções Diádicas 

 

Existem dois tipos de produto escalar entre uma função diádica e uma função vetorial  ̅. 

O produto escalar anterior é definido por 

 ̅   ̿  ( ̅   ̅) ̅   ̅( ̅   ̅)   ̅( ̅   ̅) (2.2) 

e o produto escalar posterior definido por 

 ̿   ̅   ̅( ̅   ̅)  ( ̅   ̅) ̅  ( ̅   ̅) ̅ (2.3) 

A definição de um produto escalar entre uma função diádica implica que o resultado é um 

vetor. É essa propriedade que faz da função diádica uma grandeza bastante útil na teoria de 

campo vetorial. 
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2.4 – Diádica Transposta 

 

As últimas duas identidades (2.2) e (2.3) sugerem a definição da transposta de  ̿, sendo 

aqui denotada por  ̃̿  cuja definição é 

 ̃̿   ̅ ̅ (2.4) 

de forma que 

 ̿   ̅   ̅   ̃̿ (2.5) 

 

2.5 – Diádica Unitária 

 

Uma única díade, denominada de fator idem ou a diádica unitária, é definida como  

 ̿    ̂ ̂   ̂ ̂   ̂ ̂ (2.6) 

O aspecto característico da diádica unitária é manifestado pelas seguintes identidades 

 ̅   ̿   ̿   ̅   ̅ (2.7) 

 

2.6 – Produto Vetorial  

 

Da mesma maneira existente no produto escalar, há dois produtos vetoriais entre uma 

função diádica e uma função vetorial. O produto vetorial anterior é dado por 

 ̿   ̅   ̅( ̅   ̅) (2.8) 

e o produto vetorial posterior através de 

 ̅   ̿  ( ̅   ̅) ̅ (2.9) 

Esses produtos são funções diádicas por definição. Decompondo  ̅ e  ̅ na forma de 

componentes do sistema de coordenada retangular, (2.1) pode ser escrito da seguinte forma 

 ̿   (

         ̂ ̂        ̂ ̂       ̂ ̂

       ̂ ̂        ̂ ̂       ̂ ̂

       ̂ ̂        ̂ ̂        ̂ ̂

) (2.10) 

Desta forma, uma função diádica em geral, tem nove componentes distintos. Uma forma 

alternativa de escrever  ̿ é condensar os nove elementos anteriores em três funções vetoriais, 

de maneira que 

 ̿    ̅( ) ̂   ̅( ) ̂   ̅( ) ̂ (2.11) 

onde 
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{

 ̅( )        ̂       ̂       ̂     ̅

 ̅( )        ̂       ̂       ̂     ̅

 ̅( )        ̂       ̂       ̂     ̅

 (2.12) 

sendo evidente que  ̿   ̂   ̅( )  ̿   ̂   ̅( )    ̿   ̂   ̅( ). 

Tendo-se em vista (2.11), uma função diádica pode ser considerada como uma função 

composta que tem a capacidade de armazenar três funções vetoriais. E esta é precisamente a 

razão pela qual ela foi introduzida em teorias de campo sempre que houver três funções 

vetoriais distintas a serem apresentadas ou analisadas. 

 

2.7 – Divergente e Rotacional 

 

A função de Green diádica pode ser manipulada nas operações de divergência e 

rotacional. Deste modo, o divergente de uma função de Green diádica é definido através de 

   ̿  [   ̅( )] ̂  [   ̅( )] ̂  [   ̅( )] ̂ (2.13) 

e o rotacional de  ̿ produz outra função diádica definida por 

   ̿  [   ̅( )] ̂  [   ̅( )] ̂  ,   ̅( )- ̂ (2.14) 

A introdução apresentada acima cobre todas as operações essenciais que se fará 

necessário no que diz respeito à álgebra de funções diádicas. 

 

2.8 – Classificações das Funções de Green 

 

Para o melhor entendimento da classificação das funções de Green, considere-se uma 

linha de transmissão excitada por uma fonte de corrente distribuída,  ( ), traçada na Figura 

2.1. A linha pode ser finita ou infinita e ela pode ser limitada por uma impedância ou por 

outra linha. Para uma fonte oscilante harmonicamente, a tensão e a corrente na linha 

satisfazem o seguinte par de equações: 

 

  ( )

  
     ( ) (2.15) 

  ( )

  
     ( )   ( ) (2.16) 
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Figura 2.1 - Linha de transmissão excitada por uma fonte de corrente distribuída. 

 

em que L e C denotam, respectivamente, a indutância distribuída e a capacitância da linha; j é 

o número imaginário e   a frequência angular da fonte. O problema é achar  ( ) e  ( ) para 

certas terminações da linha. Por causa de (2.15), é suficiente para se encontrar  ( ). 

Substituindo-se  ( ) em (2.15) e (2.16), resulta 

 

   ( )

   
    ( )      ( ) (2.17) 

 

onde    √   denota a constante de propagação da linha. A equação (2.17) tem sido 

designada como equação de onda escalar unidimensional não homogênea. O método das 

funções de Green tem sido desenvolvido para resolver este tipo de equação de uma forma 

elegante. O método tem uma analogia na teoria de circuitos, segundo o qual a resposta de uma 

rede para qualquer função de entrada, pode ser determinada por uma integração baseada na 

resposta de impulso da rede. A função de Green para um problema espacial segue a mesma 

regra da função de resposta do impulso num problema no domínio do tempo. Por definição, a 

função de Green pertencente a uma equação escalar de onda unidimensional, denotada por 

 (    ), é solução da seguinte equação 

 

   (    )

   
    (    )    (    ) (2.18) 

 

em que  (    ) representa a função delta. A interpretação física de (2.18) é que se  

 ( )   
 

  
 (    ) (2.19) 

então 

∫  ( )  
    

    

 
 

  
 (2.20) 
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e (2.17) reduz a (2.18). A equação (2.19) e (2.20) significam que a linha é excitada por uma 

fonte de corrente localizada de amplitude      colocada em     . Conhece-se do teorema 

de equações diferenciais que a solução de  (    ) satisfazendo (2.18) não é completamente 

determinada, a menos que se especifiquem as duas condições de contorno que a função deve 

satisfazer nas extremidades do domínio espacial no qual a função é definida. As condições de 

contorno que devem ser satisfeitas por  (    ) são as mesmas que aquelas ditadas pela 

função original que se pretendem determinar, ou seja,  ( ) no presente caso. 

Por tal razão as funções de Green são classificadas de acordo com as condições de 

contorno que elas devem obedecer. Algumas delas típicas (para linha de transmissão) estão 

ilustradas na Figura 2.2. Para distinguir os vários tipos de funções que satisfazem as diferentes 

condições de contorno, usa-se o subscrito para identificá-los. Em geral, o subscrito   designa 

o domínio infinito no qual a condição de radiação prevalece. O subscrito 1 significa que uma 

das condições de contorno satisfaz a condição de Dirichlet enquanto que as outras satisfazem 

a condição de radiação. Quando umas das condições de contorno satisfaz a condição de 

Neumann, usa-se o subscrito 2. O subscrito 3 é reservado para o tipo misto. Essa mesma 

nomenclatura será usada para a classificação das funções de Green diádicas. No caso (d), 

visto na Figura 2.2, um sobrescrito torna-se necessário porque se tem dois conjuntos de tensão 

e corrente de linha (     ) e (     ) nos problemas, e as funções de Green têm também 

diferentes formas algébricas nas duas regiões. 
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(a) Linha infinita, 
   

  
      em     , 

   

  
       em     . 

 

(b) Linha curto-circuitada em um lado,      em    , 
   

  
      em     . 

 

(c) Linha circuito aberto em um lado, 
   

  
   em    , 

   

  
      em     .

 

(d)   Duas linhas se juntando em    , 
 

  

   
( )

  
 

 

  

   
( )

  
,   

( )
   

( )
 em    ; 

   
( )

  
       

( )
 em 

    ; 
   

( )

  
       

( )
 em     . 

Figura 2.2 - Classificação das funções de Green de acordo com as condições de fronteira. 

 

2.9 – Classificações das Funções de Green Diádicas  

 

As funções de Green diádicas são classificadas de acordo com as condições de contorno 

a serem satisfeitas nas interfaces dos meios, conforme visto no tópico anterior. Elas são 

classificadas em: 

- Função de Green diádica no espaço livre: denotado por    (    ). 
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- Função de primeira espécie: são aquelas que satisfazem as condições de contorno de 

Dirichlet e são denotadas por    (    ). 

- Função de segunda espécie: são aquelas que satisfazem as condições de contorno de 

Neumann e são denotadas por    (    ). 

- Função de terceira espécie: são aquelas que satisfazem as condições de contorno 

mistas e são denotadas por    (    ). 

 

2.10 – Simetria  

 

No caso particular das funções de Green diádicas que serão consideradas neste trabalho, 

cuja notação será  ̿ ( ̅   ̅), no qual os vetores posições  ̅ e   ̅ estão associados à posição do 

ponto de observação e da fonte respectivamente, convém adicionar a propriedade de simetria, 

que estabelece 

 ̃̿(  ̅  ̅)   ̿( ̅   ̅) (2.21) 

e 

  ̃   ̿(  ̅  ̅)    ( ̅   ̅) (2.22) 

onde ´ está associado às coordenadas espaciais em linha ou como será convencionado 

posteriormente às coordenadas da fonte. Podendo a função  ̿ ser:  ̿ ,  ̿ ,  ̿  ou  ̿ . 

 

2.11 – Considerações Finais 

Com essas fundamentações teóricas aqui apresentadas, será possível agora, fazer a 

expansão em autofunções das funções de Green diádicas para serem utilizadas na formulação 

de campos eletromagnéticos. Tal fato será explorado no capítulo posterior, no qual um 

desenvolvimento matemático será feito e será considerado o sistema de coordenadas 

cilíndricas para um desenvolvimento simples do modelo de campo elétrico. 
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CAPÍTULO 3 – FUNÇÕES DE GREEN DIÁDICAS PARA A 
FORMULAÇÃO DE CAMPO ELÉTRICO 

 

3.1- Introdução 

 

A utilização das funções de Green diádicas para a formulação de campo elétrico permite 

que a solução de alguns problemas eletromagnéticos seja realizada de forma mais compacta. 

Mesmo que muitos problemas possam ser resolvidos sem o uso de funções diádicas de Green, 

a simplicidade simbólica oferecida por elas faz com que seu uso seja atraente. A seguir é 

realizada uma explanação para a determinação de campos eletromagnéticos empregando estas 

funções. Tal explicação teórica poder ser vista em [31]. 

Considerando uma estrutura de N-camadas, mostrada na Figura 3.1, com fonte de 

corrente localizada na posição (0,0,z’) de um sistema de coordenada cilíndricas na região (0). 

As regiões l e i estão localizadas acima e abaixo da região (0), respectivamente. 

 

Figura 3.1 - Configuração geométrica de uma estrutura de N-camadas. 

 

Por conveniência, as constantes de onda utilizadas nas formulações a seguir serão dadas 

por 
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    √     (    
 

  
) (3.1) 

no qual 

  é a frequência angular  

   é a permeabilidade magnética 

  é a permissividade relativa do meio 

  é a condutividade do meio 

A fonte de corrente e todos os campos eletromagnéticos associados são considerados 

possuidores de uma variação com o tempo da forma      , a qual ficará subentendida neste 

trabalho. 

A equação de onda para o campo elétrico, em uma determinada região ou camada  , 

com fonte localizada em   (                         )  é dada por  

     ̅     
  ̅        ̅  

 
 (3.2) 

onde 

 ̅  é o campo elétrico na camada   

   é a constante de onda na camada   

   é permeabilidade magnética do meio onde se encontra a fonte 

  ̅ é a densidade de corrente elétrica da fonte 

  
 
 é o delta de Kronecker (  

               
           ) 

 

As funções de Green diádicas dos tipos elétricas e magnética, em um ponto de 

observação  ̅, na camada  , devidas a uma fonte localizada em   ̅, na camada  , são 

expressas como  ̿ 
(   )

( ̅   ̅) e  ̿ 
(   )

 ( ̅   ̅), respectivamente, e estão relacionadas através 

das equações 

   ̿ 
(   )

  ̿ 
(   )

 (3.3) 

   ̿ 
(   )

    ̿ ( ̅   ̅)       ̿ 
(   )

 (3.4) 

Eliminando-se  ̿ 
(   )

     ̿ 
(   )

 em (3.3) ou (3.4) obtêm-se as equações de ondas 

     ̿ 
(   )

( ̅   ̅)       ̿ 
(   )

( ̅   ̅)      ̿( ̅   ̅) (3.5) 

     ̿ 
(   )

( ̅   ̅)      ̿ 
(   )

( ̅   ̅)      ,   ̿( ̅   ̅̅ ̅)- (3.6) 

 

As funções de Green diádicas são classificadas de acordo com as condições de contorno 

a serem satisfeitas nas interfaces dos meios, conforme comentado no capítulo anterior. As 
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funções de primeira espécie satisfazem as condições de contorno de Dirichlet 

 ̂   ̿ 
(   )

   (3.7) 

 ̂   ̿ 
(   )

   (3.8) 

As funções de segunda espécie satisfazem as condições de contorno de Neumann 

 ̂     ̿ 
(   )

   (3.9) 

 ̂     ̿ 
(   )

   (3.10) 

As funções de terceira espécie satisfazem condições de contorno mistas dadas por 

 ̂   ̿ 
(   )

( ̅   ̅)     ̂   ̿ 
(     )

( ̅   ̅) (3.11) 

 ̂   ̿ 
(   )

( ̅   ̅)     ̂   ̿ 
(     )

( ̅   ̅) (3.12) 

onde  ̂ é um vetor normal a superfície nas equações de (3.7) a (3.12). 

Além destas condições de contorno, as funções elétricas ou magnéticas para as funções 

de Green diádicas devem satisfazer a condição de radiação de Sommerfeld no infinito, dada a 

seguir 

   
   

 [   ̿     ̅   ̿]    (3.13) 

Usando-se o teorema vetorial de Green e algumas operações, pode ser mostrado (ver 

[6]) que os campos eletromagnéticos são expressos por 

 ̅ ( ̅)      ∭ ̿ 
(   )

( ̅   ̅)     ̅(  ̅̅ ̅)    (3.14) 

 ̅ ( ̅)      ∭ ̿ 
(   )

( ̅   ̅)     ̅(  ̅̅ ̅)    (3.15) 

onde v’ é o volume das fontes sobre o qual a integração é realizada.  

As funções de Green diádicas para o problema de N-camadas serão apresentadas em 

suas formas gerais no Capítulo seguinte. 

 

3.2- Expansão das Funções de Green Diádicas em Autofunções 

 

As equações (3.14) e (3.15) mostram que os campos eletromagnéticos, devidos a uma 

fonte de corrente arbitrária, ficam determinados a partir do conhecimento da função de Green 

diádica associada. Por conseguinte, é necessário que se conheçam soluções das equações 

diferenciais para as funções de Green dadas por (3.5) e (3.6). 

Consideram-se as funções vetorial e escalar  ̅ e  , respectivamente, como sendo 

soluções de  
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   ̅     ̅    (3.16a) 

          (3.16b) 

Três funções vetoriais de onda independentes podem ser construídas para solução da 

equação (3.16a), usando como função geradora a função característica  , solução de (3.16b). 

Estas funções são 

 ̅     (3.17a) 

 ̅    ( ̅ ) (3.17b) 

 ̅  
 

 
    ( ̅ ) (3.17c) 

onde   é a constante de propagação introduzida na construção de  ̅ para dar simetria com  ̅ e 

 ̅ é um vetor arbitrário, mas constante. 

Tendo em vista as propriedades de ortogonalidades das funções vetoriais,  ̅,  ̅ e  ̅, 

uma combinação linear dessas funções, com coeficientes a determinar, é usada como solução 

de (3.5) ou (3.6). 

O método de Ohm-Rayleigh sugere expandir   ̿ ( ̅   ̅), em termos das autofunções de 

uma equação homogênea do mesmo tipo que (3.5) ou (3.6). As autofunções, neste caso, são as 

funções vetoriais  ̅,  ̅ e  ̅, soluções de (3.16a). Uma vez conhecida a expansão em 

autofunções da função delta diádica, a representação da função de Green diádica será 

encontrada. 

Segundo Morse e Feshbach [32] a expansão da função delta diádica é dada por 

  ̿ ( ̅    ̅̅ ̅)   ̿ ( ̅    ̅̅ ̅)   ̿ ( ̅    ̅̅ ̅) (3.18) 

onde 

 ̿ ( ̅    ̅̅ ̅)  ∑
 ̅ ( ̅) ̅ 

 (  ̅)

  
 

 (3.19) 

 ̿ ( ̅    ̅̅ ̅)  ∑[
 ̅ ( ̅) ̅ 

 (  ̅̅ ̅)

   
 

 ̅ ( ̅) ̅ 
 ( ̅)

    
]

 

 (3.20) 

e     e      são as constantes de normalização. A soma acima pode ser um conjunto discreto 

ou contínuo de “m”.  ̿ ( ̅    ̅̅ ̅) representa a componente irrotacional e  ̿ ( ̅    ̅̅ ̅) a 

componente solenoidal da função delta diádica. Pela teoria espectral, a função de Green 

diádica será 

 ̿( ̅   ̅)   
  ̿ ( ̅    ̅̅ ̅)

  
 [

 ̅ ( ̅) ̅ 
 (  ̅̅ ̅)

   
 

 ̅ ( ̅) ̅ 
 ( ̅)

    
]

 

  
    

 (3.21) 

que é solução de (3.5) ou (3.6), sujeitas às condições de contorno e de radiação. 
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3.3-Ondas Cilíndricas  

 

Dada a simetria dos problemas propostos no Capítulo 4, as funções de onda vetorial 

cilíndricas podem ser usadas na expansão em autofunções, das funções de Green diádicas 

dadas por (3.21). 

A função característica  , solução de (3.16b), pode ser colocada na forma [33] 

   (   )      (3.22) 

onde  (   ) é uma solução de  

 

 

 

  
( 

  

  
)  

 

  

   

   
 (     )    (3.23) 

que por separação de variáveis, obtém-se  

    ( )  ( ) (3.24) 

onde   ( ) e   ( ) são soluções das equações 

 
 

  
( 

   
  

)  ,(     )     -     (3.25a) 

    
   

        (3.25b) 

Os parâmetros   e   são as constantes de separação. Uma solução de (3.25a) será da 

forma 

     .√       / (3.26) 

chamada função de Bessel ou função circular cilíndrica de ordem q e argumento 

(√       ). 

Uma solução de (3.25b) é da forma  

        (3.27) 

Portanto   pode ser construída a partir de ondas elementares, da forma  

         .√       /       (3.28) 

a constante de propagação  , em geral, é complexa, o que leva os campos a não serem 

necessariamente periódicos em  . 

A equação (3.28) pode ser construída em termos de funções de Bessel de primeira 

espécie, denominadas   
( )

, formadas por   , e as   
( )

 ou   
( )

 formadas por    ou   
( )

, 

respectivamente. Devido a certas desvantagens no uso de funções angulares complexas do 

tipo     , o tratamento será feito usando-se funções reais do tipo       e       , 

denominadas par ( ) e impar ( ), do inglês even e odd, respectivamente. 
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Assim, 

    
 
( )

 (      
   )  (  ) 

    (3.29) 

    
 
( )

 (      
   )  (  ) 

    (3.30) 

    
 
( )

 (      
   )  

( )(  )     (3.31) 

onde   √     . 

Lembrando que: 

 ̅    ,  ̅    ( ̅ ) e  ̅  
 

 
   ̅ 

tem-se 

 ̅    
 ( )  [

 

  
  (  )(      

   ) ̂  
 

 
  (  )(      

   ) ̂      (  )(      
   ) ̂]      (3.32) 

 ̅    
 ( )  [ 

 

 
  (  )(      

   ) ̂  
 

  
  (  )(      

   ) ̂]      (3.33) 

 ̅    
 ( )  

 

 
[  

 

  
  (  )(      

   ) ̂    
 

 
  (  )(      

   ) ̂

     (  )(      
   ) ̂]      

(3.34) 

que, levadas em (3.21), formam as funções de Green diádicas, que serão consideradas no 

próximo capítulo, nas várias estruturas analisadas, objetivando-se a determinação dos campos 

eletromagnéticos. 

 

3.4 – Considerações Finais 

 

Feito esse desenvolvimento da expansão em autofunções das funções de Green diádicas, 

pode-se usar as equações (3.14) e (3.15) para o cálculo do campo eletromagnético. A seguir, 

será feita uma formulação do problema tratado neste trabalho, no qual será feita o 

desenvolvimento das FGD para o cálculo do campo elétrico de TV digital, considerando um 

meio de duas e três camadas; sendo que a predição do campo para esses meios serão 

realizados nos dois capítulos 5 e 6 procedentes. 
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CAPÍTULO 4 – FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 
 

4.1 – FUNÇÃO DE GREEN DIÁDICA PARA O ESPAÇO LIVRE 

 

A função de Green diádica para o espaço livre, do tipo elétrica,  ̿   ( ̅   ̅), 

satisfazendo (3.5) e as condições de radiação de Sommerfeld, será usada para construir as 

funções de Green diádicas para o problema de múltiplas camadas dielétricas. Usando-se o 

método da superposição do espalhamento, a função de Green diádica do tipo elétrica, 

 ̿ 
(   )

 ( ̅   ̅), em uma dada camada “ ”, com fonte de corrente localizada na camada 

“ ”,pode ser encontrada através da seguinte equação: 

 ̿ 
(   )

 ( ̅   ̅̅ ̅)   ̿   ( ̅   ̅̅ ̅)  
   ̿ 

(   ) 
( ̅   ̅) (4.1) 

onde,  ̿ 
(   ) 

( ̅   ̅) é a função de Green diádica espalhada e   
 
 é o delta de Kronecker. 

A diádica  ̿   ( ̅   ̅̅ ̅) pode ser expressa na forma de expansão em autofunções apenas 

em duas variáveis e em forma fechada na terceira variável [34]. 

Neste caso,  ̿   ( ̅   ̅̅ ̅) é dada por 

 ̿   ( ̅   ̅̅ ̅)   
 ̂ ̂ ( ̅    ̅̅ ̅)

  
  

 

  
∫

  

  

 

 

∑(    )

 

   

 

{
 ̅    

 ( )  ̅̅ ̅̅
   

 (  )   ̅    
 ( )  ̅̅ ̅

   
 (  )

 ̅    
 (  )  ̅̅ ̅̅

   
 ( )   ̅    

 (  )  ̅̅ ̅
   

 ( )
}
     

     
 

(4.2) 

 

onde    é o delta de Kronecker (     para     e      para    ) e as funções  ̅ e  ̅ 

são dadas por (3.33) e (3.34). O primo nas funções   ̅̅̅̅  e   ̅̅ ̅ é usado para indicar que elas são 

expressas em termos das coordenadas (        ) e   √     . 

O principal interesse deste trabalho é desenvolver uma formulação para a predição de 

campos elétricos para TV digital fora da região da fonte, deste modo  ̿  ( ̅   ̅) será dada 

somente pelo segundo termo do lado direito da equação (4.2). 
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4.2 – Função de Green Diádica para Meios de N-Camadas 

 

As funções de Green diádicas para uma geometria de N-camadas, conforme mostrado 

na Figura 3.1, é dado em [31]. Assim, as funções de Green diádicas espalhadas são dadas, em 

sua forma compacta, por  

 ̿ 
(   ) ( ̅   ̅̅ ̅)  

 

  
∫

  

   

 

 

∑(    )*(    
 ) ̅(  )

 

   

[(    
 )   ̅̅ ̅̅ (   ) 

                             (    
 )   ̅̅ ̅̅ (  )-  

 (    
 ) ̅(  )[(    

 )   ̅̅ ̅(   )  (    
 )   ̅̅ ̅(  )]

 (    
 ) ̅(   )[(    

 )   ̅̅ ̅̅ (   )  (    
 )    ̅̅ ̅̅ (  )]

 (    
 ) ̅(   )[(    

 )   ̅̅ ̅(   )  (    
 )   ̅̅ ̅(  )]} 

(4.3) 

onde os coeficientes               e   podem ser obtidos através das condições de contorno 

dadas por (3.9) a (3.12) com    √  
    .e    √  

    . Por simplicidade os subscritos 

das funções  ̅    
 ( ) e  ̅    

 ( ) foram omitidos. 

 

4.3 – Função de Green Diádica para Um Meio de 2-Camadas 

 

Para tal situação, é considerado um meio com duas camadas, na qual uma camada 

dielétrica é colocada sobre a superfície de uma terra plana. Para esse caso a fonte de corrente 

está localizada na camada dielétrica (meio 1), conforme mostrado na Figura 4.1. 

 

Figura 4.1 - Meio com duas camadas. 
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As funções de Green diádicas, usando-se (4.1), podem ser expressas através de  

 

 ̿ 
(  )    ̿     ̿ 

(  ) 
 para     (4.4) 

 ̿ 
(  )

  ̿ 
(  ) 

 para     (4.5) 

onde, por conveniência, a dependência funcional ( ̅   ̅) foi omitida. 

Na construção das equações (4.4) e (4.5), são utilizados como elementos anteriores as 

autofunções  ̅(   ) e  ̅(   ), nesta situação p=1,2, de maneira a satisfazerem a condição 

de radiação para     , vista em (3.13). Para elementos posteriores, são usadas as 

autofunções   ̅̅̅̅ (   ) e   ̅̅ ̅(   ), de modo que as condições de contorno nas interfaces dos 

meios sejam satisfeitas. 

Considerando (4.3) com    ,     e    , as funções de Green diádicas espalhadas 

para um meio de duas camadas serão 

 ̿ 
(  ) 

 
 

  
∫

  

   

 

 

∑(    ){ ̅(  ),  
 ̅̅ ̅̅ (  )-   ̅(  )[   ̅̅ ̅(  )]}

 

   

 (4.6) 

 ̿ 
(  )  

 

  
∫

  

   

 

 

∑(    ){ ̅(   ),   ̅̅ ̅̅ (  )-   ̅(   )[   ̅̅ ̅(  )]}

 

   

 (4.7) 

onde    √  
    ,    √  

     e os coeficientes       e   são obtidos através das 

condições de contorno. 

 

4.4 – Função de Green Diádica para Um Meio de 3-Camadas 

 

Para essa situação, é considerado um meio com três camadas, com a fonte de corrente 

localizada na camada 1 (   ),sendo o campo elétrico calculado para a camada 1 e 2 (    

e    , respectivamente), conforme mostrado na Figura 4.2. 

As funções de Green diádicas, usando-se (4.1), para o cálculo do campo elétrico na 

camada 1 e 2 (         ) podem ser expressas através de  

 

 ̿ 
(  )    ̿     ̿ 

(  ) 
 para     (4.8) 

 ̿ 
(  )

  ̿ 
(  ) 

 para       (4.9) 

 ̿ 
(  )

  ̿ 
(  ) 

 para     (4.10) 

onde mais uma vez, por conveniência, a dependência funcional ( ̅   ̅) foi omitida. 
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Figura 4.2 - Meio com três camadas. 

De maneira semelhante ao caso anterior (ver tópico 4.3), considerando (4.3) com    , 

    e    , as funções de Green diádicas espalhadas para um meio de três camadas serão 

 ̿ 
(  )  

 

  
∫

  

   

 

 

∑(    ){ ̅(  ),   ̅̅ ̅̅ (  )-   ̅(  )[   ̅̅ ̅(  )]}

 

   

 (4.11) 

 ̿ 
(  )  

 

  
∫

  

   

 

 

∑(    ){ ̅(  ),   ̅̅ ̅̅ (  )-   ̅(  )[   ̅̅ ̅(  )]

 

   

 

                                                                         ̅(   ),   ̅̅ ̅̅ (  )-   ̅(   )[   ̅̅ ̅(  )]} 

(4.12) 

 ̿ 
(  )  

 

  
∫

  

   

 

 

∑(    ){ ̅(   ),  
 ̅̅ ̅̅ (  )-   ̅(   )[   ̅̅ ̅(  )]}

 

   

 (4.13) 

onde    √  
    ,    √  

    ,    √  
    e os coeficientes               e   

são obtidos através das condições de contorno. 

 

4.4 – Condições de Contorno para Um Meio de N-Camadas 

 

As condições de contorno para um meio de N-camadas podem ser resumidas por 

 ̂   ̿ 
(   )   ̂   ̿ 

(     )
 (4.14a) 

 ̂     ̿ 
(   )

  ̂     ̿ 
(     )

 (4.14b) 

onde   é uma camada qualquer e a camada onde se encontra a fonte de corrente. 
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4.5 – Considerações Finais 

 

Feito esse desenvolvimentos das funções de Green diádicas para o problema proposto, 

tais funções serão utilizadas para o cálculo do campo elétrico de TV digital. No capítulo 5 a 

seguir, será feito a explicação e o desenvolvimento do cálculo do campo elétrico produzido 

por um dipolo elétrico para um meio de duas camadas, sendo um meio considerado o ar e o 

outro o solo. 
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CAPÍTULO 5 – CÁLCULO DO CAMPO ELÉTRICO PARA UM 
MEIO DE 2 CAMADAS 
 

Conforme visto no Capítulo 3, os campos elétricos e magnéticos devido a uma fonte de 

corrente ficam determinados a partir das funções de Green diádicas, usando-se as equações 

(3.14) e (3.15). 

Quando o espaço é particionado em dois meios um dos quais é o ar, e o outro, um 

dielétrico com perdas, homogêneo e isotrópico, tem-se um meio de 2 camadas, conforme 

mostrado na Figura 5.1 abaixo: 

 

Figura 5.1 - Plano Terra. 

 

Considerando-se um meio 1, neste caso o ar, e um meio 2, neste caso o solo, as 

constantes de onda nos dois meios, dada através de (3.1) são 

    √     (5.1) 

    √   (   
 

  
) 

(5.2) 

no qual a permeabilidade magnética a ser utilizada é a mesma do espaço livre nos dois meios. 

A densidade de corrente de um dipolo elétrico na camada 1 pode ser expressa como 

 (̅  ̅̅ ̅)   ̅ (    ) (    ) (    ) (5.3) 

onde  ̅ é o momento do dipolo elétrico e       são as coordenadas retangulares. 

Pelo fato do objetivo ser o cálculo do campo elétrico de transmissão de TV digital, a 

função de Green diádica a ser utilizada será, para esse caso, a equação (4.4), que substituindo 

(4.2) e (4.6) em (4.4) resulta 
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 ̿ 
(  )( ̅   ̅)  

 

  
∫

  

   
∑(    ){[ ̅    

 (   )    ̅    
 (  )]  ̅̅ ̅̅

   
 (  )

 

   

 

 

 

 [ ̅    
 (   )    ̅    

 (  )]   ̅̅ ̅
   

 (  )} 

(5.4) 

 

5.1 – Cálculo dos Coeficientes 

 

Para calcular os coeficientes         que aparecem nas equações (5.4) e (4.7),  usa-se 

as condições de contornos (3.7) e (3.9). 

 

I) Primeira Condição de contorno  

A partir da condição de contorno (3.7), será feito o desenvolvimento do cálculo passo-a-

passo para a determinação dos coeficientes. 

Aplicando-se (5.4) e (4.7) em (3.7) na interface de separação dos dois meios (ou seja, 

em    ), tem-se 

 ̂   ̿ 
(  )   ̂   ̿ 

(  ) 
  

 ̂  {
 

  
∫

  

   
∑(    ){[ ̅    

 (   )    ̅    
 (  )]  ̅̅ ̅̅

   
 (  )

 

   

 

 

  

                                                        [ ̅    
 (   )    ̅    

 (  )]   ̅̅ ̅
   

 (  )}}

  ̂  {
 

  
∫

  

   

 

 

∑(    )

 

   

* ̅    
 (   )[   ̅̅ ̅̅

   
 (  )]   

                                                                                              ̅    
 (   )[   ̅̅ ̅

   
 (  )]+} 

(5.5) 

A partir de (5.5), obtém-se as igualdades 

i)  ̅    
 (  )[ 

 ̅̅ ̅̅
   

 (   )     ̅̅ ̅̅
   

 (  )]    ̅    
 (   )  ̅̅̅̅

   
 (  )  

Em     {
 ̅    

 (  )   ̅    
 (   )   ̅    

 (   )

  ̅̅ ̅̅
   

 (   )    ̅̅ ̅̅
   

 (  )    ̅̅ ̅̅
   

 (   )
 

 

Logo:       (5.6) 

ii)  ̅    
 (  )[  ̅̅ ̅

   
 (   )     ̅̅ ̅

   
 (  )]    ̅    

 (   )  ̅̅ ̅
   

 (  ) 

Em     
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{
 
 
 
 

 
 
 
  ̅    

 (  )  
 

  
[   

   (  )

  
(      
   ) ̂  

    

 
  (  )(      

   ) ̂      (  )(      
   ) ̂]   

  ̅̅ ̅
   

 (   )  
  

  
[   

   (   )

   
(      
   ) ̂  

    

  
  (   )(      

   ) ̂      (   )(      
   ) ̂]   

  ̅̅ ̅
   

 (  )  
  

  
[   

   (   )

   
(      
   ) ̂  

    

  
  (   )(      

   ) ̂      (   )(      
   ) ̂]   

 ̅    
 (   )  

  

  
[   

   (  )

  
(      
   ) ̂  

    

 
  (  )(      

   ) ̂      (  )(      
   ) ̂]   

 

Assim: 
  

  
. 

  

  
  

  

  
/   . 

  

  
/ .

  

  
/ 

 

Logo:
  

  
(   )  

  

  
  (5.7) 

 

II) Segunda Condição de contorno  

A partir da condição de contorno (3.9), será feito o desenvolvimento do cálculo passo-a-

passo para a determinação dos coeficientes. 

Aplicando-se (5.4) e (4.7) em (3.9) na interface de separação dos dois meios (ou seja, 

em    ), tem-se 

 ̂     ̿ 
(  )   ̂     ̿ 

(  ) 
  

 ̂    {
 

  
∫

  

   
∑(    ){[ ̅    

 (   )    ̅    
 (  )]  ̅̅ ̅̅

   
 (  )

 

   

 

 

  

                                                        [ ̅    
 (   )    ̅    

 (  )]   ̅̅ ̅
   

 (  )}}

  ̂    {
 

  
∫

  

   

 

 

∑(    )

 

   

* ̅    
 (   )[  

 ̅̅ ̅̅
   

 (  )]   

                                                                                              ̅    
 (   )[   ̅̅ ̅

   
 (  )]+} 

 

 ̂  {
 

  
∫

  

   
∑(    ){[   ̅    

 (   )      ̅    
 (  )]  ̅̅ ̅̅

   
 (  )

 

   

 

 

  

                                                        [   ̅    
 (   )      ̅    

 (  )]   ̅̅ ̅
   

 (  )}}

  ̂  {
 

  
∫

  

   

 

 

∑(    )

 

   

*   ̅    
 (   )[   ̅̅ ̅̅

   
 (  )]   

                                                                                               ̅    
 (   )[   ̅̅ ̅

   
 (  )]+} 

(5.8) 
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Em [Tai], usando a simetria do conjunto de funções de onda vetorial denotado por  ̅    
  

e  ̅    
 ,que são soluções da equação de onda vetorial homogênea, tem-se as seguintes 

igualdades: 

 ̅    
 ( )  

 

  
   ̅    

 ( )    ̅    
 ( )  

 

  
   ̅    

 ( ) (5.9) 

Usando-se (5.9) em (5.8), obtém-se: 

 ̂  {
 

  
∫

  

   
∑(    ){[   ̅    

 (   )      ̅    
 (  )]  ̅̅ ̅̅

   
 (  )

 

   

 

 

  

                                                        [   ̅    
 (   )      ̅    

 (  )]   ̅̅ ̅
   

 (  )}}

  ̂  {
 

  
∫

  

   

 

 

∑(    )

 

   

*   ̅    
 (   )   ̅̅ ̅̅

   
 (  )   

                                                                                                ̅    
 (   )  ̅̅ ̅

   
 (  )+} 

(5.10) 

A partir de (5.10), obtém-se as igualdades: 

iii)    ̅    
 (   )      ̅    

 (  )      ̅    
 (   )  

Em     { ̅    
 (   )   ̅    

 (  )   ̅    
 (   )  

Então:   (   )      (5.11) 

iv)    ̅    
 (   )      ̅    

 (  )      ̅    
 (   ) 

Em     

{
  
 

  
  ̅    

 (   )  
  

  
[   

   (  )

  
(      
   ) ̂  

    

 
  (  )(      

   ) ̂      (  )(      
   ) ̂]   

 ̅    
 (  )  

 

  
[   

   (  )

  
(      
   ) ̂  

    

 
  (  )(      

   ) ̂      (  )(      
   ) ̂]   

 ̅    
 (   )  

  

  
[   

   (  )

  
(      
   ) ̂  

    

 
  (  )(      

   ) ̂      (  )(      
   ) ̂]   

 

 

Assim:   .   

  
    

  
/     .   

  
/  

Logo:   (   )      (5.12) 

Resolvendo-se o sistema formado pelas equações (5.6), (5.7), (5.11) e (5.12), conforme 

mostrado a seguir: 
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{
 
 

 
 

     
  

  
(   )  

  

  
 

  (   )     

  (   )     

 

verifica-se que os valores das constantes são 

   
     

     
 (5.13) 

  
  
      

   

  
      

   
 (5.14) 

  
   

     
 (5.15) 

  
       

  
      

   
 (5.16) 

lembrando que 

   √  
     (5.17) 

   √  
     (5.18) 

Nos itens a seguir, será feito a formulação do campo elétrico para um dipolo elétrico 

(fonte de corrente) vertical e horizontal. Com isso, será possível predizer o campo elétrico de 

uma TV digital, na qual utiliza o dipolo horizontal na sua transmissão. O cálculo para o dipolo 

vertical se faz necessário pelo fato de ter uma formulação completa para a propagação de 

ondas eletromagnéticas em meios distintos. 

 

5.2 – Cálculo do Campo Elétrico para Um Dipolo Vertical 

 

Na estrutura apresentada na Figura 5.2 a fonte de corrente será considerada como um 

dipolo elétrico vertical. Neste caso, a densidade de corrente será: 

  ̅(  ̅̅ ̅)   ̅ (   ) (   ) (    ) ̂ (5.19) 

onde    corresponde a localização da fonte de corrente na coordenada  . 
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Figura 5.2 - Dipolo elétrico vertical num meio de duas camadas. 

 

Com o uso de um dipolo vertical localizado em (      ), de acordo com (3.14), tem-se 

que o campo elétrico produzido por esse dipolo será 

 ̅ ( ̅)       ̿ 
(  )

( ̅   ̅)   ̂ (5.20) 

Fazendo-se uso de  ̿ 
(  )

 definido em (5.4) e usando (3.33) e (3.34), verifica-se que no 

ponto   ̅  (      ) 

 ̅    
 (  )   ̂   ̅    

 (   )   ̂   ̅    
 (  )   ̂    (5.21) 

e 

 ̅    
 (  )   ̂  

      

  

,    (   ) (   )   
   - (5.22) 

como    ( )   ,    ( )    ,  ( )    ( )      ( )    e   ( )   , constata-se que 

(5.22) torna-se 

 ̅    
(  )   ̂  

      

  

,  - (5.23) 

Assim, fazendo-se uso de (5.4), aplicando-se (5.21) e (5.23) em (5.20), obtém-se que o 

campo elétrico devido a um dipolo elétrico vertical é 

 ̅ ( ̅)       ̅
 

  
∫

  

   

 

 

∑(    )

 

   

{[ ̅   
(   )    ̅   

(  )]
      

  
  } 

 

como só existe     e     , então 

 ̅ ( ̅)   
    ̅

  
∫

       

    

 

 

[ ̅   
(   )    ̅   

(  )]   (5.24) 
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lembrando-se que   
  
      

   

  
      

   
 e  ̅   

(   )  ̅   
(  ) dependem das coordenadas 

cilíndricas ( ̂  ̂  ̂)  

Usando-se a expressão para  ̅    
 , dada por (3.34), e utilizando-se o coeficiente   que 

aparece em (5.14), as componentes  ̂ e  ̂ podem ser extraídas de (5.24). Desta maneira, 

obtém-se: 

 ̅ ( ̅)   
    ̅

  
∫

       

    

 

 

{
 

  
[ (   )

   (  )

  
 ̂      (  ) ̂]  

     

 
 

  
[   

   (  )

  
 ̂      (  ) ̂]  

    }    

(5.25) 

Uma aproximação convencional para calcular campos distantes é através do método do 

ponto de sela (ver Apêndice B de [31]). Para este propósito, convém introduzir-se a seguinte 

transformação  

          (5.26) 

a qual mapeia o percurso de integração ao longo do eixo real no plano   em um percurso    

no plano complexo          . Por esta transformação obtém-se 

     √  
        (5.27) 

onde 

   
  

  
         (5.28) 

Aplicando-se (5.27) e (5.28) em (5.26), implica-se que  

        (5.29) 

Usando-se (5.26) e (5.29) em (5.25), obtém-se 

 ̅ ( ̅)   ̅∫      [    

   (  )

  
    (    )  

    

  

   (  )

  
    (    )]  ̂

 

 

      [
  

  
  (  ) 

   (    )  
   

  
  (  ) 

   (    )]  ̂     

(5.30) 

onde  

 ̅   
    ̅

  
 (5.31) 

Por conveniência,   será substituído posteriormente por (5.26) em (5.30) e nas demais 

equações. 
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Para  ̂ : 

 

 ̅ ( ̅)   ̅     ∫      [    

   (  )

  
    (    )  

    

  

   (  )

  
    (    )]  ̂

 

 

    (5.32) 

Utilizando-se algumas propriedades da função de Bessel, tais como: 

   ( )  
 

 
,    ( )      ( )-    

 
 
( )     ( ) 

Assim:  

   (  )

  
     (  ) (5.33) 

A função de Bessel   (  ) será transformada em uma função de Hankel, a fim de mudar 

os limites de integração de zero a infinito para limites mais convenientes de menos infinito a 

mais infinito, além de que a função de Hankel pode expressa para grandes distâncias. Com 

isso, usa-se a seguinte transformação 

  (  )    
( )(  )  √

 

   
       

  
  (5.34) 

Com isso, usando-se (5.34) em (5.32) e fazendo-se a substituição de   por (5.26), 

obtém-se que o campo elétrico para um dipolo vertical na coordenada  ̂, sendo aqui 

denominado por  ̅ 
 ( ̅), será 

 ̅ 
 ( ̅)    ̅         

  
 ∫      

  [    (    )

  

  

      (    )]√
 

          
               

(5.35) 

 

Para  ̂ : 

 

 ̅ ( ̅)   ̅     ∫       
  

  
  (  )[ 

   (    )       (    )]

 

 

    (5.36) 

Fazendo-se as mesmas considerações que foram feitas anteriormente, verifica-se que o 

campo elétrico para um dipolo vertical na coordenada  ̂, sendo aqui denominado por  ̅ 
 ( ̅), é 

dado por 



36 

 

 ̅ 
 ( ̅)   ̅         

 
 ∫      

   [    (    )

  

  

      (    )]√
 

          
               

(5.37) 

 

5.3 – Cálculo do Campo Elétrico para Um Dipolo Horizontal 

 

Essa situação corresponde a um transmissor numa altura (  ) maior que a altura do 

receptor. Nesse caso, o procedimento a ser realizado é o mesmo feito para o caso do dipolo 

vertical. 

Na estrutura apresentada na Figura 5.3 a fonte de corrente será considerada como um 

dipolo elétrico horizontal orientado na direção do eixo  ̂. Neste caso, a densidade de corrente 

será: 

  ̅( 
 ̅̅ ̅)   ̅ (   ) (   ) (    ) ̂ (5.38) 

onde    corresponde a localização da fonte de corrente na coordenada  . 

Com o uso de um dipolo vertical localizado em (      ), de acordo com (3.17), tem-se 

que o campo elétrico produzido por esse dipolo será 

 ̅ ( ̅)       ̿ 
(  )( ̅   ̅)   ̂ (5.39) 

onde  ̂ em coordenadas cilíndricas será dado por  ̂       ̂         ̂. 

 

Figura 5.3 - Dipolo elétrico horizontal num meio de duas camadas. 

 

Fazendo-se uso de  ̿ 
(  )

 definido em (5.4) e usando (3.33) e (3.34), verifica-se que no 

ponto   ̅  (      ), para  ̅    
 (  )   ̂ 
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 ̅    
 (  )   ̂   ̅    

 (  )  (     ̂         ̂)  
   (   )

  
       

(5.40) 

Adotando-se              ; assim:  

   (   )

  
 

  

 

  ( )

 
 (5.41) 

Aplicando-se a seguinte propriedade da função de Bessel 

    ( )  
  

 
  ( )      ( ) (5.42) 

tem-se  

       ( )   
  ( )

 
   ( )   

 

 
     

             ( )                 

logo só existe o caso para    . Assim, ao se aplicar (5.41) e (5.42) em (5.40), obtém-se 

 ̅    
 (  )   ̂   ̅    

 (  )  (     ̂         ̂)  
   (  

 )

  
       

 

 
       (5.43) 

Já para  ̅    
(  )   ̂, verifica-se que  

 ̅    
(  )   ̂   ̅    

(  )  (     ̂         ̂)  
   

  

   (   )

   
       (5.44) 

Usando-se (5.41) e aplicando-se a seguinte propriedade da função de Bessel 

   ( )

  
    ( )  

 

 
,    ( )      ( )- (5.45) 

tem-se que 

        ( )     ( )    

        ( )  
 

 
,  ( )    ( )-  

 

 
,   -  

 

 
 

        ( )  
 

 
,  ( )    ( )-  

 

 
,   -    

        ( )  
 

 
,  ( )    ( )-  

 

 
,   -    

⋮ 

        ( )    

logo só existe o caso para    . Assim, ao se aplicar (5.43) e (5.45) em (5.44), obtém-se 

 ̅    
(  )   ̂  

   

  

   (  
 )

   
       

     
     

   
 (5.46) 

Assim, fazendo-se uso de (5.4), aplicando-se (5.21) e (5.46) em (5.39), obtém-se que o 

campo elétrico devido a um dipolo elétrico horizontal é 
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 ̅ ( ̅)       ̅
 

  
∫

  

   

 

 

∑(    )

 

   

{[ ̅   
(   )    ̅   

(  )]
 

 
      

 [ ̅   
(   )    ̅   

(  )]
    

   
      } 

(5.47) 

como só existe     e     , então 

 ̅ ( ̅)   
    ̅

  
∫

      

  

 

 

{[ ̅   
(   )    ̅   

(  )]

 [ ̅   
(   )    ̅   

(  )]
   

  
}    

(5.48) 

lembrando-se que    
     

     
,   

  
      

   

  
      

   
. 

 

Usando-se as expressões para  ̅    
   ̅    

 , dada por (3.33) e (3.34), e utilizando-se os 

coeficientes ( ) e ( ) que aparecem em (5.13) e (5.14), as componentes  ̂, ̂ e  ̂ podem ser 

extraídas de (5.48). Desta maneira, obtém-se: 

 

 ̅ ( ̅)   
    ̅

  
∫ {[

  (  )

   
    (    (    )       (    ))

 

 

 
  

  
 

   (  )

  
    (    (    )       (    ))]  ̂

 [
   (  )

  

    

  
(     (    )       (    ))

 
  

   
   (  )    (     (    )       (    ))]  ̂

 [
 

  
     (  )    (    (    )       (    ))]  ̂}    

(5.49) 

 

Utilizando-se o mesmo procedimento feito no cálculo para o dipolo vertical, utiliza-se 

as equações (5.26) a (5.29) e (5.31), encontrando assim o campo elétrico para o dipolo 

horizontal para as coordenadas  ̂, ̂ e  ̂, conforme mostradas a seguir. 
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Para  ̂ : 

 

 ̅ ( ̅)   ̅∫ [
  (  )

   
    (    (    )       (    ))

 

 

 
  

  
 

   (  )

  
    (    (    )       (    ))]     

(5.50) 

Utilizando-se algumas propriedades da função de Bessel, tais como: 

  (  )

 
 

 

 
,  (  )    (  )- 

   (  )

  
 

 

 
,  (  )    (  )- 

(5.51) 

Fazendo-se uso da expressão assintótica para as funções de Hankel, tem-se o seguinte 

  
( )(  )  √

 

   
       

 
  

  
( )(  )  √

 

   
       

  
     

( )(  ) 

(5.52) 

Daí 

  
( )(  )    

( )(  )    

  
( )(  )    

( )(  )     
( )(  ) 

(5.53) 

 

Considerando-se a aproximação convencional para calcular campos distantes através do 

método do ponto de sela e usando-se as equações (5.26) a (5.29), (5.51), (5.52) e (5.53), 

obtém-se que o campo elétrico para um dipolo horizontal na coordenada  ̂, sendo aqui 

denominado por  ̅ 
 ( ̅), será 

 

 ̅ 
 ( ̅)  

 ̅    
 
     

 
∫

  
      

  
[    (    )

  

  

      (    )]√
 

          
               

(5.54) 
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Para  ̂ : 

 

 ̅ ( ̅)   ̅ ∫
   (  )

  

    

  
[(     (    )       (    ))

 

 

 
  

   
   (  )    (     (    )       (    ))]     

(5.55) 

Fazendo-se as mesmas considerações que foram feitas para a coordenada  ̂, verifica-se 

que o campo elétrico para um dipolo horizontal na coordenada  ̂, sendo aqui denominado por 

 ̅ 
 ( ̅), é dado por 

 ̅ 
 ( ̅)  

 ̅          
 
 

 
∫         [     (    )

  

  

      (    )]√
 

          
               

(5.56) 

Para  ̂ : 

 

 ̅ ( ̅)   ̅ ∫
 

  
   

   (  )     (    (    )       (    ))

 

 

    (5.57) 

Fazendo-se as mesmas considerações que foram feitas anteriormente, verifica-se que o 

campo elétrico para um dipolo horizontal na coordenada  ̂, sendo aqui denominado por 

 ̅ 
 ( ̅), é dado por 

 ̅ 
 ( ̅)  

  ̅    
  
     

 
∫      

   [    (    )

  

  

      (    )]√
 

          
               

(5.58) 

 

 

5.4 – Considerações Finais 

 

Neste capítulo foi feito um desenvolvimento matemático detalhado para o cálculo do 

campo elétrico para um meio de duas camadas. Tal explanação permite um entendimento 

claro e objetivo desse campo, que pode ser explorado para outros estudos considerando um 



41 

 

dipolo com um direcionamento qualquer, não somente o vertical e horizontal, bastando 

somente fazer algumas alterações nos cálculos. A seguir, o mesmo processo feito neste 

capítulo, será realizado para calcular o campo elétrico de TV digital para um meio de três 

camadas. 
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CAPÍTULO 6 – CÁLCULO DO CAMPO ELÉTRICO PARA UM 
MEIO DE 3 CAMADAS 
 

Neste capítulo será feito a formulação para o cálculo do campo elétrico para um meio de 

três camadas, conforme visto pela Figura 6.1 (sendo a figura 4.2 aqui repetida para uma 

melhor visualização do problema). Os cálculos aqui serão semelhantes aos que foram feito 

anteriormente para um meio de duas camadas, exceto por algumas diferenças. 

No cálculo do campo elétrico para o meio de três camadas será feito a consideração de 

duas situações: 1ª)transmissor e receptor no meio 1 e 2ª)transmissor no meio 1 e receptor no 

meio 2. A formulação será feita para o dipolo horizontal e vertical para as duas situações 

consideradas; isso permitirá uma melhor compreensão e formulação completa de campos 

eletromagnéticos usando funções de Green diádicas para tal meio. 

 

Figura 6.1 - Meio de Três Camadas. 

 

6.1 – Primeira Situação: Transmissor e Receptor no meio 1 

 

Considerando-se um meio 1, podendo ser o ar, com características de permissividade e 

condutividade, respectivamente dadas por      ; um meio 2, como por exemplo as 

edificações de uma cidade ou o tronco de árvores de uma floresta, com características dadas 

por        e um meio 3, neste caso o solo, com características dadas por       , as constantes 

de onda nos três meios, dada através de (3.1) são 

    √     (6.1) 

    √    (   
  

   
) 

(6.2) 
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    √    (   
  

   
) (6.3) 

 

em que a permeabilidade magnética será a mesma do espaço livre nas três constantes. 

A densidade de corrente de um dipolo elétrico na camada 1 ou 2 pode ser expressa 

como 

 (̅  ̅̅ ̅)   ̅ (    ) (    ) (    ) (6.3) 

onde  ̅ é o momento do dipolo elétrico e       são as coordenadas retangulares. 

Pelo fato do objetivo ser o cálculo do campo elétrico de transmissão de TV digital com 

transmissor e receptor no meio 1, a função de Green diádica a ser utilizada será, para essa 

situação, a equação (4.8), que substituindo (4.2) e (4.11) em (4.8) resulta 

 ̿  
(  )

( ̅   ̅)  
 

  
∫

  

   
∑(    ){[ ̅    

 (   )    ̅    
 (  )] 

 ̅̅ ̅̅
   

 (  )

 

   

 

 

 

 [ ̅    
 (   )    ̅    

 (  )]   ̅̅ ̅
   

 (  )} 

(6.4) 

 

6.1.2 – Cálculo dos coeficientes 
 

Para calcular os coeficientes               e   que aparecem nas equações (4.11) a 

(4.13), usam-se as condições de contornos (3.7) e (3.9). 

Pelo fato de o desenvolvimento ser idêntico ao aplicado para o meio de duas camadas, 

será posto aqui somente as condições de contorno e as equações que são obtidas por tais 

condições. 

 

I) Primeira Condição de contorno  

Aplicando-se (6.4) e (4.12) em (4.14a) na interface de separação dos meios 1 e 2 (ou 

seja, em    ), tem-se 

 ̂   ̿ 
(  )   ̂   ̿ 

(  ) 
 (6.5) 

A partir de (6.5), obtém-se as igualdades 

i)  ̅    
 (   )    ̅    

 (  )    ̅    
 (  )     ̅̅̅̅

   
 (   )  

Que em    , resulta em 

             (     )     (     )  (6.6) 
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ii)  ̅    
 (   )    ̅    

 (  )    ̅    
 (  )    ̅    

 (   ) 

Obtendo-se 

 
 

  
 

       

  
 

   (     ) 

  
 

   (     ) 

  
 (6.7) 

 

II) Segunda Condição de contorno  

Aplicando-se (6.4) e (4.12) em (4.14b) na interface de separação dos meios 1 e 2 (ou 

seja, em    ), tem-se 

 ̂     ̿ 
(  )   ̂     ̿ 

(  ) 
 (6.8) 

Usando a simetria do conjunto de funções de onda vetorial denotado por  ̅    
  e  ̅    

 ,em 

(6.8), tem-se as seguintes igualdades: 

iii)    ̅    
 (   )      ̅    

 (  )      ̅    
 (  )      ̅    

 (   )  

Que na interface, resulta em 

              (     )     (     )  (6.9) 

 

iv)    ̅    
 (   )      ̅    

 (  )      ̅    
 (  )      ̅    

 (   ) 

No qual em    , obtém-se  

       
          

 (     )      
 (     )  (6.10) 

 

III) Terceira Condição de contorno 

Aplicando-se (4.12) e (4.13) em (4.14a) na interface de separação dos meios 2 e 3 (ou 

seja, em    ), tem-se 

 ̂   ̿ 
(  )   ̂   ̿ 

(  )
 (6.11) 

A partir de (6.11), obtém-se as igualdades 

v)   ̅    
 (   )    ̅    

 (   )    ̅    
 (   ) 

Que em    , resulta 

      (6.12) 

 

vi)   ̅    
 (  )    ̅    

 (   )    ̅    
 (   ) 

Que na interface entre os meios 2 e 3, obtém-se 

 

  
 

 

  
 

 

  
 (6.13) 
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IV) Quarta Condição de contorno 

Aplicando-se (4.12) e (4.13) em (4.14b) na interface de separação dos meios 2 e 3 (ou 

seja, em    ), tem-se 

 ̂     ̿ 
(  )   ̂     ̿ 

(  )
 (6.14) 

A partir de (6.14), obtém-se as igualdades 

vii)     ̅    
 (  )      ̅    

 (   )         
 (   ) 

Que em    , resulta 

      (6.15) 

 

viii)     ̅    
 (  )      ̅    

 (   )      ̅    
 (   ) 

Que na interface entre os meios 2 e 3, obtém-se 

            (6.16) 

 

Obtém-se assim o sistema formado pelas equações (6.6), (6.7), (6.9), (6.10), (6.12), 

(6.13), (6.15) e (6.16), conforme mostrado a seguir: 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

             (     )     (     ) 

 
 

  
 

       

  
 

   (     ) 

  
 

   (     ) 

  

              (     )     (     ) 

       
          

 (     )      
 (     ) 

     
 

  
 

 

  
 

 

  
     

           

 (6.17) 

 

onde os valores das constantes são calculados. Para a resolução desse sistema, usou-se o 

Mathematica, que é um programa de computador, originalmente concebido por Stephen 

Wolfram, e continuamente desenvolvido pela empresa Wolfram Research. Os valores das 

constantes são aqui omitidos por conveniência. 

lembrando que 

   √  
     (6.18) 

   √  
     (6.19) 
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   √  
     (6.20) 

Nos itens a seguir, será feito a formulação do campo elétrico para um dipolo elétrico 

(fonte de corrente) vertical e horizontal. Com isso, será possível predizer o campo elétrico de 

uma TV digital, na qual utiliza o dipolo horizontal na sua transmissão. O cálculo para o dipolo 

vertical se faz necessário pelo fato de ter uma formulação completa para a propagação de 

ondas eletromagnéticas em meios distintos. 

 

6.1.3 – Cálculo do Campo para um Dipolo Horizontal 

 

Na estrutura apresentada na Figura 6.2 a fonte de corrente será considerada como um 

dipolo elétrico horizontal orientado na direção  ̂ (ou em coordenadas cilíndricas  ̂) com 

momento de corrente  ̅. Neste caso, a densidade de corrente será: 

  ̅(  ̅̅ ̅)   ̅ (   ) (   ) (    ) ̂ (6.21) 

onde    corresponde a localização da fonte de corrente na coordenada  . 

Com o uso de um dipolo horizontal localizado em (      ), de acordo com (3.17), tem-

se que o campo elétrico produzido por esse dipolo será 

 ̅ ( ̅)       ̿ 
(  )( ̅   ̅)   ̂ (6.22) 

onde  ̂ em coordenadas cilíndricas será dado por  ̂       ̂         ̂. 

 

Figura 6.2 - Dipolo elétrico horizontal num meio de três camadas. 

 

Fazendo-se uso de  ̿ 
(  )

 definido em (6.4) e usando (3.33) e (3.34), verifica-se que no 

ponto   ̅  (      ), para  ̅    
 (  )   ̂ 

 ̅    
 (  )   ̂   ̅    

 (  )  (     ̂         ̂)  
   (  

 )

  
       

 

 
       

(6.23) 
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Verifica-se que a equação (6.23) acima é obtida da mesma maneira que foi adotada para 

o caso do dipolo horizontal de duas camadas. 

Já para  ̅    
(  )   ̂, verifica-se que  

 ̅    
(  )   ̂  

   

  

   (  
 )

   
       

     
     

   
 (6.24) 

pelo mesmo motivo que já feito outrora. 

Assim, fazendo-se uso de (6.4), aplicando-se (6.23) e (6.24) em (6.22), obtém-se que o 

campo elétrico devido a um dipolo elétrico horizontal é 

 ̅ ( ̅)       ̅
 

  
∫

  

   

 

 

∑(    )

 

   

{[ ̅   
(   )    ̅   

(  )]
 

 
      

 [ ̅   
(   )    ̅   

(  )]
    

   
      } 

(6.25) 

como só existe     e     , então 

 ̅ ( ̅)   
    ̅

  
∫

      

  

 

 

{[ ̅   
(   )    ̅   

(  )]

 [ ̅   
(   )    ̅   

(  )]
   

  
}    

(6.26) 

Usando-se as expressões para  ̅    
   ̅    

 , dada por (3.33) e (3.34), e utilizando-se os 

coeficientes   e   que aparecem da resolução (6.17), as componentes  ̂, ̂ e  ̂ podem ser 

extraídas de (6.26). Desta maneira, obtém-se: 

 ̅ ( ̅)   
    ̅

  
∫ {[

  (  )

   
    (    (    )       (    ))

 

 

 
  

  
 

   (  )

  
    (    (    )       (    ))]  ̂

 [
   (  )

  

    

  
(     (    )       (    ))

 
  

   
   (  )    (     (    )       (    ))]  ̂

 [
 

  
     (  )    (    (    )       (    ))]  ̂}    

(6.27) 

Utilizando-se o mesmo procedimento feito no cálculo para o dipolo vertical, utiliza-se 

as equações (5.26) a (5.29) e (5.31), encontrando assim o campo elétrico para o dipolo 

horizontal para as coordenadas  ̂, ̂ e  ̂, conforme mostradas a seguir. 
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Para  ̂ : 

 

 ̅ ( ̅)   ̅∫ [
  (  )

   
    (    (    )       (    ))

 

 

 
  

  
 

   (  )

  
    (    (    )       (    ))]     

(6.28) 

Utilizando-se algumas propriedades da função de Bessel, da expressão assintótica para 

as funções de Hankel e considerando-se a aproximação convencional para calcular campos 

distantes através do método do ponto de sela, obtém-se que o campo elétrico para um dipolo 

horizontal na coordenada  ̂, sendo aqui denominado por  ̅ 
 ( ̅), será 

 ̅ 
 ( ̅)  

 ̅    
 
     

 
∫

  
      

  
[    (    )

  

  

      (    )]√
 

          
               

(6.29) 

Para  ̂ : 

 

 ̅ ( ̅)   ̅∫
   (  )

  

    

  
[(    (    )       (    ))

 

 

 
  

   
   (  )    (    (    )       (    ))]     

(6.30) 

Fazendo-se as mesmas considerações que foram feitas para a coordenada  ̂, verifica-se 

que o campo elétrico para um dipolo horizontal na coordenada  ̂, sendo aqui denominado por 

 ̅ 
 ( ̅), é dado por 

 ̅ 
 ( ̅)  

 ̅          
 
 

 
∫         [ 

   (    )

  

  

      (    )]√
 

          
               

(6.31) 
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Para  ̂ : 

 

 ̅ ( ̅)   ̅ ∫
 

  
   

   (  )     (    (    )       (    ))

 

 

    (6.32) 

Fazendo-se as mesmas considerações que foram feitas anteriormente, verifica-se que o 

campo elétrico para um dipolo horizontal na coordenada  ̂, sendo aqui denominado por 

 ̅ 
 ( ̅), é dado por 

 ̅ 
 ( ̅)  

  ̅    
  
     

 
∫      

   [    (    )

  

  

      (    )]√
 

          
               

(6.33) 

 

Os resultados mostrados anteriormente são bastante similares ao valor encontrado para 

o campo elétrico de um dipolo horizontal para duas camadas, a diferença encontra-se nos 

valores dos coeficientes   e   (cujos valores são diferentes para a situação de duas e três 

camadas). Tal resultado é razoável, visto que a adição de mais uma camada ao meio 

considerado modifica os valores dos coeficientes, que passam a ser dependentes dos fatores 

dos três meios. 

 

6.1.4 – Cálculo do Campo para um dipolo vertical 
 

O mesmo procedimento adotado para o dipolo horizontal e nos demais casos anteriores, 

será usado para este caso. 

A fonte de corrente será considerada um dipolo elétrico vertical, a estrutura apresentada 

na Figura 6.2 pode ser considerada para melhor visualização do problema (com a utilização de 

um dipolo vertical). Neste caso, a densidade de corrente será: 

  ̅(  ̅̅ ̅)   ̅ (   ) (   ) (    ) ̂ (6.34) 

onde    corresponde a localização da fonte de corrente na coordenada  . 

Com o uso de um dipolo vertical localizado em (      ), de acordo com (3.14), tem-se 

que o campo elétrico produzido por esse dipolo será 

 ̅ ( ̅)       ̿ 
(  )( ̅   ̅)   ̂ (6.35) 



50 

 

Fazendo-se uso de  ̿ 
(  )

 definido em (5.4) e usando (3.33) e (3.34), verifica-se que no 

ponto   ̅  (      ) 

 ̅    
 (  )   ̂   ̅    

 (   )   ̂   ̅    
 (  )   ̂    (6.36) 

e 

 ̅    
(  )   ̂  

      

  

,  - (6.37) 

pois    ( )   ,    ( )    ,  ( )    ( )      ( )    e   ( )   .  

Assim, fazendo-se uso de (6.35), aplicando-se (6.36) e (6.37), obtém-se que o campo 

elétrico devido a um dipolo elétrico vertical é 

 ̅ ( ̅)   
    ̅

  
∫

       

    

 

 

[ ̅   
(   )    ̅   

(  )]   (6.38) 

Usando-se a expressão para  ̅    
 , dada por (3.34), e utilizando-se o coeficiente   que se 

obtém de (6.17), as componentes  ̂ e  ̂ podem ser extraídas de (6.38). Desta maneira, obtém-

se: 

 ̅ ( ̅)   
    ̅

  
∫

       

    

 

 

{
 

  
[ (   )

   (  )

  
 ̂      (  ) ̂]  

     

 
 

  
[   

   (  )

  
 ̂      (  ) ̂]  

    }    

(6.39) 

Utilizando as equações (5.26) a (5.30), obtém-se 

 ̅ ( ̅)   ̅∫      [    

   (  )

  
    (    )  

    

  

   (  )

  
    (    )]  ̂

 

 

      [
  

  
  (  ) 

   (    )  
   

  
  (  ) 

   (    )]  ̂     

(6.40) 

onde  , é dado por (5.31). 

 

Para  ̂ : 

 

 ̅ ( ̅)   ̅     ∫      [    

   (  )

  
    (    )  

    

  

   (  )

  
    (    )]  ̂

 

 

    (6.41) 

Utilizando-se a mesma metodologia utilizada para o caso de duas camadas, verifica-se 

que o campo elétrico para um dipolo vertical na coordenada  ̂, sendo aqui denominado por 

 ̅ 
 ( ̅), será 
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 ̅ 
 ( ̅)    ̅         

  
 ∫      

  [    (    )

  

  

       (    )]√
 

          
               

(6.42) 

Para  ̂ : 

 

 ̅ ( ̅)   ̅      ∫       
  

  
  (  )[ 

   (    )       (    )]

 

 

    (6.43) 

Fazendo-se as mesmas considerações que foram feitas anteriormente, verifica-se que o 

campo elétrico para um dipolo vertical na coordenada  ̂, sendo aqui denominado por  ̅ 
 ( ̅), é 

dado por 

 ̅ 
 ( ̅)   ̅         

 
 ∫      

   [    (    )

  

  

      (    )]√
 

          
               

(6.44) 

O mesmo comentário feito anteriormente para a predição de campo elétrico para as três 

coordenadas do dipolo horizontal continua válido nessa situação. 

 

6.2 – Segunda Situação: Transmissor no meio 1 e Receptor meio 2 

 

Essa situação é bastante similar a primeira situação explanada no tópico anterior, 

excetuando-se o fato de o receptor está localizado no meio 2, conforme mostra a Figura 6.3 a 

seguir. 

 

Figura 6.3 - Meio com três camadas, sendo o transmissor situado na camada 1 e o receptor na 

camada 2. 
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Devido a formulação a ser aplicada nesse tópico se assemelhar a feita para a primeira 

situação, os cálculos para a predição dos campos elétricos para o dipolo elétricos horizontal e 

vertical, serão omitidos, sendo explicitados somente seus respectivos valores finais.  

Vale ressaltar que os coeficientes            e   que surgirão nas equações posteriores, 

podem ser obtidos a partir de (6.17), pois as condições de contorno neste caso serão as 

mesmas do caso antecedente. 

 

6.2.1 –Campo Elétrico para um Dipolo Horizontal 
 

O campo elétrico devido a um dipolo elétrico horizontal é 

 ̅ ( ̅)   
    ̅

  
∫

      

  

 

 

{[  ̅   
(  )    ̅   

(   )]

 [  ̅   
(  )    ̅   

(   )]
   

  
}    

(6.45) 

as componentes  ̂, ̂ e  ̂ podem ser extraídas de (6.45). Desta maneira, obtém-se: 

Para  ̂ : 

 

 ̅ 
 ( ̅)  

 ̅    
 
     

 
∫

       

  
[         (    )

  

  

         (    )]√
 

          
               

(6.29) 

 

Para  ̂ : 
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         (    )]√
 

          
               

(6.30) 
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Para  ̂ : 

  

 ̅ 
 ( ̅)  

  ̅    
  
     

 
∫      

   [        (    )

  

  

         (    )]√
 

          
               

(6.33) 

 

6.2.4 – Cálculo do Campo para um dipolo vertical 

 

Para  ̂ : 

 

 ̅ ( ̅)   ̅     ∫      [     

   (  )

  
    (    )

 

 

 
    

  

   (  )

  
    (    )]  ̂     

(6.41) 

Utilizando-se a mesma metodologia utilizada para o caso de duas camadas, verifica-se 

que o campo elétrico para um dipolo vertical na coordenada  ̂, sendo aqui denominado por 

 ̅ 
 ( ̅), será 

 ̅ 
 ( ̅)    ̅         

  
 ∫      

  [      (    )

  

  

       (    )]√
 

          
               

(6.42) 

 

Para  ̂ : 

 

 ̅ ( ̅)   ̅     ∫       
  

  
  (  )[   

   (    )        (    )]

 

 

    (6.43) 

Fazendo-se as mesmas considerações que foram feitas anteriormente, verifica-se que o 

campo elétrico para um dipolo vertical na coordenada  ̂, sendo aqui denominado por  ̅ 
 ( ̅), é 

dado por 
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 ̅ 
 ( ̅)   ̅         

 
 ∫      

   [      (    )

  

  

       (    )]√
 

          
               

(6.44) 

 

6.3 - Considerações Finais 

 

Neste capítulo, assim como foi feito no capítulo 5, foi realizado um desenvolvimento 

matemático detalhado para o cálculo do campo elétrico para um meio de três camadas, 

considerando duas situações. Tal explanação permite também considerar um dipolo com um 

direcionamento qualquer, não somente o vertical e horizontal, bastando somente fazer 

algumas alterações nos cálculos.  

Feito os cálculos para o campo elétrico de TV digital para um meio de duas e três 

camadas, a seguir serão mostrados os resultados de simulações realizadas para mostrar a 

aplicabilidade desse modelo proposto. 
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CAPÍTULO 7 – RESULTADOS 
 

Neste capítulo serão apresentados os principais resultados obtidos para a predição de 

campo elétrico para TV Digital usando funções de Green diádicas. Será realizada também 

uma comparação com um modelo clássico e bastante utilizado na literatura, assim como uma 

análise com dados medidos de uma emissora A e B, ambas situadas na cidade de Belém. 

Para substanciar a análise teórica desenvolvida nos capítulos anteriores, convém 

salientar que a componente  ̅ 
 ( ̅) do campo, devido a um dipolo horizontal, será 

considerada, pois ela é a principal componente na propagação omnidirecional dos sistemas de 

TV digital; lembrando-se a utilização da coordenada cilíndrica nas equações obtidas. 

Por fim, serão apresentados os resultados obtidos de trabalho realizado em parceria com 

a Profa. MsC. Cristiane Ruiz Gomes, mostrando a utilização das funções de Green diádicas 

como modelo de predição de campo elétrico na faixa de frequência UHF em diferentes 

condições climáticas. 

 

7.1 – Considerações Preliminares 

 

Devido ao método de resolução das integrais, a distância usada será dada em 

quilômetros, considerando extensões acima de 1km. 

Os parâmetros utilizados para o meio de duas camadas são apresentados na tabela I 

abaixo. 

 

Tabela I - Parâmetros usados para o meio de duas camadas. 

Parâmetros Valores 

Permissividade relativa do ar (   
)  1,0 

Permissividade relativa do solo (   
) 15 

Condutividade do solo (  ) 10 e 90 mS/m 

 

Os parâmetros utilizados para o meio de três camadas são apresentados na tabela II 

abaixo. 
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Tabela II - Parâmetros usados para o meio de três camadas 

Parâmetros Valores 

Permissividade relativa do ar (   
)  1,0 

Permissividade relativa do meio 2 (   
) 2,0 

Permissividade relativa do solo (   
) 15 

Condutividade do meio 2 (  ) 90 mS/m 

Condutividade do solo 2 (  ) 10 mS/m 

Altura da camada 2 (H) 30 m 

 

Tais parâmetros foram obtidos de [35], sendo que para o meio de três camadas, 

considerou-se para o meio 2 valores intermediários de permissividade e condutividade, em 

relação ao ar e ao solo. A altura H utilizada é devido a um valor médio de casas e construções 

de uma cidade urbana. 

Para determinar a aplicabilidade da fórmula para a predição de campo elétrico usando as 

funções de Green diádicas uma comparação do modelo foi feita com o modelo usado no Rec. 

ITU-R P.529-3. Conforme recomendado, as equações Okumura-Hata [30] são utilizadas como 

mencionado a seguir: 

                             (  )  (              )(    )  (7.1) 

onde: 

E: intensidade de campo elétrico para 1 kW e.r.p. 

f: frequência (MHz) 

h1: altura efetiva da antena da estação base na faixa de 30-200 m 

h2: altura da antena da estação móvel na faixa de 1-10 m 

R: distância (km) 

a(h2) (           )   (            ) 

b para         

b =   (                           
 )(   

 

  
) para             

no qual:  

    
  

√          
 
 

 

A equação (7.1) mostrada acima também é válida para frequências de até 2 GHz. 
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Os valores dos parâmetros dos dados medidos de uma emissora A e B situadas na 

cidade de Belém são mostrados na tabela III abaixo. 

 

Tabela III - Parâmetros usados das emissoras A e B. 

Parâmetros Valores Valores 

 Emissora A Emissora B 

Frequência (f) 521,14 Mhz 515,14 Mhz 

Altura da antena transmissora 114,58 m 125,30 m 

Potência da antena 52,15 kW 61,79 kW 

Localização 01º27’43”S/48º29’28”W 01º27’12”S/ 48º29’22”W 

 

Para a obtenção dos dados da emissora A e B, foram medidos diversos pontos da 

intensidade do sinal (em     ). Tais medidas tem um alcance de aproximadamente 20 km e 

não foi utilizado nenhum tratamento nos dados usados nos tópicos 7.2, 7.3 e 7.4. 

Para uma melhor apresentação e explanação dos resultados, os tópicos seguintes 

considerarão os casos para duas e três camadas, respectivamente. 

 

7.2 – Resultados para um Meio de Duas Camadas 

 

Para essa situação, um meio será considerado o ar e o outro será considerado um solo. 

Na Figura 7.1 (a) foi utilizada uma frequência de 50 MHz. Nesta frequência, há o serviço de 

Rádio amador e uma estação reservada para os militares [36]. Os gráficos têm um 

comportamento similar. A função diádica de Green tem um Erro RMS (Root Mean Square – 

Erro Médio Quadrático) de 3,47 dB em comparação com o modelo de Okumura-Hata. Figura 

7.1 (a) também mostra o campo elétrico dado pela equação da propagação de onda no espaço 

livre. 

A mesma avaliação foi utilizada na Figura 7.1 (b), mas com uma frequência de 900 

MHz. Nesta faixa de frequências, existem serviços em Telecomunicações Móveis [36]. Os 

gráficos são quase idênticos, e mostram grande consistência na predição do campo elétrico. 

Há evidências para este fato, no valor de RMS de erro = 1,37 dB encontrado nesta situação. 
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(a) (b) 

Figura 7.1 - Campo elétrico usando Função de Green diádicas versus Okumura-Hata para: (a) 

frequência de 50 MHz e (b) frequência de 900 MHz. 

 

Usando diferentes alturas para a antena transmissora, foi feita uma avaliação da Função 

de Green diádica com o modelo de Okumura-Hata (utilizando uma frequência de 900 MHz). 

Na Figura 7.2 existe compatibilidade entre o modelo utilizando a FDG e o modelo de 

Okumura. No entanto, encontra-se uma pequena variação (entre 20 e 30 km), devido ao fato 

de que estas curvas particulares em Okumura-Hata foram obtidas a partir de medições feitas 

em áreas urbanas do Japão, no qual não se tem conhecimento das características desse meio, e 

também porque a função diádica de Green é um modelo para a predição um campo elétrico; 

além do fato do modelo de Okumura não considerar as características do meio. 

 
Figura 7.2 - Campo elétrico usando Função de Green diádicas versus Okumura-Hata para uma 

frequência de 900 MHz, considerando várias alturas para antena transmissora. 
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Tabela IV mostra o Erro RMS entre o modelo usando a Função de Green diádica e o 

modelo usando o Rec. ITU-R P.529-3, para diferentes alturas para a antena de transmissão 

(Tx), conforme representado na Figura 7.2. Embora o Erro RMS pareça aumentar com a 

altura da antena de transmissão, este fato não ocorre; isto é devido aos fatores mencionados 

no parágrafo anterior (modelo de Okumura-Hata foram obtidos a partir de medições feitas no 

Japão e a FGD é um modelo para a predição de um campo elétrico).  

 

Tabela IV – Erro RMS para diferentes alturas de Tx. 

Erro RMS (dB) 

 

h1 = 30m h1 = 50m h1 = 70m h1 = 100m 

1,37 1,24 1,43 1,66 

 

Como a equação (7.1) é válida para frequências de até 2 GHz, a seguir é mostrado um 

gráfico mostrando o comportamento da Função de Green diádicas e do modelo Okumura-

Hata usando uma frequência de 2 GHz. Para essa faixa de frequência, pode-se perceber um 

comportamento aceitável da função de Green diádica para essa frequência, que apresentou um 

erro RMS de 4,46 dB. 

 

Figura 7.3 - Campo elétrico usando Função de Green diádicas versus Okumura-Hata para uma 
frequência de 2 GHz. 

 

Fazendo-se uso dos dados medidos das emissoras A e B com as características 

mostradas na tabela III, usando-se uma permissividade relativa de 15 para o meio 2 (solo) e 

condutividades de 10 mS/m e 90 mS/m para o solo, respectivamente, obtém-se os gráficos 

mostrados abaixo. Nas Figuras 7.4 (a) e (b), dados da emissora A, apesar de não ser tão 



60 

 

perceptível, há um erro RMS de 4,80 dB quando se tem um solo apresentando uma 

condutividade de 10 mS/m (a) e um erro RMS de 5,10 dB quando se usa uma condutividade 

de 90 mS/m (b). Já para a emissora B, Figuras 7.4 (c) e (d), um erro RMS de 4.77 dB é 

apresentado para uma condutividade de 10 mS/m (c) e um erro RMS de 4.60 dB para a 

condutividade de 90 mS/m (d). Tais fatos mostram o comportamento do modelo de predição 

de campo elétrico usando Função de Green diádicas, alterando-se as características do solo. 

 

 

 

(a) (b) 

 

(c) (d) 

Figura 7.4 - Campo elétrico usando Função de Green diádicas versus dados medidos para: (a) 

Emissora A com           (b) Emissora A com           (c) Emissora B com           
e (d) Emissora B com          . 
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7.3 – Resultados para um Meio de Três Camadas Situação I 

 

Para o caso de um meio com três camadas com o transmissor e receptor no meio 1, 

conforme mostrado na Figura 6.2, usou-se apenas os dados das emissoras A e B para a análise 

dos resultados, pois nesse caso o modelo de Okumura-Hata não é aplicável devido a antena 

receptora ter um alcance de 1 a 10 m. Nessa situação, usando-se os parâmetros da Tabela II e 

colocando um receptor numa altura de 45 m, devido à situação I (ver Figura 6.2), obtêm-se os 

seguintes resultados: para a emissora A houve um erro RMS de 5.47 dB e para a emissora B 

um erro RMS de 6.33 dB; tais situações podem ser visualizadas na figura 7.5 (a) e (b) abaixo. 

Tais resultados são satisfatórios, pois a altura da antena receptora usada no campo medido ser 

de 4 m e na simulação ser de 45 m. 

 

(a) (b) 

Figura 7.5 - Campo elétrico para um meio de três camadas situação I usando Função de Green 
diádicas versus dados medidos para: (a) Emissora A e (b) Emissora B. 

 

7.4 – Resultados para um Meio de Três Camadas Situação II 

 

Para o caso de um meio com três camadas (sendo o meio 1 o ar, o meio 2 as construções 

de uma cidade e o meio 3 o solo) com o transmissor no meio 1 e receptor no meio 2, 

conforme mostrado na Figura 6.3, usou-se os dados das emissoras A e B e o modelo de 

Okumura-Hata para a análise dos resultados.  

Fazendo-se uso dos parâmetros da Tabela II e colocando um receptor numa altura de 4 

m, os resultados obtidos são: para a emissora A houve um erro RMS de 4.64 dB e para a 
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emissora B um erro RMS de 4.43 dB. Os gráficos mostrando tais situações são mostrados na 

figura 7.6 a seguir. 

 

 

 

(a) (b) 

Figura 7.6 - Campo elétrico para um meio de três camadas situação II usando Função de Green 

diádicas versus dados medidos para: (a) Emissora A e (b) Emissora B. 

 

Para mostra a aplicabilidade da função de Green diádica para a predição de campo 

elétrico para tal situação, fez-se uso do modelo de Okumura-Hata. Analisou-se um caso para 

uma frequência de 50 MHz e outro para a frequência de 900 MHz. Para a frequência de 50 

MHz ocorreu um erro RMS de 2,35 dB. Já para a frequência de 900 MHz o erro RMS obtido 

foi de 4,17 dB. Tais fatos podem ser visualizados na Figura 7.7 a seguir. 

 

(a) (b) 

Figura 7.7 - Campo elétrico para um meio de três camadas situação II usando Função de Green 

diádicas versus Okumura-Hata para: (a) frequência de 50MHz e (b) frequência de 900MHz. 
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Um questionamento que pode surgir depois de analisar as Figuras 7.1 e 7.7 é : “Se um 

meio com três camadas permite um cálculo mais preciso do campo elétrico, por que o erro 

RMS é maior na figura 7.7 em relação a Figura 7.1?”. Para explicar tal argumento, o modelo 

de Okumura-Hata foi feito com algumas medições em áreas urbanas no Japão considerando 

um meio de duas camadas, por isso ao se fazer uma comparação do modelo usando função de 

Green diádica e o de Okumura, observa-se uma maior aproximação dos dois modelos no caso 

de duas camadas ou invés de três camadas. Outra explicação possível é devido à falta das 

características precisas dos meios usado no modelo de Okumura-Hata, já que no modelo 

usando as funções de Green diádica é usados como parâmetros aproximados dos meios as 

características presente em [34]. 

 

7.5 - A utilização das funções de Green diádicas como modelo de 

predição de campo elétrico na faixa de frequência UHF em 

diferentes condições climáticas. 

 

Conforme dito anteriormente, neste tópico serão apresentados os resultados obtidos de 

trabalho realizado em parceria com a Profa. MsC. Cristiane Ruiz Gomes, mostrando a 

utilização das funções de Green diádicas como modelo de predição de campo elétrico na faixa 

de frequência UHF em diferentes condições climáticas.  

Campanhas de medição foram realizadas na cidade de Belém-PA (1º 27' 18.62"S, 48° 

30' 08.49"W), localizada na região amazônica brasileira. Dados de potência e de campo 

elétrico de duas estações de TV digital foram coletados. A frequência nominal do Tx1 

transmissor é 521,14 MHz e de Tx2 é 515,14 MHz (ver Tabela III). As medições ocorreram 

em 84 pontos espalhados por 14 radiais. Os pontos selecionados estão distribuídos em uma 

área a uma distância mínima de 1 km e distância máxima de 43 km do Tx1. Devido à forma 

geométrica da cidade, algumas radiais têm mais pontos do que as outras; as radiais mais 

curtas têm apenas dois pontos. Nesta área, existem diferentes tipos de terrenos, tais como 

caminhos urbanos/suburbanos, caminhos de floresta tropical e caminhos de água doce. A 

Figura 7.8 mostra um mapa esquemático da cidade, estando Tx1 e Tx2 sobrepostos. 

Houve duas campanhas de medição durante o ano de 2013, projetadas para adquirir 

dados de potência em duas estações amazônicas: a estação chuvosa e a estação seca. A 

primeira campanha de medição foi realizada durante os meses de março e abril, período 

descrito como o "Inverno Amazônico”, com chuvas fortes e de longa duração. A segunda foi 
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em setembro durante o “Verão Amazônico”, quando havia longos períodos de seca. A Tabela 

V apresenta alguns dados climatológicos sobre Belém. 

Tabela V – Dados Climatológicos sobre Belém. 

Mês Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug. Sept Oct Nov Dec  

Precipitação 

(mm) 
366,5 417,5 436,2 360 304,4 140,2 152,1 131,1 140,8 116,1 111,8 216,4 

Horas de luz 

solar 
136,4 98 102,3 123 186 225 254,2 257,3 228 229,4 204 179,8 

Fonte: Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais (INPE). 

 

 
Figura 7.8 - Mapa esquemático de Belém - Radial (linhas vermelhas); transmissores (amarelo); água 

doce (região azul). 

As Figuras 7.9 e 7.10 ilustram a comparação feita entre os dados medidos e a FGD das 

duas estações para os transmissores TX1 e TX2, respectivamente. Uma comparação de erros 

ou diferenças média é mostrada na Tabela VI. Os dados medidos mostram níveis mais 

elevados de energia em solo úmido nas duas frequências medidas. A FGD tem uma diferença 

média de 5-6 dB entre os dados de chão molhado e seco, menor do que o mostrado pelos 

dados de medição, que é de cerca de 10 dB. No entanto, o modelo proposto corresponde aos 

dados medidos, mostrando diferenças nos valores de potência recebida para as duas condições 

climáticas sob consideração.  

http://pt.wikipedia.org/wiki/Precipita%C3%A7%C3%A3o_(meteorologia)
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Uma vez que existe um grande desvio padrão nos dados medidos (cerca de 13 dB), a 

análise dos erros RMS foi baseado nas tendências mostradas nos dados de medição. Os erros 

são RMS 3-7 dB, que é suficientemente pequeno para validar o bom desempenho do modelo 

usando a Função de Green diádica e para a faixa de UHF, bem como a previsão da potência 

recebida em condições climáticas diferentes. 

 

 

Figura 7.9 - Comparação entre os dados medidos e FGD para as duas estações do ano (solo úmido 

e solo seco) para Tx1. 

 

 
Figura 7.10 - Comparação entre os dados medidos e FGD para as duas estações do ano (solo úmido 

e solo seco) para Tx2. 
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Tabela VI – Comparação de Erros e Diferença Média nos Dados. 

Erros e Diferenças Tx1 Tx2 

RMS (Solo Úmido) (dB) 4,95 6,73 

RMS (Solo Seco) (dB) 7,15 3,90 

Diferença Média dos dados Medidos (dB) 10,24 9,43 

Diferença Média da FGD (dB) 5,51 5,59 

 

 

7.6 – Considerações Finais  

 

Conforme foi verificado nos tópicos anteriores, a função de Green diádica para a 

predição de campo elétrico mostrou-se satisfatória. Apesar de alguns erros RMS estarem por 

volta de 5 dB, ocorridos na comparação com os dados medidos, tais fatos se devem a: os 

dados medidos foram usados sem nenhum tratamento (exceto no caso de 7.6) e devido os 

parâmetros dos meios foram usados de maneira aproximada. 

Percebeu-se também uma aproximação do modelo de Okumura-Hata e do modelo 

usando função de Green diádicas. Ao se fazer a comparação entre esses dois modelos, erros 

RMS da ordem menor de 10 dB, foram encontrados. 

Com a utilização do modelo de três camadas situação I ou II, dependendo do problema a 

ser tratado, resultados melhores no cálculo do campo elétrico podem ser encontrados em 

comparação com o modelo de duas camadas. Isso se deve ao fato de se poder incluir mais 

características dos meios no modelo de três camadas, aumentando-se a verossimilhança de um 

caso a ser tratado ou estudado. 
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CAPÍTULO 8 – CONCLUSÕES 
 

Este trabalho propôs uma metodologia para a formulação matemática usando funções de 

Green diádicas para a predição de campo elétrico para TV digital. Esta ferramenta permite 

que algumas propriedades do meio em questão possam ser incorporadas. Determinou-se que 

as FGD permitem que cálculos possam ser feitos a partir do campo elétrico através de um 

sistema que está operando em frequências mais altas. 

Soluções FGD foram obtidas a partir de sua expansão em autofunções para a predição 

de campo elétrico. Os campos eletromagnéticos foram computados em sua forma integral, 

dentro de condições de contorno apropriadas. As principais vantagens desta metodologia são 

as seguintes: i) a precisão da expansão em autofunções (garantido pela teoria espectral); ii) 

uma maior flexibilidade no que diz respeito às características do meio; iii) a possibilidade de 

incluir as fontes com uma corrente de distribuição arbitrária; iv) a sua aplicação em meios 

isotrópicos e / ou anisotrópicos. 

Os resultados mostraram que o modelo é consistente. A avaliação do modelo 

encontrado em Rec. ITU-R P.529-3 (modelo de Okumura-Hata modificado) mostrou a 

aplicabilidade da fórmula para o campo eléctrico proposto. Ao se fazer a comparação entre 

esses dois modelos, erros RMS da ordem menor de 5 dB, foram encontrados. Pode-se 

verificar ainda que o modelo proposto foi bem aceitável para uma faixa de frequência abaixo 

da faixa da TV digital, tal fato foi bastante explorados em trabalhos anteriores (ver Capítulo 

1). Ao se usar uma faixa de frequência de TV Digital, o modelo proposto mostrou-se 

satisfatório. 

O modelo aqui proposto permite também que uma análise possa ser conduzida da 

influência das condições climáticas sobre a transmissão de sinais eletromagnéticos na faixa de 

UHF, um fator que pode levar a um melhor planejamento de sistemas de TV digital.  

As dificuldades encontradas foram no cálculo dos coeficientes que aparecem nas 

condições de contorno para os meios de duas e três camadas. Tal fato é devido ao seu extenso 

cálculo matemático a ser efetivado, além de se resolver um sistema amplo de equações que 

aparece. 

Para trabalhos futuros, pretende-se aplicar o modelo proposto em diferentes cenários e 

bandas de frequência e utilizar Redes Bayesianas com as FGD para que se possa elaborar um 

método de cálculo para se obter valores precisos de parâmetros elétricos do solo ou de um 

meio. 
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