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RESUMO

Esta pesquisa tem como foco 0 modo como a integracédo entre a historia das Se¢Ges Conicas
e 0 uso do software GeoGebra pode potencializar o ensino de geometria analitica no nivel
superior. O estudo parte da premissa de que o desenvolvimento historico e epistemoldgico
das conicas, quando associado a ferramentas de geometria dindmica, favorece a
compreensdo das conexdes entre suas representacdes algébrica e geométrica, ampliando as
possibilidades didaticas para além dos modelos tradicionais dos livros didaticos. A tese esta
estruturada em quatro capitulos. O primeiro capitulo apresenta uma revisdo da literatura
sobre Histdria da Matematica e Tecnologias Digitais, analisando produc¢des académico-
cientificas nacionais e internacionais — em especial nos Anais do HTEM e do SNHM e em
dissertaces e teses do CREPHIMat. O segundo capitulo explora a Histéria para o Ensino de
Matematica com GeoGebra, destacando o potencial da histéria como acionador cognitivo do
pensamento matematico e sua integracdo com ambientes digitais de geometria dinamica. No
terceiro capitulo, € tracado um panorama histérico das conicas, desde Menécmo e Apol6nio
até sua formalizacdo algébrica, examinando as relacdes entre razdo e proporcionalidade e
suas propriedades geométricas. O quarto capitulo estabelece conexdes entre essa evolucao
historica e os contetdos de geometria analitica, propondo abordagens pedagdgicas que
favorecem a aprendizagem compreensiva da Parabola, da Elipse e da Hipérbole. Os
resultados indicam que a articulacdo entre Historia da Matematica, Tecnologias Digitais e
ensino pode enriquecer significativamente as praticas pedagogicas, promovendo uma
aprendizagem mais integrada e reflexiva. Essa abordagem néo apenas ressignifica o ensino
de geometria analitica, mas também contribui para uma educacdo matematica mais
contextualizada e significativa no Ensino Superior.

Palavras-chave: Historia das Conicas, GeoGebra, Geometria Analitica, Ensino de
Matemética, Tecnologias Digitais.



ABSTRACT

This research focuses on how the integration between the history of conic sections and the
use of GeoGebra software can enhance the teaching of analytic geometry at the higher
education level. The study is based on the premise that the historical and epistemological
development of conics, when associated with dynamic geometry tools, favors the
understanding of the connections between their algebraic and geometric representations,
expanding the didactic possibilities beyond the traditional models of textbooks. The thesis
is structured in four chapters. The first chapter presents a review of the literature on the
History of Mathematics and Digital Technologies, analyzing national and international
academic-scientific productions — especially in the Annals of HTEM and SNHM and in
dissertations and theses of CREPHIMat. The second chapter explores History for Teaching
Mathematics with GeoGebra, highlighting the potential of history as a cognitive trigger for
mathematical thinking and its integration with digital environments of dynamic geometry.
The third chapter presents a historical overview of conics, from Menechmus and Apollonius
to their algebraic formalization, examining the relationships between ratio and
proportionality and their geometric properties. The fourth chapter establishes connections
between this historical evolution and the contents of analytic geometry, proposing
pedagogical approaches that favor the comprehensive learning of the Parabola, the Ellipse
and the Hyperbola. The results indicate that the articulation between History of Mathematics,
Digital Technologies and teaching can significantly enrich pedagogical practices, promoting
more integrated and reflective learning. This approach not only redefines the teaching of
analytic geometry, but also contributes to a more contextualized and meaningful
mathematics education in Higher Education.

Keywords: History of Conic Sections, GeoGebra, Analytic Geometry, Mathematics
Education, Digital Technologies.



RESUMEN

Esta investigacion se centra en como la integracion entre la historia de las Secciones Conicas
y el uso del software GeoGebra puede mejorar la ensefianza de la geometria analitica en la
educacion superior. El estudio se basa en la premisa de que el desarrollo historico y
epistemoldgico de las conicas, cuando se asocian con herramientas de geometria dinamica,
favorece la comprensién de las conexiones entre sus representaciones algebraicas y
geométricas, ampliando las posibilidades didacticas mas alla de los modelos tradicionales
de los libros de texto. La tesis se estructura en cuatro capitulos. El primer capitulo presenta
una revision de la literatura sobre Historia de las Matematicas y las Tecnologias Digitales,
analizando las producciones académico-cientificas nacionales e internacionales —
especialmente en los Anales de HTEM y SNHM vy en disertaciones y tesis del CREPHIMat.
El segundo capitulo explora la Historia para la ensefianza de las matematicas con GeoGebra,
destacando el potencial de la historia como disparador cognitivo del pensamiento
matematico y su integracién con entornos digitales de geometria dindmica. En el tercer
capitulo, se esboza una resefia historica de las conicas, desde Menécmus y Apolonio hasta
su formalizacidn algebraica, examinando las relaciones entre razon y proporcionalidad y sus
propiedades geométricas. El cuarto capitulo establece conexiones entre esta evolucion
historica y los contenidos de la geometria analitica, proponiendo enfoques pedagdgicos que
favorezcan el aprendizaje integral de la Parébola, la Elipse y la Hipérbola. Los resultados
indican que la articulacion entre la Historia de la Matematica, las Tecnologias Digitales y la
ensefianza puede enriquecer significativamente las practicas pedagogicas, promoviendo
aprendizajes mas integrados y reflexivos. Este enfoque no sélo replantea la ensefianza de la
geometria analitica, sino que también contribuye a una educacion matematica mas

contextualizada y significativa en la Educacion Superior.

Palabras clave: Historia de las Cénicas, GeoGebra, Geometria Analitica, Ensefianza de la

Matematica, Tecnologias Digitales.
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CONSIDERACOES GERAIS
SOBRE O ESTUDO

Com a premissa de melhorar o processo de ensino e aprendizagem da Matematica,
alguns estudiosos vém discutindo diferentes perspectivas tedricas e metodoldgicas para
serem usadas nas salas de aula. O propdsito é de que esse processo seja mais reflexivo,
significativo e contextualizado, de acordo com a realidade educacional dos estudantes. Na
conjuntura da sociedade digital, esses estudantes estdo em um contexto permeado por
tecnologias eletrdnicas e digitais, como os computadores, calculadoras, tablet, smartphone,
etc. Assim sendo, faz sentido que alguns desses recursos sejam direcionados ao ensino e
aprendizagem da Matematica. Professores e pesquisadores do mundo todo tém desenvolvido
investigagdes que relatam o uso dessas ferramentas tecnoldgicas em sala de aula, como os
softwares de matematica dindmica, destacando o seu papel nas atividades propostas pelo

professor ou seu impacto no ensino e aprendizagem da Matematica.

De igual maneira, desde a Gltima década do século XX, tem sido realizado um grande
esforgo por parte da comunidade de educadores e pesquisadores na Educacdo Matematica
em realizar trabalhos e experiéncias que contemplem o uso da Histéria da Matematica, de
maneira de desenvolver um ensino da Matematica mais contextualizado, inovador e
significativo, baseado no uso de informacdes do desenvolvimento historico e epistemoldgico
do conhecimento matemaético produzido pela sociedade em diferentes culturas e épocas.
Portanto, temos o surgimento de novas alternativas tedricas, metodoldgicas e estratégias para

ensinar Matematica, partindo da constituicao historica de conceitos matematicos.

Este trabalho representa um esforco para o estabelecimento de conexdes entre 0s
dominios da Historia da Matematica e as Tecnologias Digitais, em um ato de bricolagem
que emerge da mistura de elementos tanto do passado como do presente instantaneo, de
maneira simultadnea. De tal maneira que, na descoberta ou invencdo dessas passagens, seja
possivel estabelecer comunicacdo entre os dominios supracitados para promover um ensino
e aprendizagem da Matematica por meio de atividades historicas expressadas em tecnologias
digitais.

Nossa proposta da utilizacdo da tecnologia digital é o software de matemaética

dindmica GeoGebra. Assim, pretende-se que, por meio do GeoGebra, 0s estudantes possam
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explorar, visualizar, construir e investigar os desenvolvimentos histdrico e epistemoldgico
de um conceito matematico, destacando as possiveis correlacGes algébricas-geométricas
desse conceito. Este trabalho estd baseado nas diretrizes sustentadas pela Histéria da
Matematica para/no ensino (Mendes, 2022); o uso do GeoGebra para o ensino (Hohenwarter,
2014); as potencialidades do uso do GeoGebra (Preiner, 2008),

A escolha deste tema de pesquisa doutoral ndo é por acaso. O assunto emerge por
todo um percurso de experiéncias formativas e estudos, tendo seu alicerce na trajetdria
académica desde a graduacdo até o momento atual da pos-graduacdo. Portanto, considero
necessario descrever uma reflexdo memorial suscinta acerca da referida trajetéria académica

nos seguintes paragrafos.

Durante meus estudos de graduacdo na Licenciatura em Educacdo mencéo
Matematica e Fisical da Universidad del Zulia, na Venezuela (2011-2016), tive a
oportunidade de explorar e utilizar alguns Softwares de Geometria Dindmica (SGD) para o
ensino da Matematica, tais como o Cabri-Géometre 11 plus e 0 GeoGebra. O primeiro contato
com o0 GeoGebra veio pela minha participacdo em um minicurso de ensino e aprendizagem
da geometria com GeoGebra, oferecido pela Aprender en Red, um grupo de pesquisa
emergente para o0 ingresso no percurso da formagdo superior, com énfases no uso das

Tecnologias Digitais (TD) para o ensino da Matematica.

No final de 2011, tive minha incorporacdo no referido grupo, o que me permitiu
aprimorar competéncias e habilidades no uso das tecnologias digitais para o ensino da
Matematica, por meio de autoformactes, discussdes de artigos cientificos referentes a
diversos temas (uso das TD, formacdo de professores, modelacdo, teoria da objetivacéo,
etc.), publicacdo de artigos cientificos e comunicacdes cientificas em eventos regionais,
nacionais e internacionais da area. De todas as atividades desenvolvidas com o uso do
GeoGebra, e que tiveram maior impacto na minha trajetoria académica, foram aquelas
chamadas Clubes GeoGebra (CG)?, realizadas durante os anos 2013-2017.

! Licenciatura em Educacién mencién Matematica y Fisica, nome original em espanhol.
2 Pequenos grupos de trabalho constituidos por alunos da mesma escola e um professor de Matematica ou
futuro professor (Sanchez-Norofio; Sanchez; Gutiérrez; Diaz-Urdaneta; Prieto; Castillo, 2020).
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A atividade principal dos CG ¢ a Elaboracéo de Simuladores com GeoGebra (ESG)3.
Todas elas, em seu conjunto, foram experiéncias incriveis que me permitiram vivenciar
durante a minha formacéo a relacdo professor- aluno mediante as discussdes com alunos de
ensino médio (com idade de 12 a 16 anos, que tiveram interesse nas TD e as matematicas).
Destacando o ensino de conhecimentos geométricos, algebricos e, em alguns casos, fisicos,
mediante o uso do GeoGebra. Dessa experiéncia, alguns momentos foram sistematizados e
apresentados em congressos da area (Sanchez; Prieto,2016, 2019; Sanchez; Sanchez, 2016)

ou na escrita de artigos cientificos (Sanchez; Prieto,2019).

Ap0s o referido percurso na graduacao, as atividades desenvolvidas nesse grupo e
um longo caminho percorrido da Venezuela para o Brasil, comegou um novo capitulo nessa
trajetéria académica: a POs-Graduacdo, como mestranda (marc¢o, 2018 —fevereiro, 2020) no
Programa de Pds-Graduacdo em Educacdo em Ciéncias e Matemaéticas (PPGECM) do
Instituto de Educacdo Matematica e Cientifica (IEMCI) da Universidade Federal do Para
(UFPA). Nesse periodo, foi desenvolvida uma pesquisa que teve relacdo direta com a

experiéncia com o uso das tecnologias digitais nos ultimos 7 anos, com a atividade da ESG.

O foco da pesquisa foi a aprendizagem geométrica manifestada por um grupo de
graduandos da Licenciatura Integrada em Ciéncias, Matematica e Linguagens do LIEMCI e
trés professores* de Matematica que participam das atividades de Elaboragdo de Simuladores
com GeoGebra (Sanchez, 2020). Os fundamentos tedricos dessa pesquisa foram baseados
na perspectiva historico-cultural da Teoria de Objetivacdo®, pela qual a aprendizagem é
analisada com atencdo aos processos de objetivacdo do saber geométrico, manifestados
durante uma série de atividades realizadas nos momentos de matematizagdo e trabalho
matematico (dois momentos da atividade de ESG) na Elaboracdo de Simuladores com
GeoGebra.

Para analisar esses momentos, utilizamos a perspectiva multissemidtica. Os

resultados da pesquisa destacam alguns aspectos dos processos de objetivacédo evidenciados

3 A ESG é um conjunto de atividades criado pela necessidade de promover a aprendizagem geométrica nos
alunos participantes do GC.

4 Foi um desses professores que participaram na atividade.

5 A Teoria da Objetivacdo se baseia em uma perspectiva historico-cultural da aprendizagem matematica,
desenvolvida por Luis Radford (2014, 2020). A TO fundamenta-se em uma concepcéo social de aprendizagem,
na qual os sujeitos envolvidos em alguma atividade de ensino-aprendizagem desenvolvem capacidades
intelectuais, ao mesmo tempo em que aprendem a se relacionar com 0s outros, ou seja, promovem também
capacidades de relacionamento humano. Radford define a aprendizagem como processos de objetivacdo e
subjetivacdo que ocorrem simultaneamente e juntos na atividade (Sanchez; Prieto, 2019).
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no desempenho de professores e alunos, em relacéo as atividades realizadas para representar
o setor circular no GeoGebra e 0s meios semioticos utilizados pelos individuos (Sanchez;
Brandemberg; Castillo, 2020).

Nesse contexto do mestrado, ocorreu o encontro Histdria da Matematica (HM) para
0 Ensino de Matematica, por meio das discussdes do referido tema no grupo GEHEM: Grupo
de Estudos e Pesquisa em Historia e Ensino de Matemaética, ao qual eu estava vinculada.
Participando dessas discussdes, especificamente, de artigos, livros, me deparei pela primeira
vez com a possibilidade de que a HM pode ser utilizada como uma metodologia de ensino e

aprendizagem da Matematica.

Esse argumento da Historia no/para o Ensino da Matematica foi ainda mais
significante na continuacdo da formagcdo como pds-graduanda neste periodo do
doutoramento, com o refor¢o das diversas explicacdes e justificativas continuas nos dialogos
e trocas de ideias/orientacdes entre doutoranda e orientador; rodas de estudos e seminarios
promovidas pelo Grupo de Pesquisa Praticas Socioculturais e Educacdo Matematica

(GPSEM), grupo ao qual esta pesquisa se vincula.

Nesse sentido, fomos cercando o tema para o estabelecimento do recorte a ser
pesquisado. A partir das areas de interesse de pesquisa do orientador e orientanda, decidimos
por desenvolver um trabalho com o dialogo entre a Histdria da Matematica e as tecnologias
digitais, para mobilizar conceitos matematicos na sala de aula. O tema das sec¢fes cOnicas

surgiu depois de amplas leituras sobre a historia da Geometria Analitica.

Problema de pesquisa, pergunta e objetivos

O desenvolvimento epistemoldgico e histdrico das se¢des conicas teve seu inicio com
0s gregos. Segundo os estudiosos da Histéria da Matematica (Boyer, 1974; Lintz, 1999;
Estrada et al., 2000), os primeiros trés séculos da matematica grega, por volta de 600 a.C. a
200 a.C., formam o periodo classico e constituem uma época de grande atividade matematica
com realizacbes extraordinarias de Euclides, Arquimedes e Apolonio de Perga, que
assentaram as bases da Matematica atual. A maior contribuicdo de Apolénio foi sua obra de
Secdes Conicas, composta por oito livros. No entanto, segundo Boyer (1974), essas curvas
eram conhecidas ja ha cerca de um século e meio quando surgiu a obra. As conicas foram

estudadas por Euclides, Aristeu e Arquimedes. Poréem, alguns historiadores atribuem o
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descobrimento das se¢des conicas a Menécmo (séc. IV a.C.), ao tentar resolver o problema
classico da antiguidade: a “Duplicagdo do Cubo”.

Menécmo baseou-se em elementos da geometria (segmentos, retas, pontos, cone,
etc.) para construir as conicas, via razdes de proporcao entre segmentos, utilizando trés tipos
de cones retos de uma folha, e a interse¢cdo com um plano perpendicular a generatriz. Apds
um século e meio, Apoldnio aprofundou o estudo dessas curvas e deu o nome de “Parabola,
Elipse e Hipérbole”. Ele mostrou sistematicamente que nao ¢ necessario tomar segoes
perpendiculares a um elemento do cone, e que apenas variando a inclinacao do plano da
secdo de um cone, podem ser obtidas as trés se¢des conicas. Provou que 0 cone ndo precisa
ser reto para a obtencdo das curvas; pode ser também um cone obliquo ou escaleno. Além

disso, substituiu o cone de uma so6 folha por um duplo.

Mais tarde, o filésofo e matematico René Descartes (1596-1650) desenvolveu um
método para relacionar curvas com equagdes, em sua obra A geometria no Discurso do
Método. Isso serviu de base para a chamada Geometria Analitica, que permitiu um novo
olhar para as curvas cénicas que podem ser representadas por equacdes de segundo grau nas

variaveis x e y.

Nesse sentido, a abordagem que temos hoje em dia no ensino superior sobre essas
curvas esquece-se totalmente das abordagens iniciais de Menécmo e Apoldnio, desvirtuando
que o primeiro enfoque foi da geometria, e depois da algebra. Apenas é apresentado um
estudo das conicas baseado na representacdo algébrica e na resolugdo de problemas, com o
aprimoramento da algebra, deixando de lado essa relagédo entre a geometria e a algebra. Esse
fato pode ser corroborado em livros didaticos. Lima (2015) apresenta um estudo da Elipse,
Parabola e Hipérbole puramente algébrico, partindo da definicdo como lugar geométrico
para chegar a equacdo da curva. No caso dos livros didaticos de Ramirez-Galarza (2011),
lezzi (2013) e Winterle (2014), apresentam-se também as definicdes das trés se¢bes conicas
numa abordagem algébrica e resolucdo de problemas. Com isso, ndo queremos dizer que
essa abordagem esteja errada, porém, saber como séo geradas as conicas, a relagdo entre o
geométrico e o algébrico, pode ampliar o conhecimento dos professores sobre esse contetido

matematico.

Sendo assim, vemos que resgatar esse processo historico, e permitir aos discentes
entenderem esse movimento histérico do desenvolvimento epistemoldgico das seccdes

conicas, coloca em melhores condi¢Bes conceituais a compreensdo desse conteudo da

21



matematica escolar e proporciona um contexto ainda mais significativo para os professores
potenciarem suas acOes pedagdgicas em sala de aula, com atividades baseadas em
informac@es historicas. Por outro lado, no cenario atual, com as tecnologias digitais, em
especial os softwares de matematica dinamica como o GeoGebra, é possivel apoiar esses
processos de atividades de investigacao historica em sala de aula, no momento de abordar o
contetdo de fato, resgatando essas abordagens tanto da geometria euclidiana plana por si so,
como da combinacdo com a algebra. Nesse sentido, sera possivel que os discentes consigam
visualizar e manipular essas representacées do mesmo objeto matematico, com o proposito
de estabelecer correlacbes com as expressdes algébricas dessas curvas. Essa possibilidade é
favorecida pelo tipo de suporte digital que esse software possui em relacdo a outras

tecnologias mais tradicionais, como o quadro branco e pincel.

Depois de todo o0 panorama exposto até 0 momento, observa-se que parece plausivel
estabelecer relages entre a Historia da Matemaética e as tecnologias digitais. Certamente,
sd0 necessarios maiores aprofundamentos nessa linha, com possibilidades de criar
encaminhamentos que podem ser mobilizados para 0 ensino da Matematica, partindo de
exploracGes didaticas da historia das ideias matematicas ja produzidas, e que podem ser

(re)exploradas hoje em dia com uma nova perspectiva mediante as tecnologias digitais.

Nesta pesquisa doutoral, sustenta-se que, a interconexdes entre a historia das Conicas
e 0 uso do GeoGebra pode potencializar o ensino de Geometria Analitica no nivel superior.
Ao integrar o desenvolvimento historico e epistemologico das cdnicas com recursos de
geometria dinamica, é possivel promover uma compreensao mais significativa das relacdes
entre suas representacGes algébrica e geométrica, favorecendo o ensino e aprendizagem e
ampliando as possibilidades didaticas além dos modelos tradicionais presentes nos livros

didaticos.

Dessa forma, a pesquisa se orienta pela seguinte questdo central: Como a integracédo
entre a historia das Secdes Conicas e 0 uso do GeoGebra pode potencializar o ensino de
Geometria Analitica no nivel superior, favorecendo a conexdo entre suas representacoes

algébrica e geométrica e ampliando as possibilidades didaticas além dos livros didaticos?

No intuito de dar resposta a questdo langada, elaboramos os objetivos que guiardo

todo nosso estudo.
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Objetivo geral

Explorar como a integragdo entre a histdria das Conicas e o0 uso do GeoGebra pode
potencializar o ensino de Geometria Analitica no nivel superior, favorecendo a conexao entre
suas representacdes algébrica e geométrica e ampliando as possibilidades didaticas aléem dos

modelos tradicionais presentes nos livros didaticos.

Objetivos especificos

e ldentificar tendéncias, avancos e lacunas nas pesquisas apresentadas nos
Anais do HTEM, SNHM e nas producbes do CREPHIMat sobre as relagfes
entre Histdria da Matematica e Tecnologias Digitais;

e Caracterizar as potencialidades da Historia da Matematica para o Ensino e o
GeoGebra como recurso pedagdgico no ensino de conceitos matematicos no
contexto da geometria dinamica;

e Sistematizar um desenvolvimento historico e epistemoldgicos das Conicas,
analisando a transicdo de suas formulagbes geométricas para as
representacdes algébricas, a fim de compreender melhor seus conceitos
fundamentais e suas implicac6es didaticas;

e Propor sugestfes para sala de aula para relacionar a histéria das Cénicas aos
contetidos nos livros didaticos de Geometria Analitica, visando facilitar a
compreensdo da Parabola, Elipse e Hipérbole e ampliar as possibilidades
pedagogicas no Ensino Superior.

Procedimentos metodologicos

Para alcangarmos 0s objetivos propostos, realizamos uma pesquisa bibliogréfica de
abordagem qualitativa, que se vincula a leitura, analise e interpretagéo de livros, periodicos,
manuscritos, relatorios, teses, monografias etc. (Severino, 2013). Para Gil (2008), a pesquisa
bibliogréfica é desenvolvida a partir de material ja elaborado, constituido principalmente de

livros e artigos cientificos. Segundo este autor:

Existem, de um lado, os documentos de primeira mao, que ndo receberam
qualquer tratamento analitico, tais como: documentos oficiais, reportagens
de jornal, cartas, contratos, diarios, filmes, fotografias, gravacdes etc. De
outro lado, existem os documentos de segunda mao, que de alguma forma
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ja foram analisados, tais como: relatorios de pesquisa, relatérios de
empresas, tabelas estatisticas, etc (Gil, 2008, p. 51).

Assim sendo, a bibliografia especializada consultada para esta pesquisa é referente
a: (1) possivel relacdo entre a HM e as TD em trabalhos publicados nos anais de eventos
cientificos da area e artigos cientificos; (2) textos de fontes secundarias e terciarias sobre a
historia das secdes conicas; e (3) livros didaticos de Geometria Analitica. Na intencdo de
estabelecer uma diretriz que norteasse essa investigagéo, este trabalho segue as seguintes

etapas.

Em uma primeira fase, fizemos o levantamento bibliografico necessario para os
estudos iniciais, para conhecer o panorama atual de pesquisas que abordam o uso da Historia
da Matematica e das Tecnologias Digitais para o ensino de matematica. Para isso foram
consultadas uma tese e dissertagfes encontradas no Centro Brasileiro de Referéncia em
Pesquisa sobre Histdria da Matematica (CREPHIMat), os Anais do Seminéario Nacional de
Histdéria da Matematica (SNHM) e do Coldquio de Histdria e Tecnologia no Ensino de

Matemaética (HTEM) e artigos publicados em revistas cientificas da area.

Na fase seguinte, discutimos o modelo tedrico-referencial fundamentado nos
principios defendidos por Mendes (2009, 2022), quando propde sugestdes de uso da historia
no ensino de matematica via atividades historicas; e nas ideias de Preiner (2008) e Prieto
(2016) sobre uma categorizacao do uso da aplicagdo do GeoGebra em situacgdes de ensino e
aprendizagem da matematica baseadas na perspectiva de Hohenwarter e Fuchs (2004).

Seguidamente fizemos um desenvolvimento historico-epistemoldgico das secbes
conicas baseado em fontes histdricas, secundarias e terciarias de Menécmo e Apolénio e no
tratamento realizado por Smith a essas curvas, amplamente estudadas por matematicos,
filésofos e astronomos ao longo dos séculos. A escolha desses matematicos, para nos, tem a
ver com momentos significativos da historia das conicas ao longo do tempo. Menécmo deu
a conhecer essas curvas na busca da solucéo do problema da duplicagéo do cubo. Anos mais
tarde, Apolonio fez um estudo mais completo, em seu célebre tratado As conicas. Smith, por
sua vez, apresenta um tratamento geométrico para obter a equacdo reduzida de cada cénica
a partir da definicdo delas como lugar geométrico. Logo depois, com uso das cénicas
encontradas nos livros didaticos de geometria analitica, fazemos sugestdes para 0s
professores para 0 ensino desse contetdo, utilizando os fundamentos e métodos emergentes

contidos no desenvolvimento historico das se¢des conicas.
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Este trabalho esté estruturado da seguinte maneira: esta primeira parte trata sobre as
consideracdes gerais sobre o estudo, apresentando uma sintese da trajetéria académica da
autora e a motivagdo para a pesquisa. Logo, fazemos a abertura da tematica pesquisada,
abordando a justificativa, a questdo central, a tese a sustentar, o objetivo geral e 0s objetivos
especificos e o percurso metodoldgico que orientou a pesquisa e a redacdo do trabalho
doutoral.

O Capitulo 1, intitulado “Pesquisas sobre Historia da Matematica e as Tecnologias
Digitais”, descreve a revisao de literatura sobre a produgdo académico-cientifica proveniente
tanto de fontes internacionais quanto de fontes nacionais, em particular nos Anais do HTEM
e do SNHM. Sao analisadas as contribuicGes dessa produgdo para uma compreensao
abrangente do tema em questdo. Adicionalmente, a pesquisa estender-se-a para incluir teses
e dissertacdes disponiveis no CREPHIMat, com o objetivo de realizar uma analise sobre as
principais tendéncias e lacunas identificadas nesse corpo de literatura sobre a temaética
abordada.

O Capitulo 2 trata sobre a Historia para 0 Ensino de Matematica com GeoGebra,
direcionando o foco para a intersecdo entre duas areas de interesse no contexto do ensino da
matematica: Histéria da Matematica para 0 Ensino e no ensino e uso das Tecnologias
Digitais, particularmente o GeoGebra. A abordagem busca alicergar-se em fundamentos
epistemoldgicos da Investigacdo Histdrica para o ensino como uma possibilidade por meio
de atividades, da Historia como Acionador Cognitivo do Pensamento (Mendes, 2006, 2023)
e de um ambiente de geometria dindmica para o ensino: 0 GeoGebra. Exploraremos as bases
para sustentar as relagdes intrinsecas para um ensino de matematica na conjuncao desses
elementos, possibilitando acdes pedagdgicas mais enriquecedoras e alinhadas com as

demandas curriculares contemporaneas.

No Capitulo 3, intitulado “Uma historia sobre as se¢des conicas com uma abordagem
do geométrico ao algébrico”, descrevemos a origem das conicas, tragando sua evolugdo a
partir das ideias e nogdes de Menécmo e Apol6nio. Desbravaremos o desenvolvimento da
Orthotome até a Parabola, da Oxytome até a Elipse e da Amblytome até a Hipérbole. Cada
estagio de sofisticacdo sera minuciosamente explorado, destacando o estudo por meio de
razao e proporcionalidade de segmentos e a analise sob uma perspectiva tanto geometrica

quanto algébrica e suas correlagdes. Esse capitulo proporciona uma compreensdo abrangente
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das bases fundamentais que culminaram nas propriedades distintas das conicas, hoje

encontradas nos livros didaticos.

O Capitulo 4 trata sobre conexdes entre o desenvolvimento historico e
epistemoldgico das secdes conicas e os contetdos do livro de geometria analitica. Apresenta
uma proposta de abordagem dos conteudos relacionados ao estudo da Orthotome, do
Oxytome e da Amblytome, associando-os as unidades tematicas do livro de geometria
analitica, com o objetivo de desenvolver processos de aprendizagem compreensiva (Knobbe,
2014; Mendes, 2023) sobre a Pardbola, a Elipse e a Hipérbole, abrangendo conceitos,
propriedades, equacdes e métodos de resolucdo pertinentes aos assuntos que viemos de
mencionar. 1sso se justifica, uma vez que, nos capitulos anteriores deste trabalho, ficou
evidente a viabilidade das contribuicGes que poderdo ressignificar o estudo da geometria

analitica no Ensino Superior.

Finalmente, o ultimo capitulo deste estudo apresenta as consideragdes finais da
pesquisa.
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PESQUISAS SOBRE
HISTORIA DA MATEMATICA
E AS TECNOLOGIAS DIGITAIS

Esta pesquisa se demarca no conjunto, aparentemente sem juncdo, que se refere a
dois temas que tém sido amplamente abordados e pesquisados na Educacdo Matematica, a
saber: a Historia da Matematica (Mendes, 2006, 2009, 2015, 2022; 2023) e outros; e as
Tecnologias Digitais (Borba, 2007; Borba E Penteado, 2007; Aguilar, 2012; Rojano, 2014).

No que se refere a Historia da Matematica como campo de pesquisa, estd em
constituicdo no Brasil desde as ultimas cinco décadas do século XX e inicio do século XXI.
Nesse percurso, pesquisadores dos meios académicos relacionados a area de Educacédo
Matematica tém refletido e dialogado sobre tendéncias hibridas da pesquisa em Histdria da
Matematica (Mendes, 2022). Esse fato se comprova pelas pesquisas que séo apresentadas
em: eventos cientificos, tais como o Seminario Nacional de Historia da Matematica (SNHM)
e 0 Coloquio de Historia e Tecnologia no Ensino de Matematica (HTEM); nas producdes
académicas (teses e dissertacdes) geradas nos programas de pds-graduacao stricto sensu, no

Brasil, e em artigos cientificos publicados em revistas cientificas da area.

Conforme j& mencionamos, a maioria desses trabalhos podem ser encontrados no
Centro Brasileiro de Referéncia em Pesquisa sobre Historia da Matematica (CREPHIMat)®.
A esse respeito, Castillo e Mendes (2019, 2020) descrevem que o referido centro tem a
funcéo de repositorio digital para organizar e disponibilizar a comunidade académica o
maior acervo digital de producdes académico-cientificas relacionadas a Histéria da

Matematica. Dada a relevancia, nos tempos atuais, da Historia da Matematica na educacéo,

® Reiteramos que, para maiores informagdes, o leitor interessado no tema deve acessar o seguinte endereco
eletrdnico: <http://www.crephimat.com.br>.
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é inevitavel perguntar-se: O que é Historia da Matemaética? O que se entende por Historia da
Matematica? Mendes (2022) da resposta a essas interrogagdes, ao apontar o seguinte:

Falar de historia nos leva a narracdo de fatos e acontecimentos ocorridos
na evolucdo das sociedades ou, ainda, no grupo de conhecimentos
adquiridos através da tradi¢do, e/ou mediante documentos ligados ao
passado da humanidade. Nao se pode, contudo, perder a certeza de que 0
hoje é resultado das evolugBes mentais, sociais, fisicas e climaticas de
ontem. O ontem é o ocorrido, as vezes, documentado, ou mMesmo
transmitido oralmente, que se transforma em histdria (Mendes, 2022, p.
27).

De fato, a Matematica que é estudada atualmente € o resultado de reflexdes feitas por
muitas pessoas, na busca pela compreensao do mundo e na resolucdo de problemas da vida.
Mendes (2015) ainda relata um fato muito presente quando nos deparamos pela primeira vez
com a expressao uso da Historia da Matematica no/para o ensino. Nas palavras do autor:
“quase sempre se confunde com pensar que se trata apenas de uso das narrativas que se
referem a datas, nomes, locais e feitos heroicos relacionados com a Matematica, e muitas
vezes desvinculados dos conteldos que os professores se propGem a ensinar a Sseus
estudantes” (Mendes, 2022, p. 122). Dessa forma, assumimos a postura de Mendes sobre o
uso da Historia da Matematica no ensino, quando se refere “as exploragdes didaticas da
historia das ideias produzidas no tempo e no espaco e como, atualmente elas podem ser
refletidas na Matematica que ensinamos hoje em dia” (Mendes, 2015). Sobre essas
exploracdes de contelldos matematicos hd muito o que falar, considerando todo o material

disponivel hoje em dia sobre o desenvolvimento da geometria, a algebra e a aritmética.

Mendes (2015) relata uma busca por um modelo didatico investigatorio para a
Matematica. Seus estudos apontam a 0 uso da Histéria da Mateméatica como um agente de
cognicdo Matematica e como um reorganizador cognitivo. Nesse sentido, e com base nos
estudos, acOes e reflexbes realizadas por Mendes durante sua experiéncia docente na
Educacdo Basica, sua formacdo profissional e os resultados de suas pesquisas desde os anos

de 1990, ele defende a tese de que:

Uma abordagem didatica investigatoria nas aulas de Matematica, apoiada nas
informacgdes histéricas, pode contribuir na concretizacdo de um ensino e
aprendizagem da Matemaética com significado, ao desenvolver situagdes histéricas
problematizadoras que conduzam os estudantes em busca de sua aprendizagem
matemaética (Mendes, 2015, p. 121).
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Com dito pelo pesquisador, reconhecemos ser importante para os professores que
ensinam Matemaética, agregando outras metodologias que podem ser implementadas nas
salas de aula. Mendes (2015, p. 127) ainda apresenta uma nova maneira de olhar a
Matematica no século XXI, partindo da proposta de uma possibilidade didatica que tem que
“recorrer a historia dos topicos matematicos com a finalidade de reconstruir algumas praticas
que podem ser vidveis para que, na atualidade, o estudante aprenda Matemaética conectada
as necessidades e exigéncias da contemporaneidade (contextualizacdo, problematizacéo,
interdisciplinaridade, transversalidade) e materializadas com o apoio das tecnologias de
informagao e comunicagdo (TIC)”. Vemos, entdo, que pensar em um processo de ensino da
Matematica que pode ser abordada desde a HM e as TD € viavel, produtivo, ainda mais
considerando atividades que levem aos estudantes a agir, a refletir e a produzir seu proprio

conhecimento junto aos seus colegas e professor.

Por outro lado, as Tecnologias Digitais, durante as Ultimas décadas, tém sido objeto
de estudo por diversos pesquisadores do campo da Educacdo Matematica para seu uso no
ensino e a aprendizagem de Matematica, tornando-se mais um elemento que compde a
atividade Matematica da aula (Rojano, 2014). Seu uso € apresentado ao professor como um
recurso a mais que pode acrescentar em sua metodologia para o ensino da Matematica,
devido as potencialidades reportadas em livros (Borba; Villareal, 2005; Borba; Penteado,
2007), eventos cientificos - na edicdo de 2018 do ICME-13 Monographs — Uses of
Technology in Primary and Secondary Mathematics Education, volume dedicado aos
estudos do uso das tecnologias digitais na Educacdo Matematica - e artigos em revistas

cientificas.

Segundo Zeynivandnezhad, Mousavi e Kotabe (2020), existem pesquisas
significativas sobre os beneficios da integracdo de tecnologias digitais e sobre a descricao
de seus efeitos no ensino e na aprendizagem da Matematica. Um exemplo desse interesse
investigativo é perceptivel na pesquisa de Rivers (2018), intitulada: Empirica Evidencie for
Benedict? Reviewing Quantitative Research on the Use of Digital Tools in Mathematics
Education. Nesse capitulo, o pesquisador diz que os “beneficios do uso de tecnologias
digitais na educacdo, e na educacdo Matemdtica em particular, estad sujeito a debate”
(Drijvers, 2018, p. 01). Para pesquisar esses beneficios, teve como objeto de estudo os
relatorios de pesquisas de estudos experimentais e quantitativos sobre o efeito do

desempenho dos alunos com tecnologias digitais na sala de aula. No caso dessa pesquisa,
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como resultado, obteve que sdo benéficas as contribuicGes do uso de Tecnologias Digitais
na sala de aula de Matematica. Segundo Drijvers (2018), os alunos da Educacdo Basica
parecem se beneficiar mais, destacando que os resultados sao melhores para geometria do

que para algebra.

Gadanidis, Borba e Silva (2014) apresentam em seu livro quatro fases das tecnologias
digitais em educagdo matematica. Na primeira fase, os autores ressaltam que as discussoes
ao redor do uso de calculadoras simples, cientificas e computadores j& estavam presentes na
educacdo matematica por volta dos anos 1980. Naquela época, as expressdes utilizadas para
se referirem ao computador e softwares eram, por exemplo, “tecnologias informaticas” (TT)
ou “tecnologias computacionais”. Porém, para os referidos autores, a primeira fase é definida
fundamentalmente pelo uso do software LOGO, que teve inicio no ano de 1985. O que se
seguiu foi o desenvolvimento de pesquisas com relacdo a producdo de conhecimento
matematico com uso da tecnologia da informacdo, e a consequente transformacdo das

praticas pedagogicas e didaticas.

A segunda fase teve inicio na metade dos anos 1990, quando diversos softwares
educacionais foram criados. Além disso, os professores encontraram cursos de formacéo
continuada referentes ao uso das T1 como ferramentas de apoio em suas aulas. Gadanidis,
Borba e Silva (2014) destacam o uso de softwares voltados as maltiplas representacdes de
fungdes (o Winplot e o Graphmatica), de geometria dindmica (o Cabri Géométre e o

Geometricks) e mencionam o uso de sistemas de computacédo algébrica (o Maple).

A terceira fase teve inicio no ano de 1999 com a chegada da internet. Nessa fase,
devido a natureza informacional e comunicacional da internet, surgem e se consolidam
expressoes como “tecnologias da informacdo e comunicag¢ao” (TIC). Naquele momento,
diversas questdes foram e ainda sdo pesquisadas por diversos autores. A quarta fase, segundo
0s autores, estd sendo vivida neste momento, desde seus inicios por volta de 2004. Aqui se
tornou comum o uso do termo “tecnologias digitais” (TD). Essa quarta fase € caracterizada
por varios aspectos, dentro deles, o uso do GeoGebra, de videos na internet, comunidades
on-line, aplicativos on-line, entre outros. Borba, Souto e Canedo Junior (2022) apontam

ainda o advento da quinta fase com os videos e um ator ndo humano, o virus da COVID-19.

Ap0s a descrigdo do panorama atual do que se tem discutido sobre cada um dos
dominios da Historia da Matematica e Tecnologias Digitais em separado, temos o proposito

de indagar sobre os possiveis dialogos entre eles, focalizando como tecnologia o GeoGebra.
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Assim sendo, nos paragrafos a seguir, descrevemos e comentamos um percurso de pesquisas
com foco no uso da Histéria da Matematica e do GeoGebra, no nivel internacional e

nacional.

O primeiro trabalho, de autoria de Aguilar e Zabaleta (2015), intitulado The
difference as an analysis tool of the change of geometric magnitudes: the case of the circle,
foi apresentado no Seventh European Summer University (ESU) on the History and
Epistemology in Mathematics Education, combinando elementos histéricos da Matematica
com o uso de ferramentas tecnologicas. Os autores acreditam que esse tipo de proposta que
alia a historia e 0 uso da tecnologia deve ser mais desenvolvido, pois, por um lado, o uso da
historia no ensino da geometria pode ter um valor motivacional para os alunos e, por outro
lado, o uso da tecnologia pode agregar significado aos conceitos estudados na sala de aula
de Matematica, ao tornar evidente a relacdo entre os diferentes contextos de representacao

(como o numérico, o algébrico e 0 geométrico).

A partir desse trabalho, encontramos a propostas de Kidron (2003), tendo como foco
examinar o efeito da aplicacdo de computacdo simbdlica e grafica para melhorar a
capacidade dos alunos de passar de uma interpretacdo visual de conceitos matematicos para
o raciocinio formal. Os tdpicos de matematica envolvidos, Aproximacdo e Interpolacéo,
foram ensinados de acordo com seu desenvolvimento histérico e epistemoldgico, e os alunos

procuraram acompanhar o processo de pensamento dos criadores da teoria.

Nesse trabalho, se descreve que os alunos usaram um sistema de algebra
computacional para manipular expressbes algébricas e gerar uma ampla variedade de
graficos dindmicos. Assim, a tecnologia do século XX foi aplicada para “caminhar” com os
alunos desde o periodo de Euler em 1748 até o periodo de Runge em 1901. Kidron (2003)
considera que essas situacfes combinando graficos dinamicos, algoritmos e perspectiva
historica possibilitaram aos alunos melhorarem a compreensdo de conceitos como limite,

convergéncia e aproximacao.

No artigo de Caglayan (2016) sdo propostos diversos métodos para resolver a
quadratura das lunulas, usando os argumentos de conservacdo e similaridade de area de
Hipdcrates de Quios. Entre esses métodos para usar a historia na sala de aula, se descreve
um por meio de software de geometria dindmica, como o0 GeoGebra, para apresentar de uma
maneira que complementa as abordagens analitica e visual, no dizer algébrico e geométrico.

Segundo Caglayan (2016), os estudantes indicaram que acharam bastante simples resolver
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esses problemas por meio do software de geometria dindmica. Nessas experiéncias, 0
referido autor destaca que esse contexto permitiu mobilizar as nog¢Ges das partes dos circulos

e dos teoremas envolvendo arcos, cordas, segmentos e angulos.

Meadows e Caniglia (2021) tem como foco especificamente o desenvolvimento de
provas para professores de formagédo inicial, utilizando software de geometria dindmica
(DGS) para revisitar provas historicas com uma lente digitalizada. A novidade desse artigo
foi a combinacdo da incorporacdo da Histdria da Matematica (HM), do GeoGebra e do
modelo de argumentacdo de Toulmin. Nessa abordagem pedagégica, a natureza dindmica
do GeoGebra permitiu, aos professores de Matematica em formac&o inicial, verem varios
exemplos de um método que lhes fornece uma ilustracdo que pode ser utilizada em provas

matematicas.

No trabalho publicado por Thomsen (2020), no The Ninth Nordic Conference on
Mathematics Education, intitulado Working with Euclid’s geometry in GeoGebra, se
apresenta resultados de uma pesquisa sobre a interagdo entre fontes primarias da Historia da
Matematica e 0 GeoGebra, de forma a apoiar o desenvolvimento de processos de raciocinio
em estudantes de 10 aos 13 anos. O estudo centra-se em como usar 0 GeoGebra em

combinagdo com fontes originais com conteldo geométrico.

Os resultados da pesquisa de Thomsen (2020) destacam o fato de a geometria
euclidiana estar incorporada na forma como o GeoGebra foi materializado e, como isso,
possibilita as oportunidades e desafios aos alunos quando estdo envolvidos em atividades de
raciocinio e demonstracdo nesse ambiente virtual. Esses resultados emergem da analise de
dois exemplos empiricos envolvendo alunos do sexto ano trabalhando com a interagdo entre

as proposicoes 6 e 7 de Euclides, livro IV e 0 GeoGebra.

Resultados semelhantes a pesquisa anterior podem ser encontrados no artigo de
autoria de Jankvist e Geraniou (2021), intitulado “Whiteboxing” the Content of a Formal
Mathematical Text in a Dynamic Geometry Environment. Nesse artigo, é descrito um
exemplo empirico de como a tecnologia digital; nesse caso o GeoGebra, pode ajudar 0s
alunos a descobrirem o contetido de uma prova matematica usando como caso particular a
Proposicdo 41 dos Elementos de Euclides. Na discusséo do exemplo, foi analisado o impacto
da funcionalidade de “arrastar” do GeoGebra nas interacdes dos alunos e na posse e

desenvolvimento dos esquemas de prova deles.
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Os resultados da pesquisa ressaltam os efeitos positivos em relacdo ao conteudo
matematico da proposicdo, o Whiteboxing, através do arrastamento, exigindo cautela em
relacdo ao trabalho dos alunos com prova. Além disso, os autores refletem que, nesse
processo do Whiteboxing, os professores devem ter cautela, por exemplo, para que os alunos
ndo tirem conclusdes precipitadas e no processo desenvolvam esquemas de prova

matematica inadequados, os quais podem criar dificuldades mais a frente.

O artigo publicado no Journal of Mathematical Education in Science and
Technology, de autoria de Zengin (2018) e intitulado Incorporating the dynamic
mathematics software GeoGebra into a history of mathematics course. International, foi
desenvolvido para responder: quais eram as opinides dos futuros professores de Matemaética
sobre o curso de Historia da Matematica no qual o GeoGebra foi incorporado? Portanto, o
objetivo do estudo foi investigar a visao dos futuros professores sobre o curso de Histéria da
Matematica em que o GeoGebra foi utilizado. Os participantes eram 23 professores de

Matematica em formacao inicial, que estudavam em uma universidade estadual na Turquia.

Como resultado dessa pesquisa, se determinou que 0 GeoGebra era uma ferramenta
eficaz na aprendizagem e no ensino da Histéria da Matematica. A andlise da visdo desses
futuros professores revelou que o GeoGebra lhes permitiu perceber o desenvolvimento
historico de conceitos e métodos matematicos. Um exemplo é apresentado sobre o processo
de exploracdo do nimero m utilizando o Método de Arquimedes. Os futuros professores

construiram esse método [passo a passo.

Zengin (2018) observou que, enguanto os futuros professores examinavam a
estrutura dinamica do GeoGebra no final do processo de construcdo, eles perceberam muito
melhor que a abordagem histdrica envolvia esforgos extremamente valiosos. Os futuros
professores entenderam facilmente como foi o esforco de Arquimedes para estimar 0 nimero
7, aumentando o ndmero de lados do poligono com a ajuda do controle deslizante no
GeoGebra.

Além disso, a investigacdo dos conceitos incluidos no curso de historia da
matematica num ambiente dindmico proporcionou uma experiéncia de aprendizagem
agradavel. A visdo de um dos futuros professores, apos usar 0 GeoGebra no curso de Histdria
da Matematica, expressa que as aulas ficaram mais agradaveis e o medo foi substituido pela

curiosidade durante o estudo das provas histéricas com o software.
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Como foi possivel perceber, ha um interesse pelo uso da Historia da Matematica em
combinagdo com as tecnologias digitais, como o caso dos softwares de geometria dindmica
e, em especifico, 0 GeoGebra, desde o inicio do século XXI. Com o trabalho de Kidron
(2003), destacamos que isso nao quer dizer que ndo tenham outros trabalhos anteriores com
outras tecnologias, sé que nosso foco sdo aqueles trabalhos que usam GeoGebra e Historia
da Matemética.

Conseguimos compreender que a maioria dessas abordagens sdo de um ponto de vista
geométrico, e ha poucos trabalhos do tipo para estabelecer abordagens que vinculam mais
de uma forma de representar os objetos matematicos, por exemplo de abordagem algébrico-
geométrico, como no caso das cOnicas. Outro assunto de interesse é que tivemos a
possibilidade de constatar que as relacBes entre Historia da Matematica e Tecnologias
Digitais, como o GeoGebra, podem ser plausiveis de serem estabelecidas tanto na Educacéo
Basica, a partir do Ensino Fundamental 11, quanto no Ensino Médio e Superior, nas pesquisas
mapeadas e comentadas anteriormente. Assim sendo, na se¢do seguinte, teremos um olhar,
no contexto do Brasil, sobre como se refletem essas abordagens entre Historia da Matematica

e Tecnologias Digitais.

1.1. Histéria da Matematica e Tecnologias Digitais no Brasil: um percurso investigativo

Nesta secédo, apresentamos um panorama geral das pesquisas realizadas no Brasil que
exploram a integracdo entre Historia da Matematica e Tecnologias Digitais no ensino de
Matematica, com énfase naquelas que utilizam o GeoGebra. Esse mapeamento resulta de
publicacdes anteriores que subsidiaram a construcdo deste capitulo, incluindo analises dos
anais dos eventos HTEM (Castillo; Sdnchez; Mendes, 2023) e SNHM (Castillo; S&nchez;
Mendes, 2023), além de um levantamento de teses e dissertacdes disponiveis no acervo do
Centro Brasileiro de Referéncia em Pesquisa sobre Histéria da Matematica (CREPHIMat)
(Séanchez; Castillo; Mendes, 2021).

1.1.1 Coldquio de Histdria e Tecnologia no Ensino de Matemética (HTEM)

O HTEM foi langado em 2002, com o objetivo de criar um espago de discussdes
acerca dos aportes e impactos das pesquisas sobre a historia da matematica e sobre o papel

das tecnologias no ensino de matematica. Varios eventos tratam ora das tecnologias na
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Educagdo Matematica (Congresso Brasileiro do GeoGebra), ora de historia da matematica
(SNHM, ELBHM), mas em geral, h4 poucas conexdes entre tais teméticas. O HTEM teve

ocorréncia a cada dois anos e no total foram realizados V1 edigdes.

Cada uma das edicdes do HTEM teve seus proprios anais, no total sdo 6 anais que
reinem os trabalhos apresentados no evento em suas diferentes modalidades. Queremos
destacar ainda que, em nenhum momento, temos a pretensao de avaliar as produgdes, senéo,
ter um panorama das pesquisas e relatos de experiéncias que possam vislumbrar possiveis
relacdes entre a Historia e Tecnologias para o ensino da Matematica. Tendo em vista que 0s
trabalhos nos anais do HTEM tém duas vertentes, com as seguintes categorias: Historia no
Ensino da Matematica (HEnM): aqueles trabalhos apresentados no HTEM que tiveram
referéncia s6 com o uso da Historia da Matematica para o ensino da Matematica - nos
baseamos nas ideias propostas por Mendes (2015) sobre essa categoria; Tecnologias no
Ensino da Matemética (TEnM): que tiveram referéncia s6 com o uso das Tecnologias
Digitais para o ensino da Matematica; Historia e Tecnologias no Ensino da Matematica
(HTENM): trabalhos apresentados no HTEM que tiveram referéncia ou alguns indicios do
uso da HM e as TD para o ensino da Matematica. O quadro 1 detalha a quantidade de

trabalhos encontradas nos anais, assim como a quantidade por categoria.

Quadro 1: Trabalhos publicados nos Anais dos Coloquio de Historia e Tecnologia no
Ensino de Matematica— HTEM (2002 — 2013)

Trabalhos Trabalhos
Trabalhos
sobre sobre 0 uso _sobr_e
L o das Historia e
Coloéquios Trabalhos Historia no . .
- Ano IES/ Local X : Tecnologias | Tecnologias
realizados publicados Ensino da . .
" no Ensino da | no Ensino da
Matematica e e
(HEnM) Matematica Matematica
(TEnM) (HTEnM)
| HTEM 2002 UERJ (RJ) 30 04 16 02
Il HTEM 2004 UERJ (RJ) 35 12 22 06
I HTEM 2006 PUC-SP (SP) 43 18 22 04
IV HTEM 2008 UFRJ (RJ) 65 04 36 02
V HTEM 2010 UFPE (PE) 48 21 26 2
VI HTEM 2013 UFSCar (SP) 25 6 17 2
Total 151 57 87 18

Fonte: Elaborado pela autora

Nosso intuito foi identificar trabalhos com o uso do GeoGebra e Historia da

Matematica para o Ensino, de maneira que fosse possivel explorar as metodologias propostas
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pelos pesquisadores. Nesse total de 7 trabalhos na tabela anterior, foram utilizadas diversas
tecnologias, porém, dado o interesse investigativo, destacam-se no Quadro 2 os trabalhos

que utilizam o GeoGebra e HM:

Quadro 2. Trabalhos que contemplaram o uso Tecnologias
e Historia da Matematica para o Ensino

Edicéo Ano Autor Titulo
IV HTEM | 2008 Lulz_ Antonio Jacyntho e Luiz Atividades ) no .GeoGebra sobre
Mariano Carvalho. demonstracfes de Arquimedes e Barrow.

Os métodos para calcular areas e volumes de
Eudoxo e Arquimedes: um olhar sob a
perspectiva historica fazendo o uso das novas
tecnologias.

Fonte: Elaborado pela autora

VIHTEM | 2013 | Maria Deusa Ferreira da Silva.

No total, foram 02 trabalhos que fizeram alguma mencao ao uso do GeoGebra e
Histdria da Matematica para o Ensino nas diferentes modalidades do evento: Comunicacao,
Pdster e Resumo. O primeiro deles foi o trabalho de Jacyntho e Carvalho (2008), o qual
apresenta a demonstracdo de que a area de qualquer circulo é equivalente a de um
determinado triangulo retdngulo, prova elaborada por Arquimedes. Os autores fizeram a
referida demonstracdo através de Geometria Dindmica, utilizando o GeoGebra, sendo
possivel obter visualizacbes e, consequentemente, uma melhor compreensdo da
demonstracdo. Além disso, também foi possivel entender casos particulares do Teorema
Fundamental do Calculo, explorados por Barrow. Os autores afirmam que o uso de textos
historicos e o software de Geometria Dindmica tem o intuito de aumentar o interesse dos
alunos pelo desenvolvimento da Matematica, acentuando diferencas, similaridades,
limitacGes entre vérias épocas do desenvolvimento do pensamento matematico.

O segundo trabalho de Silva (2013) apresentou os métodos utilizados por Eudoxo e
Arquimedes para determinar areas e volumes de regides curvas, para o desenvolvimento
conceitual do Célculo Integral apoiado no uso de ferramentas tecnolégicas, de maneira a
mostrar que foi possivel associar a Historia da Matematica fazendo uso de softwares de
Matematica. Para isso, a autora apresenta alguns dos métodos desenvolvidos pelos
antecessores de Arguimedes e, em seguida, coloca em cena os métodos de Arquimedes para
calcular areas e volumes e para finalizar, mostrando que esses métodos podem ter uma nova
leitura quando utilizamos novas tecnologias. Podemos constatar que ambos os trabalhos
abordam assuntos da geometria, apresentado métodos para determinar areas e volumes e

demonstracdes de teoremas feitos por antigos estudiosos.

36



1.1.2. Seminario Nacional de Histéria da Matematica — SNHM (1995-2021)

Da mesma forma, o mapeamento’ feito no SNHM buscou indagar quais sio 0s
trabalhos publicados nos anais do SNHM entre os anos 1995 — 2021, que apresentam as

possiveis relacfes para o uso da Historia e Tecnologia Digitais no Ensino da Matematica.

O Seminario Nacional de Historia da Matematica (SNHM) foi concebido como
espaco tanto para o debate, estudos e pesquisas sobre Historia da Matemaética, quanto para a
sua disseminacdo e divulgacdo. Tendo como publico-alvo pesquisadores em Histdria da
Matematica e Historia da Educacdo Matematica, bem como professores dos varios niveis
educacionais, estudantes de graduacéo, pés-graduacdo e demais interessados nessa tematica.
A periodicidade do SNHM é a cada dois anos (ano impar), a abertura do evento é realizada
na noite de domingo de Ramos e término na quarta-feira da Semana Santa. Neste trabalho,
foram analisados desde a primeira edi¢do até a edi¢do do ano 2021.

A seguir, apresentamos no Quadro 3 as producdes sobre estudos e pesquisas em His-
toria da Matematica nos anais do SNHM. Dado que nosso interesse € a histdria para o ensino
de Matematica, nossa atengdo sera nos trabalhos do eixo de pesquisa “Historia no Ensino da

Matematica” conceituado por Mendes (2015, 2018, 2019).

Quadro 3: Distribuicdo dos trabalhos publicados nos anais do SNHM (1995-2021)

Seminarios A Trabalhos sobre Historia Trqbglhos sobre
realizados no Local da Matematica H'dStO“a no Ensino
a Matematica
1°SNHM 1995 Recife-PE 15 04
2°SNHM 1997 Aguas de Sio Pedro-SP 31 05
3°SNHM 1999 Vitéria-ES 46 10
4°SNHM 2001 Natal-RN 28 03
5°SNHM 2003 Rio Claro-SP 30 02
6° SNHM 2005 Brasilia-DF 29 01
7°SNHM 2007 Guarapuava-PR 28 03
8°SNHM 2009 Belém-PA 119 27
9°SNHM 2011 Aracaju-SE 94 271
10° SNHM 2013 Campinas-SP 58 14
11°SNHM 2015 Natal-RN 120 28
12°SNHM | 2017 Itajubd-MG 54 13
13°SNHM 2019 Fortaleza-CE 119 44
14°SNHM 2021 Uberaba-MG 79 20
Total 850 195

Fonte: Elaborado pela autora

7 Para maiores detalhes, ver o artigo de Castillo, Mendes e Sanchez, 2023 nas referéncias
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De acordo com o Quadro 3, torna-se visivel tanto a quantidade de trabalhos na sua
totalidade, bem como a sua distribuicdo na categoria Historia no Ensino de Matematica.
Como temos a previsdo de encontrar possiveis relacdes entre Tecnologias e Historia da
Matematica para o0 Ensino, foi feita uma (re)leitura desses trabalhos e selecionados aqueles
que utilizaram o GeoGebra. No quadro 5 estdo os 04 trabalhos que fizeram alguma mengéo
a0 uso do GeoGebra e Histdria da Matemaética para o Ensino.

Quadro 4: Trabalhos no SNHM que contemplaram o uso Tecnologias e Histdria da

Matematica para o Ensino

Edicao Ano Autor(es) Titulo
Discussao dos Métodos Arabicos para
9° SNHM | 2011 | Francisco Regis Vieira Alves a Resolucéo da Cubica com suporte

computacional
Historia e Tecnologia no Ensino:
sobre o Teorema Fundamental da Alge-

Francisco Regis Vieira Alves e Rui

117 SNHM | 2015 | & ardo Brasileiro

bra— TFA
11° SNHM | 2015 Rui Egjuardo Bra5|]e}ro e Rede_scobr|~ndo peva e Menelaus
Francisco Regis Vieira Alves em dimensao trés

Historia da matemaética com tecnologia
digitais: uma alianca possivel para o
ensino do teorema de Pitagoras
Giancarlo Secci de Souza Pereirae | Teorema de Carnot uma validagéo com
Cristiane Ruiz Gomes geometria dindmica

Fonte: Elaborado pela autora

lvonne C. Sanchez S. e

13° SNHM | 2013 Jodo Claudio Brandemberg

13° SNHM | 2019

Assim, no quadro 05 mostra-se que o uso do GeoGebra relatados em pesquisas co-
mecou no ano de 2011 no SNHM. O primeiro trabalho, de autoria de Francisco Regis Vieira
Alves, tem como titulo Discussdo dos Métodos Arébicos para a Resolugdo da Cubica com
suporte computacional, publicado nos anais do 9° SNHM, no ano de 2011. Esse trabalho
apresenta uma historia sobre a evolucdo dos métodos arabes para a resolucdo predominan-
temente geométrica da equacédo geral da clbica, descrita analiticamente por x3 + ax? +
bx + ¢ = 0. Logo, aplicam-se e exemplificam-se abordagens para a exploracao desse rele-
vante problema, identificando a importante contribuicdo dos matematicos arabes Al-
Khwarizmi, Saraf al-Din al-Tusi, Al Quhi. Os métodos matematicos arabes sdo discutidos e
significados nesse texto com uso de softwares computacionais para a compreensédo da natu-
reza das raizes da cubica, inclusive no caso em gque comparecem raizes de grandezas nega-

tivas.
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O segundo trabalho, de autoria de Francisco Regis Vieira Alves e Rui Eduardo Bra-
sileiro, intitulado Historia e Tecnologia no Ensino: sobre o Teorema Fundamental da Alge-
bra— TFA, objetivou rever uma discuss&o do Teorema Fundamental da Algebra— TFA, com
propdsitos pedagogicos. Para isso, 0s autores apoiam suas a¢fes com tecnologias, a fim de
promoverem processos de visualizagdo para uma compreensao geomeétrica desse contetdo.
Nesse trabalho, os autores descrevem um cenario, com a intencao de conduzir processos de
ensino e aprendizagem sobre a compreensdo do comportamento de fungées do tipo f(z) de
variavel complexa, desde uma perspectiva geométrica, de modo a representar, com o arrimo
de dois softwares, as visualizacbes de suas partes real e imaginaria. Isso, para demonstrar
via exemplo, que o ensino que considera a tecnologia caminha no mesmo fluxo daquele

caracteristico da evolugdo histdrica dos conceitos matematicos.

O terceiro trabalho, de autoria de Rui Eduardo Brasileiro e Francisco Regis Vieira
Alves, tem por titulo Redescobrindo Ceva e Menelaus em dimenséo trés, publicado nos anais
do 11° SNHM de 2015, coloca num cenério dois teoremas classicos da Geometria Euclidiana
Plana e sua aplicacdo no contexto em dois problemas de contexto. Nesse cenério, destacam-
se as possibilidades da exploracdo dos teoremas por meio das tecnologias. O trabalho des-
creve processos de ensino nos quais se prova e/ou realiza demonstracdo matematica, com
arrimo do software GeoGebra, especificamente da interface 2D e 3D. Essa abordagem, fun-
damentada em elementos de ordem histdrica, permitiu estruturar um cenario de investigacao
histérica e matematica, de maneira a proporcionar o que os autores chamam de “redesco-
berta” dos teoremas de Ceva e o0 de Menelaus em sala de sula ou no laboratério de ensino de

Matematica.

Os autores sinalizam que, no ensino de Matematica, que contemple o componente
historico-epistemoldgico e as tecnologias da atualidade, os professores tém a possibilidade
de “fugir” do ritual estruturante e formal e abordar esses teoremas de uma maneira mais

dinamica.

No quarto trabalho, de autoria de Ivonne C. Sanchez S. e Jodo Claudio Brandemberg,
intitulado Histéria da Matematica com tecnologia digitais: uma alianca possivel para o
ensino do teorema de Pitagoras, publicado nos anais do 13° SNHM, no ano de 2019, teve
como objetivo descrever duas demonstracGes do Teorema de Pitagoras feitas pelos matema-
ticos Bhaskara e Perigal. As referidas demonstragdes foram dinamizadas com o GeoGebra,

um software de matematica dindmica. O motivo de fazer as demonstragcdes com o GeoGebra
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é que o software tem o potencial de apresentar o registro algébrico, bem como, o geométrico
do teorema de maneira simultanea, permitindo abordar o mesmo conteldo com dois dife-

rentes registros de representacdo matematica.

Os autores argumentam que esse fato impacta positivamente na atividade cognitiva
dos sujeitos nas demonstracfes do Teorema de Pitagoras, abordadas a partir de um ambiente
dindmico. Expressando que essa experiéncia € um exemplo concreto no processo de integra-
cdo da Historia da Matematica e das tecnologias em interconexdes para o ensino de Mate-

matica na sala de aula.

Finalmente, o quinto trabalho, de autoria de Giancarlo Secci de Souza Pereira e Cris-
tiane Ruiz Gomes, intitulado Teorema de Carnot uma validacdo com geometria dinamica;
teve o objetivo de apresentar uma abordagem do teorema de Carnot para triangulos acutan-
gulos em conjunto com um software de geometria dindmica, especificamente o GeoGebra,
como ferramenta para demonstrar o teorema. Para a constituicdo dessa abordagem, os auto-
res destacam que foi preciso fazer uma pesquisa bibliografica para compor uma historiogra-
fia sucinta do matematico Lazaret Carnot, como também uma revis&o literaria sobre o uso
da Tecnologia da Informagdo e Comunicagao (TIC’s), em especial, sobre o uso do GeoGebra

no ensino da Matematica.

Segundo os autores, apds esse movimento, foi possivel compor uma visao dinamica
do teorema de Carnot em sete etapas no GeoGebra. Os autores destacaram que a proposta
metodoldgica apresenta interconexdes para o uso das tecnologias e Histéria da Matematica
para o ensino, de maneira a motivar os estudantes através de problemas desafiadores, como

o teorema de Carnot e a exploragéo das demonstra¢des com o uso do GeoGebra.

Podemos constatar no quadro 4 que a maioria dos trabalhos abordam assuntos da
Geometria, seguido de temas proprios da Algebra. Também € evidente a falta de pesquisas
referentes ao uso da HM e as TD que apresentem modelos tedricos e metodoldgicos que

possam ser usados pelos professores para integrar essas duas tendéncias em suas aulas.
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1.1.3. Histéria da Matematica e Tecnologias Digitais nas Tese e dissertagdes no
CREPHIMat

Este mapeamento teve como objeto de estudo as teses e dissertacdes disponiveis no
CREPHIMat, distribuidas como Histéria e Epistemologia da Matematica (HEpM), Historia
da Educacdo Matematica (HEdM) e Historia para o Ensino da Matematica (HEnM),
tendéncias conceituadas por Mendes (2015, 2019). O total de producdes que usam a Historia
da Matematica distribuidas nas trés modalidades foi de 728. ApGs lermos 0s resumos e as
palavras-chave dessas producdes, fizemos uma nova filtragem, destacando aquelas que tém
alguma mencéo sobre o uso de alguma tecnologia digital na pesquisa e/ou na materializacédo

dela. A organizacao e distribuicdo deste grupo de producdes se ilustra na Tabela 5.

Quadro 5: Teses e Dissertacdes que usam tecnologias digitais no CREPHIMat
(1990 - 2019)

Nivel Modalidades de Pesquisa em Historia da Matematica Total
HEpM HEdM HENM
Doutorado 0 0 7 )
Mestrad_o Acadé- 1 0 : .
mico
Mestrado Profissi- 0 0 3 "
onal
Total 1 0 27 3

Fonte: Sanchez, Castillo e Mendes (2021)

A informacdo mostrada na Tabela 5 permite perceber que as producdes (22) na mo-
dalidade de HEnM que apresentam o uso das tecnologias digitais € maior em relacdo as
outras duas, talvez pelo fato de as producdes nesta modalidade de pesquisa da Histéria da
Matematica serem caracterizadas pelas propostas e aces centradas nos usos das informacdes
histéricas com fins pedagdgicos, como uma estratégia para o ensino da Matematica, bem
como a elaboragdo de materiais didaticos para ensinar Matematica, baseadas em fontes his-
toricas. Depois da leitura desses trabalhos, podemos concluir que a maior quantidade de
tecnologias digitais presentes nas producfes esta centralizada no uso de softwares de geo-
metria dindmica (GeoGebra, Régua e Compasso, Compasso Eletrénico e Meplot free). Den-
tre esses, 0 GeoGebra € 0 mais usado para a conjuncdo das propostas metodoldgicas nas
producdes de HEnM apoiadas com tecnologias digitais. Dado que nosso interesse investiga-
tivo esta no uso do GeoGebra, no quadro 06 apresenta-se as produgdes que utilizam a HM e

0 GeoGebra.
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Quadro 6: Teses e DissertacGes que usam o GeoGebra e Historia da Matematica

Ano Nivel Autor(es) Titulo
Uma proposta de ensino de geometria hiperbolica: “cons-
Mestrado . . x .
2011 - Luciano Ferreira | trugdo do plano de poincaré” com o uso do software Geo-
Académico Gebra
Mestrado Tatiana de Camargo | Abordagem histdrico — epistemolégico do ensino da geo-
2011 P . . LY
Académico Waldomiro metria fazendo uso da geometria dindmica
Rita Sidmar Formacdo de professores de matematica: conexdes didati-
2013 Doutorado . i A -
Alencar Gil cas entre matematica, histéria e arquitetura
2014 Mestrado José Damido Souza | Geometria do compasso (1797) de mascheroni (1750-
Profissional de Oliveira 1800) em atividades com o0 GeoGebra
. . O objeto matematico triangulo em teoremas de regiomon-
Mestrado Luiz Felipe ) - ;
2016 A . tanus: um estudo de suas demonstracdes mediado pelo
Académico Araujo Mod
GeoGebra
Mestrado Luciana Vieira Histéria da matematica e tecnologias da informacao e da
2017 h S . «
Profissional Andrade comunicacdo no ensino de funcdo
Mestrado Gilson Abdala Prata Tegr.ema dg Pltago,ra§ a partir c_ja_hlstorla da matematlca(:)
2018 . : andlises epistemoldgicas de atividades em turmas do 9
Profissional Filho -
ano da rede publica
. . O uso da historia da matematica e do GeoGebra para 0
Elisangela dias - - . e .
2018 Doutorado ensino e aprendizado da geometria analitica com énfase
Brugnera
no estudo de retas
Mestrado \erusca Batista Um estudo sobre_os co_nhemmentos matematlcos mOblll-
2019 A zados no manuseio do instrumento circulos de proporgéo
Académico Alves L
de William Oughtred
. Uma introducdo ao estudo das fungdes trigonométricas
Mestrado Ranudzy Borges e S o
2019 A com recursos artisticos e seminarios sobre a histdria da
Académico Neves o . o
matematica no 2° ano do ensino médio
Mestrado Alison Luan H~|stor|a da Imatematlca_, tecnolog_las dlgltaIS,(_B investiga-
2019 - - . cdo Matemaética no ensino de unidades tematicas de ma-
Profissional Ferreira da Silva e o
temética da BNCC para 0 8° ano
. . Os “Elementos” de Euclides visitam o ensino fundamen-
Mestrado Thais Maria R e S
2020 . tal: Andlise de tarefas matemaéticas pautadas na histdria da
Profssional Barbosa Goulart " i
Matematica e desenvolvidas no software GeoGebra

Fonte: Elaborado pela autora

Nos seguintes paragrafos, faremos uma descricdo comentada dessas producdes, de

maneira a destacar 0s seus elementos principais, seguindo a ordem cronolégica.

A dissertacao de Ferreira (2011) tem a intencdo de contribuir significativamente para
0 aprimoramento do ensino e aprendizagem da Geometria, com foco especial na Geometria
Hiperbdlica, e de servir como um recurso substancial, tanto para a pesquisa quanto para a
aplicacdo préatica por parte de professores e estudantes que atuam nos niveis de Ensino Médio
e Superior. A pesquisa em questdo se apresenta em duas partes distintas. A primeira parte,
de natureza tedrica, resgata a evolucdo da Geometria Euclidiana, desde as primeiras
tentativas de fundamentacdo do quinto postulado de Euclides até o surgimento das
denominadas Geometrias ndo euclidianas. Dentro desse escopo, é apresentado o modelo do
plano de Poincaré, que constitui a base da parte experimental da pesquisa. Adicionalmente,

a parte tedrica incorpora elementos fundamentais da Teoria Antropoldgica do Didatico,
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proposta por Chevallard e Bosh, bem como uma analise detalhada do conceito de obstaculo
didatico, conforme delineado por Brosseau.

No ambito da parte experimental do estudo, sdo detalhadamente delineados os
procedimentos relacionados a preparacdo das atividades, a efetiva aplicacdo do minicurso, a
identificacdo e participacdo dos sujeitos da pesquisa, além da categorizacdo dos elementos
coletados durante a execugéo dessa etapa. A fim de analisar os dados obtidos, optou-se pela
abordagem de andlise de conteldo proposta por Bardin, que se mostrou eficaz na
identificacdo de possiveis dificuldades enfrentadas pelos participantes no processo de
compreensdo e construcdo dos conceitos inerentes ao modelo de Poincaré. Os resultados
obtidos a partir dessa pesquisa atestam a viabilidade do ensino da Geometria Hiperbolica
por meio da utilizacdo de software de geometria dinamica, como o GeoGebra, desde que se
observe uma abordagem alinhada aos conteudos previstos para as séries frequentadas pelos
aprendizes. Além disso, a pesquisa ressalta a importancia de abordagens pedagdgicas
cuidadosas na construgdo do conceito de métrica, visando uma compreensao solida por parte

dos estudantes.

Seguimos com a dissertacdo de Waldomiro (2011), de natureza quantitativa, tendo
como objetivo responder a seguinte pergunta: De que maneira e em que extensao o trabalho
pedag6gico, que integra os aspectos historicos, geométricos e computacionais, tem
influenciado as atitudes e abordagens dos alunos em relacdo ao dominio do conhecimento
matematico? Para tal propoésito, conduziu-se uma investigacdo detalhada e analise dos
impactos decorrentes da interligacdo entre o ensino da Historia da Matematica e a aplicacdo
de recursos computacionais, como alternativa para superar os desafios identificados no

ensino da geometria, especialmente no contexto do Ensino Médio.

A pesquisa se baseou na obra de Lakatos e na primeira proposicao (do livro 1) dos
elementos de Euclides, utilizando um software de Geometria dinamica para avaliar a
validade de sua demonstracao. Os resultados evidenciaram que a combinagéo da Historia da
Matematica com as inovagOes tecnologicas pode transformar as percepcfes acerca do
conhecimento matematico, uma vez que, atraves da intervencdo do professor, esses
elementos podem ser introduzidos na sala de aula, promovendo a evolugdo das praticas

pedagogicas.

Na tese de Gil (2013) e apresentada a relacdo entre Educacdo Matematica e 0

contexto cultural da Amazonia, notavelmente o patriménio arquitetbnico da regido, na
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formagcdo inicial do professor de Matematica, bem como nas situagdes experimentadas em
sala de aula durante essa formacdo. PropGe a adocdo de uma abordagem didéatica para o
ensino de tépicos matematicos, como geometria, medidas, simetria e proporcionalidade.
Essa abordagem se baseia na exploracéo histérica do patrimoénio arquiteténico de Belém e
na avaliagdo, com o objetivo de incorporar novas diretrizes metodolégicas a formacao inicial

do professor de Matematica, entre essas 0 uso do GeoGebra.

Nessa perspectiva, € conduzida uma pesquisa colaborativa no contexto da
investigacdo qualitativa. Para a realizacdo desse estudo, foram selecionados vinte e cinco
alunos regularmente matriculados no curso de Licenciatura em Matemaética do IFPA. Como
meios para a coleta de informacdes, foram utilizados a observacdo participante; diarios de
campo; documentos de fontes primarias e secundarias; fotografias; filmagens; o curso de
extensdo; questionarios e materiais desenvolvidos com o0 método de ensino por meio de
atividades. Além desses procedimentos, também foram realizadas leituras de textos
abordados por historiadores; antrop6logos; cartégrafos; astrénomos; jornalistas e outros
pesquisadores envolvidos em estudos relacionados a esse tema. Além disso, foram
conduzidos estudos exploratérios nos acervos de imagens e desenhos referentes ao

patriménio arquitetdnico de Belém.

Os resultados da pesquisa indicam que, por meio das experiéncias trazidas e
vivenciadas, os alunos de Licenciatura que participaram desse estudo conseguiram aprimorar
sua formacdo. Isso foi alcancado ao incorporar o patriménio histérico-arquitetdnico de
Belém como um elemento de pesquisa e investigacao histdrica para o ensino e aprendizado
da Matematica. Esse enfoque permitiu relacionar e contextualizar o conhecimento a partir
das situagdes vivenciadas na realidade, especialmente durante suas atuacfes nas escolas de

Belém.

A dissertacdo de Oliveira (2014) tem como objetivo demonstrar uma possibilidade
de relacdo entre o uso da Historia da Matematica e o das Tecnologias da Informacéo e da
Comunicagéo (TIC) no ensino de Matematica. Essa demonstracéo é realizada por meio de
atividades que envolvem construgdes geométricas da “Geometria do Compasso” (1797),
elaborada por Lorenzo Mascheroni (1750 - 1800). Nesse sentido, foi desenvolvida uma
pesquisa qualitativa que consistiu inicialmente em uma exploragdo historica de carater
bibliografico, com uma intervencdo empirica, que combinou o uso da Histéria da

Matematica com as TIC, empregando o método de Investigagdo Matemaética. Esse processo
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envolveu a andlise de trabalhos relacionados ao tema, bem como uma investigacdo para
identificar problemas e/ou episodios da Histéria da Matemética passiveis de serem

abordados com o auxilio das TIC, especificamente 0 GeoGebra.

Os problemas geométricos escolhidos foram da obra de Mascheroni como ponto
central dessa investigacdo. Para abordéa-los como sugestdes de solugdes e exploragdes foi
usado o software GeoGebra. A pesquisa culminou na criagdo de um recurso educacional,
especificamente um caderno de atividades. Esse caderno foi estruturado de forma a permitir
que os alunos conduzissem investigaces de natureza histdrica e/ou matematica durante a

execucdo das atividades.

Oliveira (2014) expressa que cada construcdo geométrica foi detalhadamente
apresentada, acompanhada, em alguns casos, pela solucao original proposta por Mascheroni.
Além disso, os estudantes foram incentivados a investigar e a refletir sobre as proprias
construcdes realizadas no GeoGebra, fomentando também comparagdes com as solucgdes
tradicionais. O caderno de atividades foi aplicado em duas turmas da disciplina Didéatica da
Matematica | (MATO0367) do curso de Licenciatura em Matematica da UFRN em 2014.

No decorrer desse estudo, foram abordadas preocupacdes, que por vezes surgem, em
relacdo a integracdo da Histéria da Matematica no ensino, como a percepg¢do de perda de
tempo. No entanto, verificou-se que esse obstaculo pode ser superado com o apoio das
ferramentas computacionais. A utilizagdo dinamica do software permitiu verificagdes mais
eficientes, eliminando a necessidade de repeti¢do das construgdes. Importante ressaltar que
a otimizacao do tempo ndo implicou em comprometer a reflexdo e o amadurecimento das
ideias, sobretudo quando adotada a abordagem investigativa, tanto histérica quanto

matematica.

Na dissertacdo de Mod (2016) se tem por objetivo a investigacdo dos teoremas de
Regiomontanus relacionados a triangulos, utilizando-se do software GeoGebra.
Regiomontanus (1436-1476) é reconhecido como um matematico cujas contribuicoes
desempenharam um papel fundamental no avanco da Trigonometria. Sua obra mais notavel,
intitulada "De Triangulis Omnimodis Libri Quinque", publicada em 1533, é o foco central

dessa pesquisa.

No primeiro livro dessa obra, sdo apresentados teoremas cujas demonstragdes
envolvem a construgdo de tridngulos que satisfazem determinadas condicbes pre-

estabelecidas. Nessa pesquisa foram analisadas as demonstragdes de alguns desses teoremas
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por meio da interacdo dindmica proporcionada pelo GeoGebra. Assim sendo, emerge a
necessidade de explorar as multiplas facetas da demonstracdo e ressalta-se a relevancia
intrinseca do GeoGebra como ferramenta de pesquisa. No contexto dessa investigagéo, se
torna evidente que certas possibilidades ndo foram abordadas de forma abrangente nas

demonstracOes de Regiomontanus.

O desenvolvimento da pesquisa de Mod (2016) também aponta para perspectivas
promissoras em relacdo a transformacéo de um legado historico da Matematica em uma
atividade investigativa passivel de ser incorporada ao ambiente educacional por meio do
GeoGebra.

Na pesquisa de Andrade (2017) se apresentam concepcdes orientadoras sobre o uso
da Histdria da Matematica (HM) no ensino de funcdes. A pesquisa adota elementos das
Tecnologias da Informacdo e Comunicacdo (TIC) e da Investigacdo Matematica (IM) em
sala de aula, configurando-se como uma dissertacdo de mestrado profissional. O objetivo foi
propor um caderno de atividades que integrasse a HM e TIC por meio da IM, visando

enriquecer o processo de ensino e aprendizagem de funcdes.

Nesse contexto, foi desenvolvida uma pesquisa qualitativa em duas fases distintas. A
primeira fase foi de natureza tedrica, realizada por meio de uma pesquisa bibliografica. A
segunda fase, de carater mais pratico, adotou uma perspectiva de pesquisa-acdo. Como
resultado, tragcou-se um panorama histérico do conceito de fungdo. Esse contedo serviu
como base para o desenvolvimento de um produto educacional, que consiste em um caderno
de atividades destinado a alunos da Educacdo Basica. O caderno explora o conceito de
funcdo ao longo da historia, utilizando o software GeoGebra como suporte, a luz dos
principios da IM.

Na seguinte dissertacdo de mestrado profissional de autoria de Prata-Filho (2018), a
pesquisa teve por objetivo a andlise das contribui¢cdes de uma abordagem metodoldgica no
ensino fundamental, na qual a Historia da Matematica e situacdes-problema através do
GeoGebra foram utilizados para o estudo do Teorema de Pitagoras. O principio norteador
consistiu na promocdo de significados como elemento central para a aprendizagem,
baseando-se no Modelo dos Campos Semaénticos proposto por Romulo Lins. A utilizagdo da
Histdria da Matematica como metodologia recebeu recomendac6es de diversos autores, 0s

quais destacam seus beneficios em sala de aula. Um dos defensores dessa abordagem, Iran
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Mendes, ressalta a capacidade da histéria em motivar os estudantes, humanizando a

disciplina matematica e auxiliando na resolucdo de problemas.

O problema de pesquisa gira sobre a premissa de que muitos contetidos ainda sao
apresentados de maneira expositiva, seguindo um modelo centrado no professor diante de
alunos passivos. Por exemplo, em relagdo ao Teorema de Pitagoras, que desempenhou um
papel fundamental na resolucéo de problemas matematicos historicos e permanece relevante
na atualidade. Embora existam diversas demonstracdes desse teorema relacionadas a
situacOes da vida real, € crucial ndo perder de vista o progresso epistemolégico alcancado
por adaptacOes pedagdgicas contemporaneas, as quais podem aprimorar sua assimilacdo no
contexto das aulas de Matematica.

As diversas demonstracGes podem ser apresentadas de maneira acessivel, com o
auxilio de softwares, como € o caso do GeoGebra, uma ferramenta de Geometria Dindmica
que integra conceitos geométricos, algebra e célculo. As atividades desenvolvidas foram
avaliadas considerando trés categorias de analise: a compreensdo inicial dos alunos, as
interpretacdes alcancadas e os significados matematicos produzidos por eles. Como
resultado educacional dessa pesquisa, foi elaborado um guia didatico destinado aos
professores do Ensino Fundamental. Esse guia inclui uma série de atividades que exploram
0 Teorema de Pitadgoras por meio da Histéria da Matematica, empregando a resolucdo de
problemas e aproveitando as potencialidades do GeoGebra.

Na tese de Brugnera (2018) se tem como objetivo analisar e compreender as
estratégias empregadas por licenciandos em Matematica da Universidade do Estado de Mato
Grosso. Essas estratégias emergem a partir de experiéncias com a Histdria da Matematica e
a utilizacdo do software GeoGebra. O intuito é resolver problemas especificos que
promovam uma melhor compreensédo ou redefinicdo dos conceitos de ponto, coordenadas e

equacao da reta.

No desdobramento dessa investigacao, se recorreu a Historia da Matematica como
recurso pedagogico para 0 ensino matematico. A autora fez uma revisdo historica do sistema
de coordenadas, do conceito de ponto e equacdo da reta, bem como da aplicagédo de
tecnologias. A pergunta orientadora desse estudo é: Quais estratégias os alunos empregam,
fundamentados em suas experiéncias com a Histdria da Matematica e o0 GeoGebra, para

solucionar problemas relacionados a coordenadas, pontos e equacdes de retas?
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Os resultados obtidos por Brugnera (2018) indicam que as estratégias utilizadas pelos
estudantes manifestam diferentes representacdes semioticas nas resolugdes das atividades e
problemas propostos. Essas estratégias foram mediadas tanto pelo uso do software quanto
pelo conhecimento historico da Geometria Analitica. Uma observacao relevante € a atitude
independente que os alunos adotaram durante esse processo, evidenciando-se na criagéo de
"ecos ressonantes". Em sintese, pode-se concluir que a integracéo da Historia da Matematica
no ensino de Geometria Analitica, juntamente com a aplicacdo do software GeoGebra,
propiciou aos alunos o desenvolvimento de estratégias para a resolucéo de problemas. Essas
estratégias contribuem significativamente para a redefinicdo de conceitos fundamentais
tanto na Geometria quanto na Algebra.

A dissertacao de Alves (2019) tem foco na exploracao dos instrumentos matematicos
contidos em tratados historicos, utilizados como catalisadores de conceitos. Nesse sentido,
a pesquisa da autora tem a intencdo de desenvolver um estudo através da criacdo de uma
ligacdo entre a historia e o ensino da Matematica. Para tal proposito, foi selecionado o
instrumento dos “circulos de proporcdo”, descrito em "The Circles of Proportion and the
Horizontal Instrvment” (1633), pelo matematico inglés William Oughtred (1574-1660). O
objetivo da pesquisa foi compreender como os conhecimentos matematicos, incorporados
nos circulos de proporcdo, sdo aplicados no estudo do seu manuseio, estabelecendo assim

uma interface entre a histéria e o ensino da Matematica.

Desse modo, a formacdo continua dos professores que participaram no estudo
apontou para uma possivel ressignificacdo de conceitos, através da identificacdo de
associacbes entre conhecimentos matematicos que, frequentemente, ndo sdo
correlacionados. Além disso, foi notdria a persisténcia da ideia de uma abordagem
meramente baseada em férmulas por parte desses professores, 0 que provavelmente se
relaciona com a sua formacdo docente. No entanto, constatou-se uma lacuna na competéncia

de escrita matematica.

Assim, reforca-se a necessidade de acdes formativas semelhantes aquela realizada
neste estudo, uma vez que se entende que a inclusdo da Histdria da Matematica no ensino
pode contribuir para uma compreensdo mais profunda da disciplina. No entanto, é
importante ressaltar que nédo é suficiente utilizar a histéria como um mero recurso para o
ensino da Matematica; é fundamental também estabelecer uma ligacdo solida entre ambas

as areas, de modo a construir conceitos de forma eficaz.
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A pesquisa de Neves (2019) teve como objetivo investigar se a aplicacdo de
metodologias artisticas contribui de maneira eficaz para motivar os estudantes matriculados
no 2° ano do Ensino Médio Integrado Técnico em Automacdo Industrial e Informatica no
ambito do Instituto Federal Catarinense - Campus Sdo Bento do Sul, a assimilarem os
conceitos relacionados a Matematica, particularmente abordando o contetido das Funcdes
Trigonométricas. Para atingir esse propoésito, a fundamentagdo tedrica baseou-se em uma
diversidade de autores que discutiram topicos como a estimulacao da criatividade durante as
aulas de Matematica, a incorporacdo da Arte como ferramenta instrutiva, a relevancia

historica da Matemaética e a aplicacdo de seminarios como recursos pedagdgicos.

A professora e autora do presente estudo empregou parédias tocadas no violdo, com
a finalidade de ministrar ensinamentos sobre topicos como as razdes trigonométricas e 0s
angulos notaveis. Além disso, foi proposta a realizacdo de um seminario acerca da histéria
da trigonometria, cujos critérios de avaliacdo incluiram a demonstracdo de dominio do
contetido e a demonstracdo de criatividade. Essa Ultima habilidade foi destacada, uma vez
que é reconhecida como um atributo diferenciador em qualquer trajetoria profissional
contemporanea, apesar de frequentemente ndo receber a devida énfase nas aulas de

Matematica.

Durante o periodo de dois meses dedicados ao processo de ensino e aprendizagem,
uma variedade de recursos foi empregada, incluindo o uso de lousa, material didatico
impresso, apresentacGes em slides, materiais em formato de video e listas de exercicios. O
estudo culminou com um resumo elaborado através do software/aplicativo GeoGebra,

acessivel tanto por meio de dispositivos mdveis quanto por computadores.

Segundo Neves (2019), no momento da apresentacdo dos seminarios, distintas
equipes abordaram as biografias e as principais contribui¢fes a Trigonometria e as Ciéncias
em geral de matematicos notaveis, como Hiparco de Niceia; Claudio Ptolomeu; Francois
Viéte; John Napier; Isaac Newton; Leonhard Euler, e Bhaskara Akaria. Essas exposi¢oes
foram realizadas por meio de formas artisticas variadas, como mdusicas (parddias), pecas de

teatro, videos, poemas, poesias, cronicas, entre outras expressoes.

A andlise evidenciou que a maioria dos estudantes aprovou a abordagem
metodologica empregada, demonstrando ainda o desejo de que essa abordagem fosse
mantida e ampliada. O incremento da participacédo e interacdo dos alunos nas aulas, assim

como nos momentos de assisténcia pedagoégica, em conjunto com a qualidade das
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apresentacdes realizadas, corroboraram a constatacdo de um retorno positivo a questdo

inicial que impulsionou a pesquisa.

A pesquisa de Silva (2019) teve como objetivo a proposicdo de um produto
educacional que articule a Historia da Matematica (HM), as Tecnologias Digitais da
Informacdo e Comunicacdo (TDIC) e a Investigacdo Matemaética (IM) para a abordagem das
unidades tematicas de Matematica da Base Nacional Comum Curricular, direcionado ao 8°
ano do Ensino Fundamental. O estudo é dividido em duas fases distintas. A primeira fase
compreende um levantamento bibliografico sobre o uso das ferramentas pedagogicas

mencionadas e uma pesquisa bibliogréfica centrada nos temas de HM.

A literatura resultante foi adaptada para o produto educacional proposto. Alinhados
com as unidades tematicas da BNCC, foram identificados trés topicos principais: o problema
das gavetas de Dirichlet (1805-1859), relacionado a unidade de NUmeros e a unidade de
Probabilidade e Estatistica; transformacdes geomeétricas no plano cartesiano, vinculadas a
unidade de Algebra e a unidade de Geometria; por fim, a quadratura do circulo, abrangendo
a unidade de Grandezas e Medidas. A segunda fase envolve a concepcdo e implementacédo
do produto educacional, representado por um caderno de atividades. O caderno é estruturado

em trés blocos, cada um correspondendo aos tépicos previamente identificados.

Silva (2019) destaca que as exploragdes das atividades tiveram em alguns momentos
o0 auxilio do software GeoGebra. A escolha do referido software se deu pelo fato de o
GeoGebra tratar-se de um software de matematica dindmica que contém 0s recursos que
consideramos necessarios, a exemplo de: reflexdo em relacdo a uma reta, rotacdo em torno

de um ponto e translagdo por um vetor.

Apesar dos esforcos para conectar a Historia da Matematica, as Tecnologias Digitais
da Informacdo e Comunicacdo e a Investigacdo Matematica, denominada como
investigacao-historica-com-tecnologia, reconhece-se que a plena integracdo desses
elementos ainda é um desafio. Enquanto a ligacao entre historia e tecnologia se mostrou mais
solida, a exploracdo da investigacdo matematica poderia ter sido mais aprofundada. Essa
abordagem serve como base para futuras propostas e desenvolvimentos, buscando uma

integracdo mais efetiva entre os trés componentes.

Na dissertacdo de Goulart (2020), a obra "Elementos™ de Euclides é selecionada
como a principal fonte de inspiracdo para o desenvolvimento do trabalho, devido ao seu

valor formativo e relevancia no ensino de Geometria. Especificamente sdo tomadas as
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proposi¢des contidas no livro I, que ndo apenas oferecem a oportunidade de aproximar 0s
alunos do processo historico de evolucdo da Matematica, mas também um contexto
enriquecedor para a aprendizagem de conceitos geométricos. Essa pesquisa explora as
possiveis contribuicOes de tarefas matematicas historicamente enraizadas, desenvolvidas no
ambiente do GeoGebra, com o intuito de facilitar a assimilacéo de nogdes de Geometria em

uma turma do Ensino Fundamental.

As tarefas, concebidas e implementadas no GeoGebra, ttm como ponto de partida as
proposicdes do Livro | da obra "Elementos”. O objetivo é empregar uma abordagem historica
no ambiente do GeoGebra para promover o aprendizado de conceitos de Geometria plana.
A pesquisa, que se configura como um estudo de intervencdo de natureza qualitativa,
fundamenta-se na literatura que explora o potencial da Histdria da Matematica como método
de ensino e nas caracteristicas dos ambientes de Geometria Dinamica, particularmente o
GeoGebra. O estudo envolveu 35 estudantes do 8° ano do Ensino Fundamental em uma
escola publica localizada em Ibirité (MG). A coleta de dados ocorreu entre 0s meses de abril
e outubro de 2019, por meio de observages; registros da pesquisadora em um diario de
campo; gravacGes em audio e video de determinados momentos das aulas, além dos

materiais produzidos pelos alunos durante o processo de aprendizado.

Os resultados revelam que as tarefas realizadas no GeoGebra revelaram um ambiente
propicio para a construcdo de conhecimentos geométricos, principalmente devido a
possibilidade de efetuar construcdes de maneira agil e manipular figuras, o que estimulou a
formulacdo de conjecturas. Adicionalmente, observou-se um aumento do interesse dos
alunos ndo sO pela Histéria em geral, mas também pela histéria de Euclides e dos

"Elementos".

A Histdria da Matematica, utilizada como base para o desenvolvimento das tarefas,
demonstrou ser crucial para que os alunos adquirissem novas percepces e atitudes
diferenciadas em relacdo a Matematica e a obtencéo do conhecimento nessa disciplina. Essa
abordagem favoreceu a aproximacao dos alunos com a vis@o dos processos de construcao
matematica a partir de préaticas sociais. No entanto, também ficou evidente a importancia de
preparar 0s alunos para o uso do GeoGebra, ja que muitos deles careciam tanto de
conhecimento prévio quanto de habilidades na manipula¢do das ferramentas de desenho

geométrico.
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Pelo constatado, é evidente que existem primeiros avancgos direcionados a discussdes
e reflexdes acerca da interconexao entre a HM e TD. Nesse cenario, é possivel observar que
0 GeoGebra é um software muito usado e referenciado nas pesquisas que tém esforcos para
possibilitar o trabalho conjunto entre essas areas tematicas. Segundo Sanchez; Castillo;
Lopes (2023) sdo evidentes as potencialidades, vantagens e outros assuntos na literatura
internacional sobre 0 uso do GeoGebra no ensino e aprendizagem da Matematica. Porém,
uma tematica com foco no uso da Historia para o Ensino de Matematica com GeoGebra nao
é destaque na literatura analisada. O que quer dizer que ainda é um tema recente e fértil para

pesquisa como esta proposta, podendo servir de alicerce para outras futuras.

Nesse cenario, justifica-se a realizacdo desta pesquisa doutoral para contribuir com
um campo emergente como esse, buscando promover o didlogo entre Historia da Matemaética
e Tecnologias Digitais, especificamente com um software de Geometria Dindmica como 0
GeoGebra. Assim sendo, surge a pergunta: de que maneira o desenvolvimento Histérico e
Epistemoldgico da Matematica pode ser incorporado ao uso do GeoGebra no ensino e
aprendizagem desta ciéncia? Assim sendo, no seguinte capitulo buscamos responder a esse

guestionamento.
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HISTORIA PARA O ENSINO
DE MATEMATICA COM
GEOGEBRA

2.1 Histdéria da Matematica no/para o Ensino

A Historia da Matemaética tem despertado o interesse de muitos estudiosos e
pesquisadores da Educacdo Matematica, estabelecendo-se para alguns professores como um
fundamento que pode auxiliar o processo de ensino e aprendizagem de Matemaética em sala
de aula. a Historia da Matematica como fundamento, pode dar respostas aos seguintes
questionamentos: (1) Como tornar os alunos mais acessiveis a Matematica que é ensinada?;
(2) Pode a tecnologia apoiar o processo de ensino e aprendizagem da matematica?; (3) Qual
matematica para o ensino? Na tentativa de responder a essas questdes, surgiram pesquisas
que relatam o esforco para criar teorias e métodos para o aperfeicoamento da pratica
pedagdgica, podendo contribuir para o ensino e aprendizagem da Matematica.

Neste trabalho usaremos a Historia da Matematica para apoiar o0 ensino das secdes
conicas, com base nas ideias propostas por Mendes (2022). Ele se refere ao uso da HM
para/no ensino como “exploragdes educativas da historia das ideias produzidas no passado
e como podem ser refletidas na Matematica que ensinamos” (Mendes, 2022, p. 19). De fato,
a Matemaética que conhecemos hoje é um reflexo dos esforcos do homem para resolver
problemas cotidianos e compreender 0 mundo. Desde seus inicios, 0 homem fez inimeras
invencdes para resolver os problemas que surgem em sua vida diaria. Comegando talvez
com a invengdo do fogo para cozinhar e aquecer-se, a criacdo de automaveis e avibes como
meio de transporte para chegar a lugares mais distantes. Esse fato também marcou a evolucao
da Matematica, e pode ser visto refletido na compreensdo do movimento planetario, no uso

do triplo pitagorico para medir o rio Nilo, na criacdo de um sistema de numeracao para fazer

53



contas. E evidente, entdo, que quase todos os avancos da ciéncia sdo reflexo da necessidade
do homem de compreender o mundo ao seu redor e os fendmenos sociais, culturais e naturais
em que esta imerso.

Em suas reflexdes, Mendes (2022) afirma que tais ideias histdricas foram produzidas
para explicar os fendmenos naturais, sociais e culturais, independentemente do contexto no
qual estdo inseridos esses problemas, como a religido, a arte, a matematica, a fisica, etc.

Mendes ainda defende que:

O uso da HM nas aulas de Matematica s terd importancia se exercitamos
uma recriacdo da historia da Matematica, na qual os envolvidos no
processo de aprendizagem reflitam a respeito das estratégias
sociocognitivas (pensamentos e acles), criadas e praticadas ao longo da
histéria humana para explicar e compreender tais fatos matematicos no
contexto sociocultural em que se desenvolveram (Mendes, 2022, p. 19-20).

Nesse sentido, os professores que usem a HM em suas salas de aula tém que refletir com
seus estudantes sobre as estratégias e praticas criadas ao longo da historia humana, e que
podem ser implementadas ainda hoje para explicar e compreender conteldos matematicos
imersos em tais praticas. Assim, promovendo uma possibilidade de um novo método
educativo que procure um ensino e aprendizagem diferenciado, criativo, investigativo, etc.
Ainda Mendes (2022), em suas reflexdes a respeito do tema, reconhece que o estudo de
textos do passado torna-se importante para o ensino de Matematica, na medida que o
professor guie seus estudantes na reconstru¢do das ideias atualmente presentes na
Matematica e que foram constituidas nos livros didaticos, a partir da riqueza do tratamento

dos documentos originais.

Nesse sentido, na sala de aula, se faz necessaria uma readaptacdo das informacdes
histéricas encontradas em diversos materiais que foram escritos e estdo a nosso alcance.
Além disso, hoje em dia o professor dispde de diversos materiais manipulativos, eletrénicos,
aplicativos, etc., que podem apoiar a compreensdao do desenvolvimento dos objetos
matematicos desde seus inicios. Essa compreensdo sobre esses materiais e as tecnologias
disponiveis neste momento podem levar o professor a usa-los como fonte investigativa e, a
partir dai, inovar, (re)criar, (re)inventar, propor e orientar producges didaticas em diferentes
niveis de ensino, procurando um ensino e aprendizagem da Matematica criativo e desafiador,

que foge do tradicional.

54



2.1.1 A Investigacgdo historica para o ensino: uma possibilidade por meio de atividades

Uma alternativa tedrico-pratica que possibilita 0 uso da historia para a criagdo de
atividades didaticas para o ensino de Matematica é a Investigacao Historica. Essa perspectiva
baseia-se na historia e na investigacdo como fontes de geracdo de matematica escolar. Para
Mendes (2006), € possivel adaptar essa perspectiva tedrico-pratica na medida em que
valorizemos e adaptemos as informacdes historicas as necessidades do professor, de modo
que seu uso seja mais produtivo na sala de aula. Ainda segundo Mendes, 0 principio que
articula as atividades de ensino por meio de Historia da Matematica € a investigacao, de
modo que se estabelegca em sala de aula um ambiente criativo, provocador e problematizador
do conhecimento evidenciado na Historia da Matematica.

A utilizacdo de atividades mediadas pela histéria possibilita ao aluno a oportunidade
de perceber como 0s conceitos matematicos constituidos hoje em dia mudaram com o passar
dos tempos, e que 0s mesmos métodos de resolucdo dos problemas matematicos historicos
foram aprimorados até chegarem a forma do conhecimento escolar. De acordo com Mendes

(2001, p. 32), ao usar as atividades mediadas pela Historia da Matematica em sala de aula:

[...] o professor podera usa-la como fonte de enriguecimento pedagogico e
conduzir suas atividades num caminhar crescente, em que o aluno
investigue, discuta, sintetize e reconstrua as nogGes matematicas
anteriormente vistas como definitivas sem que o aspecto histérico tivesse
sido usado para despertar o interesse de quem as aprende [...].

Nesse sentido, é importante que as atividades estejam bem-organizadas numa
sequéncia de ensino. Ainda como destaque, é importante organizar cuidadosamente cada
uma das etapas de ensino, de maneira que se possam alcancar os objetivos propostos pelo
professor. As atividades historicas propostas por Mendes (2006, p. 119) sdo apresentadas
sob trés principais carateristicas: atividades de desenvolvimento, de associacdo e de
simboliza¢do. Em nosso trabalho pretendemos usar a Historia da Matematica através de uma
sequéncia de atividades histdricas que conduza os alunos a redescoberta, mergulhando-os na
historia das se¢fes conicas, buscando reconstruir os passos dados pelos matematicos antigos
de outras épocas para estuda-las. Entéo, as sugestdes para os professores contém alguns dos

indicadores no modelo proposto por Mendes (2006; 2022):

e Conteudo histdrico: nesse item se apresentam as informagdes historicas

referentes a fatos ou problematizacbes do conhecimento matematico. Essas
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informagdes servem de suporte para o desenvolvimento da atividade investigativa
para conduzir o estudante & compreensdo e aprendizagem desse conhecimento
matematico;

e Material a ser utilizado: trata-se de qualquer material a ser utilizado para a
realizacdo da atividade. No caso das atividades produzidas neste trabalho, sera o
software de geometria dinamica o GeoGebra

e Procedimentos operacionais: trata-se da orientacdo aos professores no sentido
de desenvolver as atividades investigativas atraves de etapas que os conduzam a
uma compreensao total;

Como ja foi descrito anteriormente, o material utilizado para produzir as atividades neste
trabalho serd o software de geometria dindmica GeoGebra. Nesse sentido, apresenta-se, a

seguir, as potencialidades desse software e a justificativa de sua escolha.

2.2 O GeoGebra como um Ambiente de Geometria Dinamica para o Ensino
Ambiente de Geometria Dinamica

Nas ultimas décadas, a sociedade passou por uma grande mudanca devido a
incorporacéo das tecnologias digitais. Essas tecnologias influenciaram todas as areas em que
0 ser humano se desenvolve. A comunicacdo € um exemplo disso. Hoje em dia as
informac@es dos eventos que acontecem no mundo chegam mais rapido as pessoas através
da internet, radio, televisao, smartphone, etc. Os empregos também foram influenciados pela
tecnologia, gracas ao desenvolvimento de software, aplicativos que ajudam a aprimorar o
trabalho de forma eficaz, por exemplo, o desenvolvimento de 1A (inteligéncia artificial). A
educacdo também foi impactada pelas tecnologias digitais com a criacdo das calculadoras, o

desenvolvimento dos computadores e da internet.

Assim, 0 pensamento acerca do conteudo matematico, dos materiais curriculares e as
metodologias de ensino passaram a ter uma influéncia importante ao redor das tecnologias.
Foram cridos softwares que auxiliam o ensino de geometria, algebra, calculo e estatistica,
possibilitando uma nova forma de abordar o contetdo matematico em todos 0s niveis de
educacdo. No caso daqueles softwares referentes a geometria, passaram a ser designados
coletivamente por Geometria Dindmica (DG), termo originalmente cunhado por Nick Jackiw
e Steve Rasmussen. Esse tipo de software fornece certos objetos primitivos, que sdo aqueles

que ddo base para a construgcdo dos conhecimentos geométricos (ponto, reta, planos),
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ferramentas bésicas: (1) que constroem um objeto geométrico (circunferéncia, poligono,
segmento); (2) auxiliam na construcdo do objeto geométrico, por exemplo, uma reta
perpendicular a uma reta | através do ponto P, assim como a reflexdo através de um ponto
ou reta. Também permite medir o cumprimento de um segmento, a area de um poligono ou

circulo.

A carateristica principal que distingue a geometria dindmica e a transformacéo
continua em tempo real, frequentemente é chamado de “arrastamento”. Segundo Goldenberg
e Cuoco (1998, p. 349), essa carateristica permite ao usuario deslocar livremente os
elementos de uma construgdo e observar como outros elementos respondem dinamicamente
as condicOes alteradas, @ medida em que esses elementos sdo movidos por todo o plano.
Além disso, na medida em que a construcdo é bem-feita, ou seja, baseada na teoria
geométrica, o software mantém todas as relacfes que foram especificadas como restri¢cdes
essenciais da construcdo original, e todas as relagdes que sdo consequéncias matematicas
dessas. Os softwares de geometria dindmica (SGD) que foram amplamente usados pelos

professores sdo: 0 Geometer's Sketchpad, o Cabri Geometry Il, o Cindirrella, 0 GeoGebra.

Nesse contexto, uma discussdo que veio a tona com o uso dos SGD foi a distingédo
entre desenho e construcdo de uma figura geométrica, ja que antigamente, quando
construiamos objetos geométricos com lapis, papel e outras tecnologias, como régua e
compasso, ou seja, hum entorno estatico, tais discussdes ndo eram necessarias (Gadanidis;
Borba; Silva, 2014). Nesse sentido, Laborde (1997) define o desenho como uma
representacdo possivel do objeto geométrico, que também possui outras propriedades que
ndo sdo exigidas pelas propriedades definidoras da figura geométrica, enquanto uma
construcdo € uma figura geométrica que, no decorrer do deslocamento de um de seus
elementos, preserva as propriedades espaciais que respondem pelas propriedades
geométricas do objeto que esta representando. Dessa forma, a exigéncia de comunicar ao
programa um procedimento de construcdo geométrica permite caracterizar o0 objeto

geométrico.

Assim, em alguns desafios das atividades historicas descritas neste trabalho, os
alunos terdo que construir um “desenho dinadmico”. Segundo Laborde (1997), esse é um
desenho feito em um ambiente dindmico, que evoca uma certa teoria geometrica e preserva
as propriedades espaciais que foram declaradas em sua construcdo, ap0s ser arrastado por

seus elementos livres. No nosso caso, consideramos como desenho dinamico aquele desenho
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feito na interface do GeoGebra, tanto no 2D como no 3D, que foi construido com as
ferramentas do software, considerando a teoria geométrica que esta subjacente e as

propriedades espaciais que lhe foram atribuidas.

O GeoGebra foi criado por Markus Hohenwarter, em 2002, como um software de
geometria dindmica e Algebra no plano. Rapidamente, os recursos do software se
expandiram para outras areas da Matematica, como o célculo, a estatistica, a geometria no
espaco etc. Desde 2002, a expansdo do GeoGebra tornou-se um fenémeno de popularidade
devido ao seu facil acesso e dinamismo como ferramenta matematica poderosa para aprender

e criar conhecimento matematico. O GeoGebra se define como:

Um software matematico gratuito para educacdo em todos os niveis,
disponivel em varias plataformas. Ele reline dinamicamente aritmética,
geometria, algebra e célculo, e até mesmo recursos de probabilidade e
estatistica, em um Unico conjunto que é tdo operacionalmente simples
quanto poderoso. Ele oferece diversas representacfes de objetos de cada
uma de suas perspectivas possiveis: visualizagdes graficas, algébricas
gerais e simbolicas, estatisticas e de organizacdo em tabelas e planilhas
(Hohenwarter, 2014).

Assim, O GeoGebra possui uma ampla versatilidade para abordar contetdos
matematicos que possam apoiar as aulas de Matematica de forma mais dinamica. No entanto,
no decorrer desta pesquisa pode surgir a seguinte questao: por que selecionamos o GeoGebra
e ndo outro SGD? De fato, existem muitos softwares desenvolvidos nos ultimos tempos que
j& foram mencionados, mas o GeoGebra ¢ especial em muitos aspectos. O fundamento
matematico descrito por seu criador corresponde com nosso interesse investigativo, ou seja,

as relagdes geométrico-algébrico que se possam estabelecer de um objeto matematico.

Ao falar dessa fundamentacdo tedrica do GeoGebra, é inevitavel olhar a dissertagdo
do mestrado do seu criador, Markus Hohenwarter, intitulada “GeoGebra Ein Softwaresystem
fiir dynamische Geometrie und Algebra der Ebene”, na traducdo ao portugués “GeoGebra
Um sistema de software para geometria dindmica e dlgebra plana”. Na dissertacao,
Hohenwarter apresenta o programa GeoGebra, sua fundamentacdo matematica e
computacional, assim como uma aplicacdo do software para alguns problemas de
Matematica. O objetivo da dissertacdo foi bastante claro: “um programa de computador

chamado GeoGebra que pode ser utilizado para aulas de geometria, que cria uma conexdo
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entre software de geometria dindmica e algebra computacional para o tratamento de objetos

geomeétricos no plano” (Hohenwarter, 2002).

Como uma justificativa para a criacdo de seu programa, Hohenwarter expde o pano-
rama geral sobre os dois tipos de softwares educacionais que conectam os campos da geo-
metria e da algebra e sdo utilizados para o ensino e aprendizagem da Matematica. Por um
lado, existe o software de geometria dinamica (SGD), que permite aos usudrios criarem e
modificarem constru¢des geométricas elementares, de tal forma que suas relagdes posicio-
nais mutuas (por exemplo, perpendicular, paralela) sejam mantidas porque a manipulagdo de
um objeto também modifica os objetos dependentes dele. Alguns exemplos sdo: o Cindere-
lla, o Cabri-Géometre 2D e 3D, o Geometer's Sketchpad, etc. Alguns programas de geome-
tria dindmica, por exemplo, o Cabri, ainda fornecem recursos algébricos basicos, exibindo
as equacdes de linhas ou se¢des conicas, bem como outras expressdoes matematicas. Porém,

o usuario ndo pode modificar essas equagdes diretamente.

Por outro lado, existem sistemas de algebra computacional (CAS) que realizam sim-
bolicamente algebra, geometria analitica e calculo (por exemplo, Derive, Maple, Mathema-
tica, etc.). Usando equacdes de objetos geométricos, um sistema de algebra computacional
pode decidir sobre sua posicao relativa entre si e exibir suas representacdes graficas. Muitos
sistemas de algebra computacional também sdo capazes de plotar equacdes explicitas e, as
vezes, até mesmo implicitas. Geralmente, a representacdo geométrica dos objetos ndo pode

ser modificada diretamente pelo usuario.

O GeoGebra, por sua vez, ¢ uma tentativa de unir esses dois tipos de software, em
que geometria, algebra e calculo sdo tratados como parceiros iguais. O software oferece duas
representacoes de cada objeto: (1) algebricamente, usando coordenadas, equacdes ou repre-
sentacdo paramétrica e (2) geometricamente, como o conjunto de solucdes associado
(Hohenwarter, 2002, p. 3-4). Como destaque, agora o usudrio pode modificar diretamente as
representacdes geométricas e algébricas. A representagdo geométrica pode ser modificada
arrastando-a com o mouse, enquanto a representacao algébrica desse mesmo objeto ¢ alte-
rada dinamicamente. Por outro lado, a representacdo algébrica pode ser alterada usando o
teclado, fazendo com que o GeoGebra ajuste automaticamente a representagdo geométrica

relacionada.
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Essa nova conexdo dinamica bidirecional entre multiplas representagdes de objetos
matematicos abre uma ampla gama de novas possibilidades de aplicagdo de software de ma-
tematica dinamica para ensinar ¢ aprender Matematica, a0 mesmo tempo em que promove a
compreensdo dos conceitos matematicos pelos alunos de uma forma que nao era possivel ha
alguns anos (Preiner, 2008). Ainda Hohenwarter (2002) apresenta toda a teoria geométrica,
algébrica e computacional na qual ele se baseou para criar o programa. Neste trabalho ndo
entraremos em detalhes com toda essa matematica descrita para criar o GeoGebra, nosso
maior interesse, de acordo com os objetivos da pesquisa, estd nessa relagdo bidirecional das
representacdes de um objeto matematico descrito acima. Preiner (2008, p. 61-63) expode al-
gumas razodes para escolher o GeoGebra como recurso tecnologico para o ensino e aprendi-

zagem da Matematica. A seguir, discutimos algumas delas.

e Muiltiplas representagdes: o GeoGebra fornece multiplas representacdes de
objetos matematicos que potencialmente promovem a compreensao dos alunos
sobre conceitos matematicos (Duval, 1999). As representagdes algébricas nu-
méricas de objetos sdo exibidas na janela de algebra, e as representacdes grafi-
cas desses objetos sdo exibidas na janela de visualizagao.

e Conexao bidirecional: No GeoGebra a necessidade de uma relagao bidirecio-
nal de geometria dindmica e 4lgebra computacional foi percebida. As diferentes
representacdes de objetos matematicos sdo conectadas dinamicamente, permi-
tindo que o GeoGebra adapte cada representacdo as modifica¢des de sua con-
traparte.

e Manipulaveis virtuais: o GeoGebra permite a criacdo de materiais instrucio-
nais interativos baseados na web, chamados de planilhas dinamicas.

e Comunidade internacional de usuarios: o GeoGebra conta com uma comu-
nidade internacional de professores e pesquisadores, que cria e compartilha
materiais de ensino de Matematica e Ciéncias que podem ser baixados e usados

por professores de todo o mundo.

Diante de tudo o que foi exposto até agora, o uso do GeoGebra promete ser eficaz
para o ensino e aprendizagem da Matematica. Nesse sentido, Prieto (2016) apresenta uma
categorizacdo do uso da aplicagcdo do GeoGebra em situacdes de ensino e aprendizagem da
Matematica, baseado na perspectiva de Hohenwarter y Fuchs (2004), conforme Prieto
(2016):
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Como ferramenta de visualizagdo: o GeoGebra pode ser usado para oferecer
uma perspectiva dinamica de conceitos e relacdes matematicas, a partir de
mualtiplos registros de representacdo (Dikovic, 2009; Preiner, 2008). Dessa forma,
0S sujeitos tém a possibilidade de \ “ver” e \ “explorar” conhecimentos
matematicos, muitas vezes inacessiveis com outros dispositivos;

Como ferramenta de construcdo: o GeoGebra permite a criagdo e a
manipulacdo de construcbes geométricas em 2D e 3D, com altos niveis de
liberdade e consisténcia, favorecendo o estudo de objetos de geometria euclidiana
e analitica (Liste, 2008, p. 12);

Como ferramenta de descoberta: o uso adequado do GeoGebra pode favorecer
a descoberta de padrdes, regularidades ou invariantes matematicos (por exemplo,
invariantes geométricos) nos objetos exibidos em sua interface, 0 que aproxima
o0s alunos do conhecimento matematico institucionalizado;

Como ferramenta de representacdo e comunicacdo do conhecimento
matematico: o GeoGebra oferece aos professores um ambiente amigavel para o
desenvolvimento de materiais dindmicos, através dos quais eles podem
representar e comunicar conceitos matematicos e relacionamentos com seus

alunos.

Essa categorizacdo apresentada por Prieto (2016) permite uma visdo mais ampla de

como os professores podem utilizar o GeoGebra em suas aulas com diferentes propdsitos.

Nossa intengdo é que 0 GeoGebra possa ser utilizado com uma ou duas dessas caracteristicas

nas atividades historicas. Para criar as atividades historicas nos usamos o GeoGebra Classico

6, que pode ser usado em computadores, tablet, smartphone (Figura 1).
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Figura 1. Interface do GeoGebra
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+ Campo de entrada

Janela de algebra

Janela de Vispalizacio 2D

Fonte: Elaboracéo pela autora

Os resultados discutidos neste capitulo evidenciam que a interse¢do entre Historia da
Matematica e Tecnologias Digitais, especialmente com o uso do GeoGebra, amplia as pos-
sibilidades pedagdgicas no ensino de Matematica. A histdria, ao ser utilizada como um aci-
onador cognitivo, mostrou-se um recurso potente para estimular o pensamento critico e cri-
ativo dos estudantes, promovendo uma compreensao mais aprofundada dos conceitos mate-
maticos. Paralelamente, 0 GeoGebra demonstrou ser um ambiente dindmico que favorece a
interacdo entre 0s aspectos historicos e a pratica matematica contemporanea, possibilitando

novas abordagens didaticas.

Dessa forma, este capitulo reforca a importancia de integrar a Histéria da Matematica
e as Tecnologias Digitais no ensino, abrindo caminho para investigaces que explorem essa
articulacdo em diferentes contextos educacionais. A analise realizada contribui para a cons-
trucdo de uma perspectiva mais ampla sobre o ensino de Matematica, destacando que a his-
toria e a tecnologia ndo devem ser vistas como elementos isolados, mas sim como compo-

nentes complementares que enriquecem a aprendizagem.

Dando continuidade a investigacao, o préximo capitulo se volta para a evolucgéo his-
torica das Conicas e sua relagdo com a Geometria Analitica. Busca-se compreender como a
transicdo das formulacBes geométricas para as representacOes algebricas pode contribuir
para o ensino dessa area, sistematizando um desenvolvimento historico e epistemologico das

Conicas e analisando suas implicacdes didaticas.
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3

UMA HISTORIA SOBRE AS CONICAS COM
UMA ABORDAGEM DO GEOMETRICO AO
ALGEBRICO

Este capitulo apresenta uma revisdo analitica-epistemoldgica sobre as secfes
conicas: Parabola, Elipse e Hipérbole. Estabelecemos uma sequéncia historica sobre os
estudos dessas curvas, partindo de seus inicios com as contribuic@es por parte de Menécmo®
(380 a.C. -320a.C.), considerado o descobridor das cénicas, e Apolénio de Perga (262 a.C.-
194 a.C.), com aprofundamento das secBes cOnicas e uma abordagem geométrica para
determinar as equacles das se¢Oes conicas a partir de sua definicdo de lugar geométrico.
Nossa intencdo neste capitulo é argumentar que, nesse desenvolvimento historico-
epistemoldgico apoiado nas ideias desses matematicos, podem se delinear correlacdes

geométricas-algébricas.

Diversas fontes secundérias e terciarias foram consultadas para esta revisdo analitica-
epistemoldgica, tais como livros, tese, dissertacdes e artigos que descrevem o estudo das
secdes cobnicas. Iniciaremos com a origem das cOnicas que, segundo a Histéria da
Matematica estd no problema da duplicacdo do cubo. Em sequéncia, falaremos do
desenvolvimento da Parabola, Elipse e Hipérbole, conforme a sequéncia estabelecida no
paragrafo anterior.

3.1 Uma histdria sobre as se¢des conicas

Nesta secao, apresentamos uma sistematizacgéo da histdria das Coénicas com base nas
contribuicdes de diversos historiadores da Matematica (Collette, 1985; Boyer, 1997; Estrasa;

S&; Queird; Costa, 2000). Nosso objetivo é articular essas perspectivas histéricas com

8 N&o existe uma Unica forma de escrever o nome deste matematico nas fontes consultadas. Constam:
Menéacmo, Menaecmus, Menécmo, entre outros. Neste trabalho nos referiremos ao mateméatico como
Menécmo.
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reflexdes proprias, buscando oferecer uma visdo coesa e acessivel sobre o desenvolvimento
das conicas ao longo do tempo. Para manter a fluidez do texto e evitar um excesso de
referéncias que possa comprometer a clareza da leitura, citamos pontualmente os autores nos

trechos em que suas contribuicdes sdo diretamente discutidas.

Vérios historiadores (Collette, 1985; Boyer, 1997; Estrasa; S&; Queird; Costa, 2000)
atribuem a origem das se¢des conicas a Menécmo, por meio de sua resolucdo do problema
da duplicagdo do cubo, também chamado de “problema de Delos”. Segundo Lopes (2011) o
referido problema foi declarado da seguinte maneira: dada a aresta de um cubo, construir
com 0 uso da régua e compasso a aresta de um segundo cubo cujo volume seja o dobro do
primeiro. Aunado a isso, Lopes (2011) expressa que Hipocrates de Chios (470-410 a.C.)
demonstrou que resolver o problema da duplicacdo do cubo equivale a resolver o problema
de inserir duas médias proporcionais entre dois segmentos. Entdo, se considerarmos um cubo

de segmento a, determine dois segmentos x e y que Sao proporcionais, tais que:

Se considerarmos a notacdo atual, duas das trés igualdades a seguir devem ser

resolvidas:

X

%:— = x%2=ay(11)

<

z :§ = y?=2ax (12)

X

=2 = x-y=2a%(13)

X 2a

Nesse sentido, Lopes (2011, p. 34) afirma “que representam parabolas nos dois
primeiros casos e hipérboles no terceiro”. Portanto, 0s segmentos procurados Sao
determinados pela intersecdo de quaisquer duas dessas trés conicas. Em sua busca para
resolver esse famoso problema, Menécmo da Academia Platbnica — o mais famoso dos
discipulos de Eudoxo e professor de Aristoteles e Alejandro Magno — descobriu uma familia
de curvas adequadas que foram chamadas de “Triade de Menécmo”, obtidas pelo mesmo
método, ou seja, de um plano que corta perpendicularmente a geratriz de trés tipos de cones

retos, dependendo do angulo no vértice do cone: agudo, reto ou obtuso.
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Que em suas origens as conicas deveriam ser obtidas de trés cones diferentes se deve
ao fato de que, na Grécia dos seculos IV e 111 a.C., um cone era um sélido gerado pela rotacdo
de um triangulo retangulo em torno de um de seus catetos. Portanto, naquela época, apenas
0s cones retos de uma unica folha eram considerados (Collette, 1985). Dessa forma, as
conicas foram classificadas de acordo com o tipo de cone com o qual séo produzidas. Assim,
segundo Silva Filho (2015), foram denominadas secéo de cone de angulo reto ou Orthotome,
hoje conhecida como parabola (Figura 2a); secdo de cone de angulo agudo ou Oxytome, a
elipse (Figura 2b), e secdo de cone de angulo obtuso ou Amblytome, a hipérbole (Figura 2c).
E importante mencionar que, por serem considerados apenas cones de uma unica folha,

pdde-se observar apenas um Unico ramo do Amblytome.

Figura 2. Cone, curvas e representacdo plana do triangulo gerador, segundo

Menécmo

(@) Orthotome

(b) Oxytome
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(c) Amblytome
Fonte: Lopes (2011, p. 36)

A partir dessas defini¢bes, Lopes (2011) expressa que 0s gregos estabeleceram a
férmula matematica que caracteriza a conica. Essa formula era baseada na relacéo entre dois
segmentos perpendiculares situados no plano da curva. Na linguagem matemaética atual,
esses segmentos correspondem a abscissa e a ordenada de um ponto da curva em questéo.
Os gregos chamavam de symptome® dessas curvas aquela expressdo matematica que se
obtinha através da semelhanca de tridngulos na representacdo planar do triangulo, gerado a
partir de cada tipo de cone. Assim, Menécmo usaria 0s conhecimentos geometricos que
seriam familiares aos matematicos da Academia Platonica para mostrar a familia de curvas

em seus estudos.

Durante mais de 150 anos, as curvas introduzidas por Menécmo eram conhecidas a
partir da descri¢do da forma em que foram descobertas, ou seja, através da perifrase, secao
(perpendicular a uma geratriz) de um cone angulo agudo, retangulo ou obtuso. Isso mudou
com a publicac¢ao da obra “As Conicas”, de Apolonio de Perga. Ele foi um dos matematicos
gue mais se destacou em seu tempo produzindo trabalhos notaveis que influenciaram a
Matematica atual. O apelido de Grande Gedmetra foi devido as suas diversas obras sobre a
geometria, que se caracterizavam pelo rigor matematico nos textos, estudo exaustivo do tema

abordado e ideias sofisticadas.

Entre os diversos tratados, apenas dois chegaram até nés de forma quase completa:
(1) Dividir segundo uma razéo e (2) As conicas. Este dltimo é, sem divida, sua obra mais

notavel, composta por oito volumes e cerca de 400 proposicdes. Nele, o autor realiza uma

® Que quer dizer sintoma.
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andlise aprofundada sobre as se¢fes conicas, reunindo todo o conhecimento disponivel na
época e acrescentando descobertas inéditas, o que consolidou As Cdnicas como o tratado
mais relevante sobre o tema até entdo. Dos oito volumes originais, sete foram preservados
— quatro em grego e trés por meio de uma traducao para o arabe feita por Thabit Ibn Qurra
(Lopes, 2011).

Apoldnio fez importantes contribui¢Bes para as se¢bes conicas. Uma delas € o tipo
de cone usados para gerar a curva. Como foi mencionado anteriormente, antes de Apolénio
as conicas eram obtidas como se¢des de trés tipos de cone circular reto. O gedmetra mostrou
sistematicamente pela primeira vez que ndo é necessario tomar se¢des perpendiculares a
geratriz de um cone, e que de um Unico cone podem ser obtidas todos os trés tipos de se¢des
conicas, simplesmente variando a inclinacdo do plano da secdo. Uma segunda ampliacédo
conceitual relacionada ao cone foi a demonstracdo de que ele ndo precisa ser,
obrigatoriamente, reto — podendo assumir formas obliquas ou escalenas. Outra importante
contribuicdo de Apolonio foi a introducdo do cone duplo em substituicdo ao cone de uma

Unica folha.

Dessa maneira, as definicdes referentes ao cone encontram-se no livro | das Conicas,
as 8 primeiras definicGes relativas a geracdo das superficies e do volume dos cones retos e
obliquos, dos didametros conjugados e dos eixos das linhas curvas. Seguem trés definicdes
referentes ao cone descritas pelo Apolonio:

Definicdo 1: Se de um ponto ndo localizado no plano de uma circunferéncia for
tracada uma linha reta prolongada em ambas as direcdes e, permanecendo o ponto fixo, a
linha feita percorre a circunferéncia até retornar ao ponto de sua posicao inicial, chamo de
“superficie conica’ aquela que, descrita pela reta, é composta por duas superficies opostas
no vértice que se estendem até o infinito, igual a reta geradora; e chamo o ponto fixo de

“vertice” da superficie, e a reta tracada por ele e o centro do circulo de “eixo” (Eecke,

1963 p.3).

Definicdo 2: Chamo de “cone” a figura delimitada pelo circulo e pela superficie
conica situada entre o vértice e a circunferéncia do circulo; “vértice” do cone o ponto que
¢é o proprio vértice de sua superficie; “eixo” do cone a linha tra¢ada do vértice ao centro

do circulo; e a “base” o circulo (Eecke, 1963 p.4).
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Definicdo 3: Dentre os cones, chamo de retos aqueles que tém o0s eixos
perpendiculares as bases, e obliquos a aqueles que ndo tém os eixos perpendiculares as
bases (Eecke, 1963 p.4).

Figura 3. Cone reto segundo Apoldnio

: Eixo do cone

Vértice do cone

Fonte: Elaborado pela autora

Outro avanco significativo trazido por Apoldnio no estudo das conicas foi a
introducdo dos nomes Parabola, Elipse e Hipérbole. Por cerca de 150 anos, essas curvas
eram identificadas de acordo com a forma do cone em que eram geradas: se¢do de cone
acutangulo (axytome), secdo de cone retangulo (orthotome) e secdo de cone obtusangulo
(amblytome). Porém, Apol6nio ndo inventou esses nomes, ele aplicou no estudo das conicas
uma terminologia desenvolvida pelos pitagdricos que era empregada nas aplicacGes de area
da geometria grega. Os nomes dessas aplicacdes se justificam pelo fato de que a palavra
pardbola indica igual; a palavra elipse vem de ellipsis e significa falta, e a palavra hipérbole,

vem de hyperbola, querendo dizer excesso (Silva Filho, 2015).

Com base nas definicbes propostas por Apol6nio, as cbnicas passaram a ser
compreendidas sob uma nova perspectiva. Para caracterizar as trés curvas, o gedmetra
iniciou cortando o cone por um plano que passava pelo seu eixo. A linha resultante da
intersecdo entre esse plano e a base do cone é o didmetro BC. O tridngulo formado,
denominado triangulo axial, é o triangulo ABC. A partir disso, a parabola, a elipse e a
hipérbole sdo definidas como as curvas obtidas pela intersecdo do cone com planos
especificos que cortam o segmento BC ou sua extensdo, ao longo de uma reta EF. Logo, a
reta AS € a intersecdo dos cortes planos com o triangulo axial. As conicas sdo definidas,

entdo, da seguinte forma (Lopes, 2011, p. 41):

e SelSé paralelo ao lado do triangulo axial, a secao € uma parabola (Figura 4);
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e Se IS interceptar ambos os lados do tridngulo axial, a se¢do é uma elipse
(Figura 5);

e Se IS interceptar um dos lados do tridngulo axial e o prolongamento do outro
lado dado além de A, a secdo é uma hipérbole. Nesta situacdo, existem dois
ramos da curva, ao contrario da hipérbole gerada pelo cone de angulo obtuso
(Figura 6).

Figura 4. A parabola segundo Apolénio

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 5. A elipse segundo Apolénio

Fonte: Elaborado pela autora
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Figura 6. A hipérbole segundo Apol6nio

Fonte: Elaborado pela autora

Apolbnio determinou o symtome (a expressdo matematica) da curva utilizando um
método semelhante ao adotado por seus antecessores. Para isso, ele escolhia um ponto
arbitrario K sobre a curva e tracava, por esse ponto, um plano paralelo a base do cone (Lopes,
2011).

Durante muito tempo, as conicas foram estudadas a partir de uma abordagem
puramente geométrica. I1sso mudou com o nascimento da Geometria Analitica, que permitiu
uma nova abordagem dessas curvas que se estabelece até hoje. Segundo estudiosos da
Histéria da Matematica, a Geometria Analitica nasceu num periodo histérico,
especificamente no século XVII. Nesse periodo, houve um auténtico surgimento de novos
ramos da Matematica, por exemplo, o Célculo Infinitesimal'® a Teoria dos NGmeros e a
Geometria Projetiva. E uma época em que foi alcancado o grau maximo de recuperacio e
assimilacdo do legado matematico grego. O nascimento da Geometria Analitica é atribuido
aos franceses René Descartes (1596 - 1650) e Pierre de Fermat (1601-1665).

Durante esse periodo houve grande interesse pelo mundo matematico classico dos
gregos. Por um lado, houve os impressionantes resultados obtidos e, por outro, os métodos
de descoberta da matematica grega. E nesse contexto que a época é dominada pela
reconstrucdo das obras perdidas da antiguidade, especialmente as de Apol6nio, talvez
motivada pela conjectura de que, reconstruindo os livros perdidos, poderia ser descoberto o

procedimento utilizado pelos gregos para obter seus resultados brilhantes, ou seja, “o

10 Em seu duplo aspecto diferencial e integral.
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método”, que nunca haviam revelado. Nesse sentido, Fermat assumiu a tarefa de reconstruir
os Lugares Planos de Apol6nio*!, com base nas referéncias contidas na Cole¢ido Matematica
Pappus, que deu origem a sua obra Introducéo aos lugares geométricos de curvas planas e
sélidast?, conhecida como Isagoge, onde estd a Geometria Analitica de Fermat. Por sua vez,
Descartes criou um método que levaria ao conhecimento das verdades absolutas, baseado
exclusivamente na razdo. Em suas palavras: “buscar o verdadeiro método para conhecer
todas as coisas de que meu espirito é capaz” (Descartes, 2018, p. 80). A intencionalidade de
Descartes estaria refletida até no titulo da obra da qual A Geometria faz parte, denominada
O Discurso do Método?®, na qual expressa, de forma clara e distinta: “o método para

direcionar corretamente a razao e buscar a verdade nas ciéncias”.

As Geometrias Analiticas de Descartes e Fermat surgem, justamente, do interesse de
ambos pela metodologia. Segundo Urbaneja (2007), “Tanto A Geometria de Descartes como
a Isagoge de Fermat estdo baseadas na Geometria Grega, mas consideram uma tarefa
essencial encontrar métodos novos, mais simples, mais operacionais, mais decisivos e,
sobretudo, mais gerais”. Alem disso, Descartes e Fermat utilizam a algebra geométrica de
Francois Viete (1540-1603), expressa em sua obra Introdugéo a Arte Analitical®. Nesse
trabalho, Frangois Viéte estabeleceu uma ligacdo entre Algebra e Geometria, obtendo as
equacBes que correspondem a diversas construcbes geométricas, para problemas
geomeétricos especificos, utilizando apenas equagdes especificas, em que a variavel, embora
seja uma incognita, € uma constante fixa para determinar (Urbajena, 2007). Assim, Descartes
e Fermat desenvolvem essa ideia para problemas geométricos indeterminados, considerando

equacdes indeterminadas em variaveis continuas representando segmentos geométricos.

O principio fundamental da Geometria Analitica considera que equagdes
indeterminadas em duas incdgnitas correspondem a lugares geomeétricos, geralmente curvas,
determinados por todos 0s pontos cujas coordenadas relativas a dois eixos satisfazem a
equacdo. Descartes, no Livro Il da A Geometria, expressa um aspecto dessa ideia: “Para
encontrar todas as propriedades das retas curvas basta conhecer a relacdo que todos 0s seus
pontos tém com os das retas [...]”. Por sua vez, Fermat complementa a ideia de Descartes

quase no inicio da Isogage: “Sempre que duas incognitas sdo encontradas em uma equagio

11 Em latim, Apolonii Pergaei libri duo de locis planis restituti.

12 Em latim, Ad Locos Planos et Solidos Isagoge.

13 Discours de la méthode pour bien conduire sa raison, et chercher la vérité dans les sciences.
14 In artem analyticem isagoge.
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final, existe um lugar geométrico, com o final de uma delas descrevendo uma linha reta ou

curva”.

Em ambas as sentencas sdo estabelecidos os fundamentos da Geometria Analitica,
ou seja, a relagdo que liga os segmentos ou “retas” que funcionam como coordenadas dos
pontos de uma curva, ou a equacdo da curva, um elemento essencial para desvendar as
propriedades e elementos da curva. A equacgéo da curva faz uma transicdo da Geometria para
a Algebra, que, pela sua natureza operacional, permite, através de céalculos e resolugdo de
equacOes, regressar a Geometria, para encontrar e resolver questdes geométricas, para que
se estabeleca uma correspondéncia entre as propriedades algébricas da equacdo e as
propriedades geométricas da curva associada (Urbaneja, 2007).

Descartes elabora um potente método analitico-sintético para os problemas
geométricos, cuja solucdo seja um lugar geométrico (caso do problema de Pappus),
utilizando a algebra como instrumento algoritmico. Porém, segundo Aymemi (2009),
Descartes usa a algebra para resolver problemas geométricos e, assim, obtém uma solucéao
algébrica, mas ainda acredita que um problema geométrico exige uma solugdo geométrica
representavel graficamente. A algebra é, portanto, uma ferramenta Util, mas o objetivo ainda
é a geometria desenhada no papel. Por sua vez, Fermat estabelece que uma equacao algébrica
em duas incognitas define, em relacdo a um sistema de coordenadas, um lugar geométrico
de pontos, ou seja, uma curva. Assim, ao ligar os trabalhos de Apolénio e Francois Viéte,
Fermat concebe a sua Geometria Analitica que estabelece uma ponte eficaz entre a
Geometria e a Algebra, que lhe permitira associar curvas e equacdes, a partir da aplicacdo
da Andlise Algébrica de Frangois Viéte aos problemas de lugares geométricos de Apolonio
e Pappus, definido, num sistema de coordenadas, por uma equacéo indeterminada em duas

incégnitas.

De um modo geral, pode-se dizer que a invencdo da Geometria Analitica por
Descartes consiste na extensao da Arte Analitica de Frangois Viete a construgdo geométrica
de solucbes de equacdes indeterminadas, enquanto para Fermat foi o estudo dos lugares
geométricos atraves da Arte Analitica de Frangois Viete. Nesse sentido, digamos que,
enguanto Descartes parte da curva correspondente a um lugar geométrico, da qual deriva a
equacao do lugar, ou seja, resolve problemas geométricos atraves da construcao da solugéo
geométrica das equacdes, Fermat parte inversamente de uma equacéo algébrica da qual séo

derivadas as propriedades geométricas da curva correspondente (Urbaneja, 2007).
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E nessa dire¢do da geometria analitica que os estudos das secBes conicas continuaram
até o que conhecemos hoje, ou seja, como lugares geométricos que atendem a determinadas
condicdes pertencentes a um plano cartesiano. Nesse sentido, o estudo realizado sobre as
secdes conicas nas subsecOes seguintes partira da descoberta delas por Menécmo, do estudo
de Apoldnio sobre essas curvas e de um estudo geométrico das se¢des conicas a partir de sua
defini¢cdo como lugar geométrico.

3.2 A trajetoria matematica da Orthotome a Parabola

Iniciaremos este recorrido historico- epistemoldgico da Parébola trazendo as ideias
produzidas por Menécmo para obter o symptome da Orthotome, ja que, como foi dito nos

paragrafos anteriores, a descoberta dessas curvas atribui-se a esse matematico grego.

Segundo Estrada et al. (2000), Menécmo considerou um cone circular reto apoiado
sobre o plano  que possui um angulo reto no vértice A. O segmento BC é o diametro da
circunferéncia c da base do cone. O ponto F esta sobre a geratriz AC e por ele trace um plano
a perpendicular a AC. Da intersecdo do cone com o plano a obtemos a curva p, que
Menécmo chamou de Orthotome. Além disso, o ponto O é o centro do cone. Agora temos
um ponto K sobre a curva p que seja diferente de F e por esse ponto incidiremos o plano 8
paralelo ao plano m. A interse¢do do cone com o plano S é a circunferencia g. A interse¢do
de g com as geratrizes AC e AB s&o 0s pontos N e M, respectivamente. Temos entdo que o

segmento MN € o didmetro de g (Figura 7).

Figura 7. A Orthotome

Fonte: Elaborada pela autora a partir de Silva Filho (2015)
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A intersecéo entre a curva p e a circunferéncia ¢ sdo 0s pontos J e G e a intersecéo
de p com g sdo os pontos P e Q. Seja E 0 ponto médio dos pontos J e G. Por simetria 0s
segmentos MN e PQ sdo perpendiculares e a intersecao entre eles é o ponto D. Como MN e
diametro de g, temos que o triangulo KM N inscrito na circunferéncia g é retangulo e tem o

segmemto MN como hipotenusa e KD € a altura relativa a hipotenusa (Figura 8).

Figura 8. KD é a media proporcional entre DM y DN

(D
K

Fonte: Elaborado pela autora

A partir da figura 18, observe que o tridngulo AMKN é retangulo em K e o tridngulo
AMKN é semelhante aos triangulos AMDK e ANDK. Os triangulos AMDK e ANDK sao
semelhantes, entdo podemos dizer que:

DM _ DK
DK DN

)

Dessa forma, KD é a média proporcional® entre DM y DN, portanto, podemos escrever o
seguinte:

KD?=DM.DN (2.1)

Observe que FD e KD sdo segmentos perpendiculares e podem ser vistos como a
abscissa e a ordenada do ponto K, respectivamente. Assim, a expressdo matematica
associada a cada curva é obtida pela relacéo entre KD e FD (Lopes, 2011). Como o cone €
ortogonal, o triangulo retangulo que gera o cone tambem ¢é isosceles, portanto, 0s segmentos

FD e AB sdo paralelos (Estrada et al., 2000). Em seguida, desenhe uma reta paralela a MN

15 Um segmento é a média proporcional de dois outros segmentos, quando ocupa as duas médias ou os dois
extremos da mesma proporcao.
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e chame S e Z os pontos de intersecdo desse paralelo com a geratriz AB e com 0 eixo do
cone AO respectivamente (Figura 9).

Figura 9. Vista frontal da Orthotome segundo Menécmo
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Fonte: Elaborada pela autora

Tanto o triangulo AFZA quanto o triangulo ADNF sdo semelhantes pelo critério
angulo-angulo, os angulos DFN e FZA sao retos e os angulos AFZ e FND sao congruentes

pelo fato de ser correspondentes entre paralelas, ja que MN || SF (Il notacdo para retas
paralelas).

DN _ FA

__ DFFA
DF  ZF o

= DN (2.2)

Observe que MD || SF assim como ME || DF, logo o quadrilatero MDFS é um
paralelogramo, pode-se escrever o seguinte:
DM =2-ZF (2.3)
Entdo, substituindo as equacdes (2.2) e (2.3), em (2), temos que,

DF-FA

KD? = DM.DN = KD? = 2ZF P

logo
KD? =2FA-PD (2.4)

Segundo Estrada et al. (2000), os gregos chamavam a symptome do Orthotome da
seguinte maneira: Dado um ponto qualquer K da curva, o quadrado de lado KD € o dobro do
retdngulo de lado DF FA, onde A é o vértice do cone, F 0 ponto de intersecdo do plano da

curva com a geratriz AC (que lhe é perpendicular), e D o pé da perpendicular do ponto K.
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Agora, se usamos a notacdo de hoje e chamarmos KD = x, DF =y e FA=p, a

equacéo (2.4) pode ser escrita da seguinte forma:
x2 = 2py (2.5)
O que seria uma equacéo da Parabola (Figura 10).

Figura 10. A Orthotome segundo Menéacmo

Fonte: Elaborada pela autora a partir de Silva Filho (2015)

O seguinte avanco no estudo da Parabola foi por parte de Apol6énio em seu tratado
As Conicas. Segundo Eecke (1963), o gedbmetra define a Parabola no seu primeiro livro na

proposicao XI da seguinte maneira:

Se um cone for cortado por um plano que passa pelo eixo, e se for cortado por
outro plano que corta a base do cone ao longo de uma linha perpendicular a base
do tridngulo que passa pelo eixo; se, além disso, o didmetro da secéo for paralelo
a um dos lados do triangulo que passa pelo eixo, o quadrado de qualquer reta
tracada a partir da se¢do do cone, paralela a secdo comum do plano secante e da
base do cone, até o didmetro da secéo, equivale ao retdngulo delimitado pela linha
que ele corta no didmetro, na lateral do topo da se¢do, e por uma determinada linha
cuja relagdo com a linha localizada entre o angulo do cone e do vértice da secéo é
igual ao do quadrado da base do tridngulo que passa pelo eixo até o retangulo
delimitado pelos dois lados restantes do triangulo. Chamaremos tal secdo de
parébola (p. 21).

Segundo Eecke (1963, p. 22) e Unbaneja (2017, p. 52), Apoldnio brinda uma
continuacdo a sua proposicao XI no intuito de explicar sua definicdo de Parabola:

Se um cone de vértice A e que tem como base a circunferéncia BC, vamos corta-
lo por um plano que passa pelo eixo, que produzira como se¢do o triangulo ABC,
e por outro plano que corta a base do cone segundo a reta EG perpendicular a base
BC do triangulo ABC e a superficie cdnica segundo a reta GPE cujo didmetro PH
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é paralelo ao lado AC do triangulo que passa pelo eixo; vamos elevar no ponto P
a perpendicular PF a PH e fazer com que a reta PF esteja para uma reta PA como
0 quadrado de BC ao retangulo formado por AB e AC e, por fim, tracamos por
qualquer ponto K da secdo paralela KD a EG. Digo que o quadrado de KD equivale
ao retdngulo de PF e PD.

A solucéo de Apolénio para sua proposi¢do XI do livro | é mostrada na figura 11 a

sequir:

Figura 11. Solucéo da proposicdo X1 de Apolbnio
A

Fonte: Elaborada pela autora

Mais detalhadamente, o que Apoldnio propGe para o estudo dessa curva pode ser
entendido da seguinte forma: Seja um cone de vértice A e que tem como base a
circunferéncia BC, trazemos um plano que passa pelo eixo, que produzira o triangulo axial
ABC, logo o segmento BC € base do triangulo axial ABC. O segmento GE no plano da base
do cone é perpendicular a BC. A curva FGE € uma Parébola gerada pela intersecéo do plano
7T com 0 cone, logo o segmento FH é a intersecdo da secdo plana com o triangulo ABC. O
ponto K é um ponto qualquer pertencente a curva FGE, com o segmento KD perpendicular
ao plano do tridngulo axial ABC. Assim, KD é perpendicular a FH no ponto D. Por sua parte,
0 segmento MN ¢ o diametro da sec¢do circular determinada por um plano que contém o
segmento KD, sendo este paralelo a base BC. O segmento MN intercepta o lado AB em M e

AC em N, logo KD é perpendicular a MN no ponto D.

Por média proporcional, encontra-se:
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KD? = MD-ND (3.1)

O ponto P é a intersecdo da curva com um dos lados do triangulo axial AABC. PF ¢
um segmento perpendicular a PH e PF também esté contido no plano perpendicular & se¢do
conica que passa por P. Segundo Lopes (2011), o segmento PF é de extrema importancia
para a caracterizagdo das curvas. Ainda segundo esse autor, € um parametro que Apolénio

definiu em funcao dos lados do triangulo axial ABC e dos segmentos AP e PF da seguinte

forma:
PF BC?
— = (3.2)
PA  BA-AC
O autor Eecke (1963, p. 22) comenta como Apol6nio conseguiu chegar a equacao
(3.2):

Encontramos num pequeno comentario de Eutdcio, relativo a esta proposicao, (ver
ed. Heiberg, vol. Il, p. 217), a forma de satisfazer pelo processo de aplicacéo de
areas, usual entre os gedbmetras da antiguidade, para o relacionamento.

PF BC?

PA~ BAXAC
Apoldnio aqui invoca subsidiariamente, resumimo-lo da seguinte forma, de acordo
com o texto grego de Eutocio: Seja um retangulo tal que:

0Z X 78§ = BAX AC

Apliquemos ao lado ZS uma area retangular equivalente ao quadrado BC, cujo
outro lado serd ZT:

0 z T
.—.—.S
P F A

PF _ TZ
PA  Z0
Os retangulos OS, TS estdo entre eles como suas bases, feitos
TZ _area TS _ ZT X ZS

70  area 0S 0Z X ZS
PF TZ BC?

PA_ 70 BAXAC
PF BCZ

PA~ BAXAC
Agora, se PH for paralelo ao lado AC do triangulo Axial (PH || AC) e, como foi dito

acima, o segmento MN é paralelo ao didametro da base BC (MN || BC), entdo os triangulos
ABC e PMD sao semelhantes, pelo critério angulo- angulo (o angulo ABC é congruente com
0 angulo PMD por serem angulos correspondentes entre paralelas, de igual maneira, o

angulo MPD ¢é congruente com o angulo BAC, por serem angulos correspondentes entre
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paralelas, ver Figura 12a). De igual maneira, os triangulos ABC e AMN sé&o semelhantes,
pelo critério angulo-angulo (0 A é comum para os dois tridngulos, o angulo CBA é
congruente com o angulo NMA por serem angulos correspondentes entre paralelas, ver

figura 12b).

Figura 12. Semelhanca nos triangulos AABC ~ PMD e AABC =~ AMN

(b)

Fonte: Elaboracdo pela autora
entdo temos que:

APDM = AABC e AABC =~ AAMN, logo
APDM =~ AMN

Dai tem-se que:
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MD BC DN BC
— == ¢ —=-— (33)
PD AC PA BA

Dividindo ambos os membros da equacao (3.1) por PD - PA tem-se que:

KD? _ MD-DN
PD-PA  PD-PA

(3.4)

Logo, substituindo (3.2) e (3.3) em na equacéo (3.4)

KD? _ BC-BC _ BC?> __ PF (35)
PD-PA AC-BA ACBA PA

Entdo, podemos escrever (3.5) da seguinte maneira:

2 . .
KDZ _ PP o gp2 =E2PEPA  kp2 — pF-PD (3.6)
PD-PA PA PA

A equacdo (3.6) pode ser interpretada geometricamente como: a area do quadrado de
lado KD € igual a area do retangulo de lados PF e PD. Entdo, a curva GPE é chamada por
Apoldnio como Paréabola (Figura 13), que vem do grego paraboli, ou seja, aplicacdo sem

falta ou excesso (Lopes, 2011, p. 44).
Utilizando a linguagem usada hoje em dia, considere PF um parametro PF = p,
KD = x e PD = y, aequacdo (3.6) fica
x? = py

Figura 13. A curva GPE ¢é chamada por Apolénio como Parabola
A

E

Fonte: Elaboracdo pela autora
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Em sua obra As Conicas, Apolénio escreveu sobre alguns elementos caracteristicos
das conicas, como a definigdo de reta tangente e normal presente no primeiro livro. Ja no
terceiro livro, o gebmetra escreveu sobre uma propriedade particular das conicas que estava
relacionada com o que chamou de “os pontos originados pela aplicagcao”. Esses pontos foram
chamados de focos pelo astronomo e matematico Johannes Kepler (1571-1630), que 0s
utilizou para descrever as Orbitas planetarias. Assim, muitos matematicos escreveram sobre
essa propriedade das conicas para a fisica, propondo aplicacdes praticas no campo da Optica
(Silva Filho, 2015). Porém, o estudo da propriedade dos focos tornou-se muito mais
relevante quando passaram a utiliza-lo na caracterizacdo das conicas. Além disso, as
contribuicbes de Descartes e Fermat no século XVII permitiram uma mudanca no estudo
dessas curvas com os inicios da Geometria Analitica, relacionando a Algebra com a
Geometria e caracterizando as curvas como lugares geométricos. Tudo isso € de tal

importancia que influencia até hoje o ensino das conicas na escola e no nivel superior.

Para seguir com o estudo da Parabola, agora vamos a considerar a seguinte definigao:
“uma pardbola ¢ definida como o conjunto de pontos, em um plano, que estdo a mesma
distancia de um ponto (o foco) e de uma reta (a diretriz)” (Smith, 2013). Para caracterizar a
Parabola, segundo a definicdo anterior, utilizaremos o método proposto por Descartes, em
sua obra O Discurso do Método. No apéndice A Geometria, 0 matematico franc,&s aplica
brilhantemente 0 método analitico para resolver problemas geométricos que permaneciam
insollveis com os métodos geométricos tradicionais. Assim, declararemos primeiramente
aquilo que ¢ evidente, baseado nos dados proporcionados pela defini¢do. Logo, identificar
aqueles objetos mais simples e mais faceis de conhecer até aqueles que sdo do conhecimento
mais complexos, e supondo mesmo uma ordem entre aqueles que ndo precedem

naturalmente uns aos outros. Finalmente, fazer enumerag6es do que é desconhecido.

Nesse sentido, na figura 14, a parabola € a curva azul, a reta g é a reta diretriz, a reta
p € 0 eixo de simetria da curva, o ponto F é o foco, o ponto VV é o vértice da Parabola, ou
seja, 0 ponto mais perto da diretriz, S é o ponto de intersecdo da diretriz com o eixo de

simetria e 0 ponto D é algum ponto que Ihe pertence a Parabola.
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Figura 14. Gréfico de uma pardbola num plano cartesiano

p = Eixo de simetria

g = Diretriz

Fonte: Elaboracéo pela autora

Da definicdo anterior podemos dizer o seguinte:
FD = BD

Entdo, o tridangulo AFDB é isésceles. Logo, o ponto M € o ponto médio do segmento
FB, ja que DM é mediatriz'® do segmento FB e DM ¢é perpendicular a FBY' (DM L FB).
Além disso, o ponto B é a projec¢do ortogonal do ponto D na reta diretriz g. Seja p a distancia
entre o ponto V e a diretriz. A reta h é paralela a diretriz pelo ponto V. seja C o ponto de
intersecdo do segmento DB com a reta h. Como DB e o eixo de simetria da pardbola (p) sdo

perpendiculares a diretriz (g) e VC é paralelo a diretriz (g) (Figura 15), entdo:

DB 1LVC

16 A mediatriz é uma reta perpendicular a um segmento de reta e que passa pelo ponto médio desse segmento.
17 Num triangulo isdsceles, a mediatriz coincide com a altura relativa a base, a bissetriz do angulo do vértice
e a mediana.
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Figura 15. Relacdo do ponto D com a parabola, o eixo de simetria e a diretriz

p = Eixo de simetria

h

g = Diretriz

Fonte: Elaboracéo pela autora

Entdo, para caracterizar a parabola queremos saber a relacéo entre as distancias SB e

DC. Assim, chamaremos SB = x, DC =y, CB = pe MC = g (Figura 16)

Figura 16. Relacao entre as distancias SB e DC

p = Eixo de simetria

h

g = Diretriz

Fonte: Elaboracéo pela autora
Agora, focamos nossa atencdo no que acontece no ADMB, ele € um triangulo
retdngulo com o angulo reto no vértice M, ou seja, DMB = 90°. Ao mesmo tempo, 0

triangulo AMCB também é retangulo, com o angulo reto no vértice C (€ = 90°). Logo,

segundo (Smith, 2013), para determinar a raiz quadrada por meio de construcoes
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geomeétricas, temos que os tridngulos ABMC e ACMD sao semelhantes, ja que MC é altura

relativa a hipotenusa BD no tridngulo ABMD, entdo temos que:
Mc _ BC
— = —, logo
MC? = BC x CD (*)
Logo, substituindo os valores de MC, BC e CD em (*), tem-se que:
2
Mc? = BC x D = (%) = py (**)
(**) pode ser transformada na férmula usual da parabola (Figura 17)
x? = 4py

Figura 17. Representacdo da Parabola segundo Smith

X2 =4y

P

P

Fonte: Elaborada pela autora

3.3 A trajetoria matematica da Oxytome a Elipse

Segundo Estrada et al. (2000), para determinar o symptome da Oxytome (figura 18),
Menécmo utilizou um cone reto que tem o angulo agudo no Vvértice, ou seja, que € um cone
oxigonal. Entdo, seja um cone circular reto apoiado sobre o plano © que possui um angulo
agudo no vértice A. O segmento BC é o diametro da circunferéncia base do cone. O ponto
F esta sobre a geratriz AC e por ele trace um plano o perpendicular a AC. Da intersecdo do
cone com o plano @ obtemos a curva p, a qual Menécmo chamou de Oxytome. Agora temos

um ponto K sobre a curva p que seja diferente de F e por esse ponto incidiremos o plano
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paralelo ao plano . A interse¢do do cone com o plano S é a circunferéncia g. A interse¢do
de g com as geratrizes AC e AB sdo os pontos N e M, respectivamente. Temos, entdo, que o
segmento MN € o didmetro de g.

Figura 18. Oxytome
A

Fonte: Elaborada pela autora a partir de Silva Filho (2015)

Nesse caso, 0 plano de secdo a, perpendicular a geratriz AC, ndo é paralelo a geratriz
AB, portanto as retas FD e AB n3o sdo paralelas (FD ¥ AB). E importante destacar que a
mesma analise no plano B realizada para a parabola por Menécmo também é valido para a

elipse. Portanto, a equacdo (2.1) também pode ser utilizada para a caracterizacdo da elipse.

Agora prolongamos 0s segmentos EF e BC de modo que se encontrem no ponto J
(Figura 29). Dessa forma, temos que os triangulos AMDE e ABE] sao semelhantes
(AMDE =~ ABE]) pelo critério angulo-angulo-angulo (os 4ngulos MED = BE] por serem
opostos pelo vértice, também temos que os angulos EMD = EBJ e MDE = BJE por serem

angulos alternos internos entre paralelas, ver Figura 19).
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Figura 19. Vista frontal da Oxytome e semelhanca dos triangulos (AMDE = ABE]J)

A
// \\
/ \\
/ \\\
\ F
£
// \.‘\
M D \éN
£ \
\\\
J \xc
L °
Fonte: Elaboracéo pela autora
Dessa semelhanca, temos:
DM  Bj DE'BJ
— == =DM = 4)
DE EJ EJ

Da mesma forma, observa-se que os triangulos AFDN e AFJC sdo semelhantes
(AFDN =~ AFJC) (Figura 30), pelo critério angulo-angulo-angulo (o angulo FDN e
congruente com o angulo FJC (FDN = FJC), o 4ngulo FND é congruente com o angulo FCJ
(FND = FCJ) por serem angulos correspondentes entre paralelas e os tridngulos

compartilham o mesmo angulo DFN (Figura 20) .

Figura 20. Vista frontal da Oxytome e semelhanca dos triangulos (AFDN =~ AF]C)

Fonte: Elaboracéo pela autora
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Entdo tem-se que:

DN _ JC
DF  JF

= DN =222° (49
JF

Assim, substituindo as expressoes (4) e (4.1) em (2.1) obtemos:

DE'B] DF:JC
TR (4.2)

KD?=DM.DN = KD?=

Como DE = EF — DF aequacao (4.2) pode ser escrita na forma:

KD? = (EF — DF)% (4.3)

Os segmentos BJ,JC,EJ] e JF tém sempre a mesma medida independente da escolha
do ponto K sobre a curva, enquanto os segmentos KD e FD variam de comprimento em
funcéo da posicéo do ponto K (Silva Filho, 2015). Entdo, fazendo KD = y e DF = x, EF =

BJ-JC

= k, temos:
EJJF

2ae

y? = kx(2a — x)
y? = 2akx — kx? (4.4)
Utilizando as expressdes de hoje em dia, podemos escrever a equacdo (4.4) da

. . . b?
seguinte maneira, considerando k = —» temos:

b? b2 2axb?  b%x? 2b%2x  b2x?
y2=2ax;—;x2=>y2= - = y? = — (4.5)

a? a? a az '’

. 2b? .
Agora, considerando [ = —, podemos escrever o seguinte

2 _ g, 1
y2=lx -5 (46)

Segundo Urbaneja (2017), | € uma constante chamada de latus rectum ¢ “a” ¢ “b”
séo constantes (Figura 21).
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Figura 21. A Oxytome segundo Menécmo

A

~

Fonte: Elaboracéo pela autora

Por sua vez, segundo Eecke (1963), Apoldnio, em seu tratado As Conicas, definiu a

Elipse em seu primeiro livro, na proposic¢éo XIlI, da seguinte maneira:

Se um cone é cortado por um plano que passa pelo eixo, e se é cortado por outro
plano que, encontrando cada um dos lados do tridngulo que passa pelo eixo, ndo é
paralelo nem antiparalelo & base do cone; se, além disso, o plano base do cone e 0
plano secante se encontram ao longo de uma linha reta perpendicular & base do
tridngulo que passa pelo eixo, ou perpendicular ao prolongamento desta base, o
quadrado de qualquer linha reta tracada a partir da se¢do do cone, paralelo a se¢éo
comum dos planos, até o didmetro da se¢do, serd equivalente a uma &rea aplicada
ao longo de uma determinada linha reta, com a qual a razdo entre o didmetro da
secdo é igual a razdo do quadrado da reta, do topo do cone, paralelo ao didmetro
da secdo, até a base do triangulo, até o retangulo delimitado sob as linhas que esta
altima linha recorta nas laterais do triangulo (*%); area que tem como largura a linha
cortada no didmetro por esta primeira linha, na lateral do topo da secdo, e reduzida
por uma figura, semelhante ao retdngulo delimitado pelo didmetro e pelo
parametro, e colocada de forma semelhante (*°) . Chamamos essa secdo de elipse

(p. 28).

18 Isto €, sob os segmentos que é paralelo ao didmetro, tracado a partir do vértice do cone, corta na base
estendida do cone do tridngulo axial

9Esta afirmacéo equivale a dizer que, na secdo conica considerada, o quadrado da ordenada equivale a uma
area retangular que, aplicada de acordo com o parametro, ou seja, tendo este pardmetro como comprimento, e
tendo a abcissa como largura, é reduzido por outra area, semelhante aquela que tem o pardmetro para
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Segundo Eecke (1963, p. 29) e Unbaneja (2017, p.57-58), Apolonio brinda uma
continuacdo a sua proposicao XIII, no intuito de explicar sua definicdo da Elipse:

Seja um cone de vértice A e que tem como base a circunferéncia BC, vamos corta-
lo por um plano que passa pelo eixo, que produzira como se¢do o triangulo ABC,
e por outro plano que ndo é nem paralelo nem oposto, cuja intersecdo com o cone
da a superficie conica GEK com diametro EG. ZH perpendicular a BC do plano
secante e da base do cone. Vamos tracar pelo ponto E a reta EP perpendicular a
EG, por A areta AE paralela a EG e vamos fazer com que a reta EG esteja para
uma reta EP como o quadrado de FA para o retdngulo formado por FB e FC, e
finalmente, vamos desenhar um ponto qualquer K da secéo, o paralelo KD a ZH.
Digo que o quadrado KD equivale ao retangulo que, aplicado a EP, tem a largura
ED reduzida numa figura semelhante ao retdngulo das retas EG e EP.

A solucdo de Apoldnio para sua proposicao Xl do livro | € mostrada na figura 22 a

sequir:

Figura 22. Solucdo da proposicdo XIIl de Apoldnio

A

Fonte: Elaboracdo pela autora

comprimento e o didmetro para largura. Portanto, se designarmos a ordenada por y, a abcissa por x, o didmetro
n . - ~ b . ~
por a e o parametro por p, o enunciado da proposicdo se traduz na relagio: y? = px — ;xz, que é a equacédo

cartesiana de uma elipse relacionada a eixos obliquos, um dos quais é o didmetro e o outro a tangente em sua
extremidade.
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Baseados na definicdo de Elipse de Apoldnio, essa curva pode ser caracterizada da

seguinte forma:

Seja um cone de vértice A e que tem como base a circunferéncia BC, trazemos um
plano que passa pelo eixo, que produzira o triangulo axial ABC, logo o segmento BC é base
do tridngulo axial ABC. O segmento SZ no plano da base do cone é perpendicular a
prolongacdo de BC. A curva GEK € uma Elipse gerada pela intersecdo do plano = com o
cone, logo o segmento EH ¢é a intersecdo da secdo plana com o tridngulo ABC. E é G sd0 0s
pontos de intersecdo da curva com AB e AC respectivamente. Tragamos AF paraleloa EG e
encontra-se com o prolongamento de BC no ponto F. O ponto K é um ponto qualquer
pertencente a curva GEK, com o segmento KD perpendicular ao plano do triangulo axial
ABC. Assim, KD é perpendicular a EG no ponto D. Por sua parte, o segmento MN é o
diametro da secdo circular determinada por um plano B que contém o segmento KD, sendo
este paralelo a base BC. O segmento MN intercepta o lado AB em M e AC em N, logo KD
é perpendicular a MN no ponto D. EP é um segmento perpendicular a EG e EP também esta
contido no plano perpendicular a secdo conica que passa por E. O retangulo EDPT esta
situado num plano perpendicular ao plano da se¢do conica. VV é o ponto de intersecdo dos

segmentos DT e PG.

Segundo Lopes (2011), o segmento EP é de extrema importancia para a
caracterizacdo das curvas. Ainda segundo esse autor, € um parametro que Apoldnio definiu
em funcéo dos lados do triangulo axial AABC e dos segmentos AE e AF da seguinte forma:

EP _ BFFC
EG  AF2

4.7)

A andlise que Apoldnio proporcionou para obter a equacédo (3.1), na caracterizacao
da Parabola na secdo anterior, também é valida para a Elipse, ja que, segundo as construcdes
anteriores, sabe-se que MN é o didmetro da circunferéncia que passa pelo ponto K e 0

segmento KD é perpendicular a MN no ponto D. Entdo, podemos escrever a mesma relagéo:
KD? = MD -ND (3.1)

Sabe-se que EH ndo € paralelo ao lado AC do triangulo axial AABC, neste caso EH
intercepta ao lado AC no ponto G. Agora, para a analise e caracterizacao da Elipse, Apol6nio
em sua definicdo relaciona o quadrado KD que equivale ao retdngulo que, aplicado a EP,

tem a largura ED reduzida numa figura semelhante ao retangulo das retas EG e EP.
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Nesse sentido, considere-se 0 esquema obtido a partir da figura 36 e ilustrado na
figura 23.

Figura 23. Esquema obtido a partir da defini¢cdo de Apoldnio

A

Fonte: Elaboragdo pela autora baseada em Lopes (2011)

Por construcdo, MN € paralelo a BC e AF é paralelo EH, entdo os triangulos AABF
e AEDM sio semelhantes (AABF ~ AEDM) pelo critério angulo-angulo (os angulos ABF
EMD séo congruentes (ABF = EDM), por serem angulos correspondentes entre paralelas,
MN || BC e os angulos AFB e EDM sio congruentes (AFB = EDM), por serem angulos

correspondentes entre paralelas, AF || EH (Figura 24a), logo:

MD BF
— =2 (48)
ED AF

Da mesma maneira, DN é paralelo a FC e GD ¢ paralelo a AF, entéo os triangulos
ADNG e AACF sdo semelhantes (ADNG =~ AACF) pelo critério angulo-angulo (os angulos
GDN AFC sdo congruentes (GDN = AFC), por serem angulos alternos internos entre
paralelas, DN || FC e os angulos GND e ACF s&o congruentes (GND = ACF), por serem

angulos correspondentes entre paralelas, GD || AF, ver Figura 24b), logo:

DN _

CF
G ar (4.9)
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Figura 24. Semelhangas nos triangulos (AABF =~ AEDM) e (ADNG = AACF)

A

(b)

Fonte: Elaboracéo pela autora
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Sabe-se também por construcdo que EP é paralelo a DV, entdo os tridngulos AGEP
e AGDM sao semelhantes (AGEP =~ AGDM) pelo critério angulo-angulo (os angulos GEP
GDV sédo congruentes (GEP = GDV) e os angulos GPE e GDV sdo congruentes (GPE =

GDV), por serem angulos correspondentes entre paralelas, EP || DV (Figura 25a), logo:

BF =DV (410
EG GD

O segmento que passa pelos pontos colineares D, V e T é paralelo a EP e ED é
paralelo a PT. Logo, os tridngulos AGEP e APTV sdo semelhantes pelo critério angulo-
angulo: os angulos GPE e GV D sdo congruentes por serem correspondentes entre paralelas,
os angulos GVD e TVP s&o congruentes por serem opostos pelo vértice, logo os angulos GPE
e TVP sdo congruentes (GPE = TVP). Ainda os angulos GDT e PTV também séo
congruentes por serem angulos alternos internos entre paralelas, os angulos GDT e GEP sio
congruentes por serem correspondentes entre paralelas, logo os angulos GEP e PTV sio
congruentes (GEP = PTV) (Figura 25b). Dai:

VT EP
— == (4.11)
TP EG

Figura 25. Semelhancas nos triangulos ((AGEP ~ AGDM) e (AGEP = APTV)

A
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(b)

Fonte: Elaboracéo pela autora
Ainda como os segmentos ED e PT tém o mesmo comprimento, ja que sao lados do
retdngulo EDTP, obtém-se:
VT ==2-ED (412)
Logo, segundo Lopes (2011), a expressdo correspondente a essa curva pode ser
obtida da seguinte forma: Dividindo (3.1) por ED - GD tem-se que,

KD? _ MD-DN
ED-GD  ED-GD

(4.13)

Substituindo (4.8) e (4.9) encontra-se que:

= —+—, logo
ED-GD  AF AF

KD? BF-CF
ED-GD ~ AF2 (4.14)

Segundo Estrada et al. (2000), a relacdo da equacéo (4.13) mostra que a razdo entre
0 quadrado de lado KD e o retangulo de lados DE e DG é independente do ponto
K pertencente a conica. Ainda segundo esses autores, Apolénio ndo toma essa propriedade

como sintoma da conica.

Entdo, fazendo uso de (4.7) e (4.10), obtém-se:
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_DV-ED-GD

2
KD D
KD? =DV -ED (4.15)

Logo, a equacdo KD? = DV - ED é uma expressdo geral para a curva, com DV
representando valores diferentes. Agora, escrevendo DV em fungéo da constante EP, temos
que: DV = EP — VT. Assim, pode-se escrever (4.15) da seguinte maneira

KD? = ED(EP —VT) (4.16)

Ainda pela equagéo (4.12) podemos escrever (4.16) da seguinte maneira:
KD? = ED [EP -1E)- ED” ou

KD? =ED-EP —2.ED? (4.17)
EG

A equacdo, interpretada geometricamente (Figura 26), € 0 mesmo que dizer que a

area do quadrado aplicado ao segmento KD é igual a area do retangulo de lado a EP e altura

. EP . . .
ED, menos algum valor, neste caso seria — - ED?. Assim, a curva nesse caso é uma Elipse,

E
EG

termo originario do grego ellipis, que corresponde a aplicacdo de areas por falta (Estrada et
al., 2000; Lopes, 2011).

Figura 26. Interpretacdo geométrica da equacdo da elipse

G

Fonte: Elaboracdo pela autora
Utilizando a linguagem usada hoje em dia, considere EP um parametro EP = pe EG
diametro EG = 2a que ira representar o eixo maior da elipse, considerando ainda KD = y e

ED = x (Figura 27), a equacao (4.17) fica como:

’_ px?
y© =Xxp 2a
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Figura 27. Elipse segundo Apol6nio

A

Fonte: Elaborado pela autora

Para seguir com o estudo da Elipse, vamos considerar a seguinte defini¢cao: “Uma
Elipse é definida como o conjunto de todos os pontos do plano que atendem a condicéo AP +
BP = 2r e que estdo em um Unico plano, onde A e B sdo os focos da Elipse (Smith, 2013).
Nesse sentido, sejam A e B dois pontos arbitrarios pertencentes a um plano. Escolhemos
alguma distancia arbitraria, maior do que a distancia entre A e B. Definimos r como metade
dessa distancia, entdo a distancia em si seria 2r, dai AP + BP = 2r. C é o ponto médio entre
A e B. Entdo, é do nosso interesse investigar as caracteristicas da Elipse?°, especialmente a

relacdo entre as distancias x e y (Figura 28a).

20 Toda formula é um registro escrito em forma de equacéo, da relagdo entre quantidades que podem ser
medidas. Neste caso, as distancias x e y
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Figura 28. Gréfico da definigdo da elipse como lugar geométrico

P P

(@) (b)

Fonte: Elaboracéo pela autora

Seja 0 ponto D equidistante de A e B, pois esta a distancia r dos dois pontos, ou seja,
DA = r e DB = r. Vamos chamar s a distancia AC, que é igual a distancia CB, entdo AC =
s, CB =s e AB = 2r (Figura 28b). A seguir, tracamos uma circunferéncia de raio r
centrado no ponto A, que chamaremos de p, da mesma forma desenharemos outra
circunferéncia de raio r centrado no ponto B, que chamaremos de g. F é o ponto de
intersecdo da circunferéncia p com o segmento AP. G é o ponto de intersecdo da
circunferéncia g com a reta que passa pelos pontos B e P. pelo ponto F tracemos uma reta
paralela a AB e chamemos de M ao ponto de intersecdo dessa paralela com o segmento BP.

Chamemos u a distancia GP e PF, logo GP = u e PF = u (Figura 29).

Figura 29. Relacgdes do ponto P com os focos da elipse e as circunferéncias g e p

Fonte: Elaboracdo pela autora
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Observe na figura 30 que o ponto P esta fora da circunferéncia centrada em A4,
portanto, a distancia entre esses dois pontos é maior que r por certa distancia, neste caso PF,

porém, PF = u entdo:
AP =r+u (5

Ainda segundo a figura 43, 0 ponto P esta dentro da circunferéncia centrada em B,
portanto, a distancia entre esses dois pontos é menor que r por certa distancia, neste caso

GP, porém, GP = u, logo:
BP =r—u (5.1)

Agora, considere o diagrama da Figura 40a a partir da Figura 39. Observe que 0s
pontos C, F e G podem ser colineares. Segundo Smith (2013), para caracterizar a Elipse ndo
precisamos provar, mas vale a pena. Logo, como FM ¢ paralela com AM, os triangulos
APFM e AAPB séo semelhantes pelo critério angulo-angulo, ja que os angulos PFM e PAB
s&0 congruentes por serem correspondentes entre paralelas e os angulos PMF e PBA sio

congruentes por serem correspondentes entre paralelas, ent&o:

FM FpP
— == (5.2)
AB AP

Substituindo os valores de AB, FP e AP em (5.2) temos:

FM — u

2r r+u

FM = 2% (53)
r+u

Dessa semelhanca de triangulos também podemos dizer que:

PM FP
— = (54)
PB AP

Substituindo os valores de PB, FP e AP em (5.4) temos:

PM u

r—u r+u

u(r—u)
r+u

PM =

(5.5)
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Figura 30. Semelhangas nos triangulos (APFM ~ AAPB)

Fonte: Elaboracéo pela autora

Agora, tragcamos a reta que passa por GF, o ponto de intersecdo desta reta com AB
chamaremos N. Observe o diagrama da figura 40b, os tridangulos ANGB e AFGM séo
semelhantes pelo critério angulo-angulo, ja que os angulos GNB e GFM s&o congruentes por
serem angulos correspondentes entre paralelas, e os angulos GMF e GBN sdo congruentes

por serem angulos correspondentes entre paralelas, logo:

NB _ GB
FM ~ GM

NB = FM-GB (5.6)
GM

Observe que:
GM =GP + PM (5.7)
Sabemos que GP = u, entdo substituindo esse valor e a equacao (5.5) em (5.7)

u(r —u)
GM =u+—
r+u

Resolvendo essa soma de fragdes, temos

u(r+uw) +ulr—uw) ulr+uw)+ T -w] 2ur

r+u r+u T r4u

Dessa maneira, GM fica como:

2ur

GM = m (5.8)
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Ainda temos que, GB = r, entdo substituindo esse valor, a equacéo (5.3) e (5.8) em
(5.6) temos que:

2 )

— rtu
NB = 2ur
r+u

(5.9)

Logo, NB = r. Sabemos também que AB = 2r, entdo
AB = AN + NB
AN = AB — NB
AN =2r —r
AN =r

Isso mostra que N esta entre A e B, especificamente, a mesma distancia (s) de A e B.

O ponto € ocupa a mesma posicao, portanto os pontos C, F e G sdo colineares.

Voltemos agora ao nosso proposito inicial, que € identificar uma relacdo entre as
distancias x e y. A partir dos dados da Figura 31, podemos obter expressdes para PC € cos 0,
0 que nos permitird desenvolver uma formula que relaciona x e y. Chamaremos 6 ao angulo

PCB e a ao angulo PCA, o valor do angulo a é @ = 180° — 6.

Figura 31. Gréfico da relagdo das distancias x e y na elipse

Fonte: Elaboracdo pela autora
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fica:

Usando a identidade trigonométrica
cos(180° —0) = —cosf (5.10)
Entéo, aplicando a lei dos cossenos?! ao tridngulo APCB
(r—u)? = (PC)%? + (s)?> — 2(PC)(S) cos O
Desenvolvendo (r — u)? temos:
r?2 = 2ru+u? = (PC)*> + (s)> = 2(PC)(S) cos 8 (5.11)
Logo, aplicando a lei dos cossenos ao triangulo APAC, temos:
(r +u)? = (PC)% + (s)% — 2(PC)(S) cos(180° — 6) (5.12)

Porém, como cos(180° — 8) = — cos 8 e desenvolvendo (r + u)?a equagéo (5.12)

2+ 2ru+ u? = (PC)? + (5)? + 2(PC)(S) cos(8) (5.13)
Subtraindo a equacéo (5.11) de (5.13) obtemos

r2 —2ru+u? = (PC)% + (s)? — 2(PC)(S) cos 6
2+ 2ru +u? = (PC)% + (5)% + 2(PC)(S) cos(0)
4ru = 4(PC)(s) cos B

(PC)cosf = %
Porém, PC cos 8 = x, entdo
x = % (5.14) ¢ u= % (5.15)
Pelo teorema de Pitagoras no tridngulo APCE, para determinar y, temos que
y? = (PC)? —x? (5.16)

Agora precisamos conhecer alguma expressdo para PC. Se somarmos as equacdes

5.11) e (5.13), tem-se:

2L A lei dos cossenos é usada para encontrar as partes que faltam em um triangulo obliquo (ndo um tridngulo
retangulo) quando as medidas dos dois lados e a medida do angulo incluido sdo conhecidas. ¢ = a? + b? —
2ab cos C.
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r?2 —2ru+u? = (PC)? + (s)* = 2(PC)(S) cos O
2+ 2ru +u? = (PC)% + (s)% + 2(PC)(S) cos(0)
2r?2 4+ 2u? = 2(PC)? + (s)?

Entdo, simplificamos:
2(r2 +u?) = 2[(PC)? + (5)?]]
(PC)? =72 +u?—s? (5.17)
Logo, substituindo (5.17) em (5.16) temos

y2=r?2+u?—s?—-x? (5.18)

Substituindo a equagéo (5.15) em (5.18) temos:

S5X\ 2
y2=7‘2—52+(7) — 52

SZ 2
y2:(r2—52)+< — —x2>

s?x?  x

2
y2=(7‘2—52)+< - r)
2 2

2,2 2,.2
STXT —X°r
y? = (r2—52)+<—T2 )

r2)x?

y2=({r?—-5s%)+ it (5.19)
r2 '

Multiplicando ambos os lados da igualdade da equagcéo (5.19) por 2
r2y?2 =r2(r? —s?) + (s —r?)x? (5.20)
Logo, entdo, tirando o fator comum —1 da expresséo (s — r?)
r2y? =r?(r? —s?) — (r? — s?)x?
2 —s)x?+r2y?2 =r2(r? —s?) (5.21)
Se dividirmos ambos os lados da equagio (5.21) por r?(r? — s2), obtemos

(r? — s2)x2 r2y? r2(r2 — s2)
r2(r2 —s2)  r2(r2—s2) r2(r?—s2)
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2

X2
r2 T (r2-s2)

=1 (5.22)

Na expressido na equacéo (5.22) considerandoa = reb = r? 2

N

X

2
—+%=16%)

a

Para chegar na expressdo semelhante a equacdo da Elipse encontrada em livros didaticos
(Lima, 2015):

b=1r2—5s?> = b?=r2—s2
Logo, podemos escrever (5.22) da seguinte maneira
=1 (5.24)

Dessa forma, segundo Smith (2013), é possivel compreender o significado das
quantidades s e r na equacgdo da Elipse. Lembrando que s é a metade da distancia entre 0s

focos e r € a metade da soma das distancias entre qualquer ponto que pertenca a Elipse e os
dois focos.

Figura 32. Elipse num plano cartesiano

.

e
- - -

Fonte: Elaboracéo pela autora
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3.4 A trajetoria matematica da Amblytome a Hipérbole

Segundo Estrada et al. (2000), Menécmo utilizou um cone ambligonal, ou seja, um
cone que tém o angulo obtuso no vértice para determinar o symptome da Hipérbole. A analise
e procedimento realizado sdo muito parecidos com o da elipse, assim, seja um cone circular
reto apoiado sobre o plano © que possui um angulo obtuso no vértice A. O segmento BC é 0
didmetro da circunferéncia base do cone. O ponto F esté sobre a geratriz AC e por ele trace
um plano o perpendicular a AC. Da intersecdo do cone com o plano a obtemos a curva p, a
qual Menécmo chamou de Amblytome. Agora, temos um ponto K sobre a curva p que seja
diferente de F e por esse ponto incidiremos o plano S paralelo ao plano 7. A intersecéo do
cone com o plano B é a circunferencia g. A interse¢do de g com as geratrizes AC e AB s&o
0s pontos N e M, respectivamente. Temos entdo que o segmento MN é o didmetro de g
(Figura 33).

Figura 33. Amblytome

Fonte: Elaborada pela autora a partir de Silva Filho (2015)

Nesse caso, 0 plano de secdo a, perpendicular a geratriz AC, ndo é paralelo a geratriz
AB, portanto as retas FD e AB n3o sdo paralelas (FD ¥ AB). E importante destacar que a
mesma analise no plano B realizada para a parabola por Menécmo também é vélido para a

Hipérbole. Portanto, a equacdo (2.1) também pode ser utilizada para a caracterizacdo da
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Hipérbole. Logo, prolongamos os segmentos AB e DE até que se intersectem no ponto [
(Figura 34).

Figura 34. Vista frontal da Amblytome segundo Menedcmo

Fonte: Elaboracéo pela autora

Como os segmentos MD e BE sao paralelos, os triangulos AIMD e AIBE s&o
semelhantes pelo critério angulo-angulo, ja que os angulos TMD e IBE s&o congruentes por
serem angulos correspondentes entre paralelas e os angulos TDM e IEB sdo congruentes por
serem angulos correspondentes entre paralelas (Figura 35a). Assim podemos escrever a

seguinte relagéo:

DM _EB

DI  EI

DM — DI'‘EB (6)
El

De forma andloga, temos que os triangulos AFDN e AFEC também sdo semelhantes
pelo critério angulo-angulo, ja que os angulos FDN e FEC sdo congruentes por serem

angulos correspondentes entre paralelas e os angulos FND e FCE sao congruentes por serem
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angulos correspondentes entre paralelas (Figura 35b). Assim podemos escrever a seguinte
relacéo:

DN EC
DF EF
DN =28 61y
EF

Figura 35. Vista frontal da Amblytome e semelhanga dos triangulos (AIMD =~ AIBE e
AFDN ~ AFEC)

(b)

Fonte: Elaborado pela autora
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Logo, substituindo as equagdes (6) e (6.1) na equacdo (2.1) temos:

__ DI'EB EC'DF
T EI EF

KD?

(6.2)

Como DI = DF + FI, podemos escrever a equacao (6.2) da seguinte forma:

EB-DF-EC

KD? = (DF + FI) - ——

(6.3)

Os segmentos FI,BE,EC,EF e EJ ttm sempre a mesma medida independente da
escolha do ponto K sobre a curva, enquanto os segmentos KD e DF variam de comprimento
em funcdo da posicdo do ponto K. Isto pode ser verificado por meio do arquivo ggb??
chamado “Hipérbole segundo Menécmo”%,

BE-EC
EI‘EF

Entdo, fazendo KD =y e DF = x,Fl = 2a e = k, temos:

y? = kx(2a +x) (6.4)
Utilizando as expressdes de hoje em dia, podemos escrever a equacdo (6.4) da
2
seguinte maneira, considerando k = %, temos:

b2
y? = ;x(Za + x)

, 2ab®*x b*x?

YT a?
2 _ 2b%x | b%x?
ye = " + = (6.5)

. 2b? .
Considerando | = — podemos escrever o seguinte

2 b? 2
y =lx+;x (6.7)

Segundo Urbaneja (2017), | € uma constante chamada de latus rectum ¢ “a” ¢ “b”

sd0 constantes.

22,0 .ggb extenso de arquivo é usado por arquivos criados usando o aplicativo GeoGebra.
23 Disponivel em: https://www.geogebra.org/classic/fydtxvbt
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Figura 36. A Amblytome segundo Meneadcmo

/-

Fonte: Elaboracéo pela autora

Por sua vez, Segundo Eecke (1963), Apoldnio, em seu tratado As Conicas, definiu a

Hipérbole em seu primeiro livro, na proposicéo XlI, da seguinte maneira:

Se um cone for cortado por um plano que passa pelo eixo, e se for cortado por
outro plano que corta a base do cone ao longo de uma linha perpendicular a base
do triangulo que passa pelo eixo; se, além disso, o didmetro estendido da secéo
encontra um dos lados do triangulo que passa pelo eixo além do vértice do cone,
o quadrado de qualquer linha reta tracada a partir da se¢do, paralela a secdo comum
do plano secante e da base do cone, até o didmetro da secdo (?*), sera equivalente
a uma area, aplicada ao longo de uma determinada reta, com a qual a relagdo da
reta localizada no prolongamento do didmetro da se¢do , e subtendendo o angulo
externo do tridngulo (%), ¢ igual a razéo entre o quadrado da linha tragada do topo
do cone, paralela ao didmetro da sec¢do, até a base do tridngulo, e o retangulo
delimitado sob os segmentos da base, determinado pela reta linha desenhada; area
que tem como largura a linha cortada no didmetro (%6) por esta primeira linha (%),
ao lado do vértice da seccdo, e acrescida de um nimero que, a semelhanca do
retangulo delimitado pela linha que subtende o angulo exterior do triangulo, e pelo

24 Isto €, 0 quadrado de uma ordenada de um ponto da sec&o.

% |sto é, o triangulo axial.

% |sto é, a abcissa do ponto da se¢Ao.

27 Esto €, pela ordenada.
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parametro, é colocado de forma semelhante (%%). Chamamos tal se¢do de hipérbole
(®®) (p. 24-25, tradug&o nossa).

Segundo Eecke (1963, p. 26) e Unbaneja (2017, p.54-55), Apoldnio brinda uma

continuacdo a sua proposicao XIII, no intuito de explicar sua defini¢do da Elipse:

Sejamos um cone com vértice A e baseemos a circunferéncia BC e vamos corta-lo
por um plano que passa pelo eixo, que produz o tridngulo ABC como se¢do e por
outro plano que corta a base do cone segundo a reta SZ perpendicular a BC do
triangulo e a superficie conica segundo a reta ZES cujo didmetro EH, estendido,
encontra um dos lados AC do tridngulo ABC no ponto G além do vértice. Tracemos
uma reta AF paralela ao didmetro EH da se¢do que passa por A, levantemos no
ponto E a perpendicular EP a EH e fagamos com que a reta EG esteja para uma
reta EP como o quadrado de FA para o retangulo formado por FB e FC, e por fim,
desenhemos através de um ponto qualquer K do trecho paralelo KD a SZ e através
do ponto D o DTV paralelo a EP, estendemos o0 GP até seu encontro com V com
0 DTV e pelos pontos P e V 0 PT e VR paralelos ao ED. Digo que o quadrado de
KD equivale ao retangulo EP que, aplicado a reta EP, tem a largura ED € 0 excesso
PV, que é um retdngulo semelhante ao das retas EG e EP.

A solucdo de Apolénio para sua proposicdo XII do livro | € mostrada na figura 47 a

sequir:

28 A afirmagdo desta proposicdo, uma leitura bastante penosa, equivale a dizer que, na se¢do cénica
considerada, o quadrado da ordenada equivale a uma area retangular que, aplicada segundo o pardmetro, ou
seja, tendo como pardmetro a altura, e tendo a abcissa como base, é acrescida de outra area, semelhante aquela
que tem como base o eixo transversal ou diametro, e o0 pardmetro como altura. Portanto, se designarmos a
ordenada por y, a abcissa por x, 0 eixo transversal ou didmetro por a, e 0 parametro por p, 0 enunciado da
proposicéo se traduz na relacdo: y¥ = px + sz que é 1 equacdo cartesiana da hipérbole relacionada aos eixos

obliquos, um dos quais é o didametro e o outro a tangente em sua extremidade.

23 Ao criar o nome hyperbole que foi preservado pelos modernos na palavra “hipérbole”, Apol6nio separou-se
de seus antecessores, notadamente Arquimedes, que sempre designam a curva em questdo pela perifrase:
“sec@o de obtusangular cone reto”, pois consideravam que era obtido apenas pela se¢do plana, perpendicular a
uma geratriz, de um cone reto obtusangular.
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Figura 37. Solucdo da proposicdo XII de Apolonio

Fonte: Elaboracéo pela autora

O procedimento relatado por Apolénio para caracterizar a curva definida na

proposicdo XI1I € muito parecido com o da Elipse. Entéo:

Seja um cone de vértice A e que tem como base a circunferéncia BC, trazemos um
plano que passa pelo eixo, que produzira o tridngulo axial AABC, logo o segmento BC é base
do triangulo axial AABC. O segmento SZ no plano da base do cone é perpendicular BC. O
segmento EH € a intersecao da secdo plana com o tridangulo AABC. E é o ponto de intersecdo
da curva com AB e G € o ponto de intersecdo da curva com a prolongacdo de AC. Tracando
AF paralelo a EG, encontra-se com BC no ponto F. O ponto K é um ponto qualquer
pertencente a curva, com o segmento KD perpendicular ao plano do triangulo axial AABC.
Assim, KD é perpendicular a EG no ponto D. Por sua parte, 0 segmento MN é o diametro da
secdo circular determinada por um plano S que contém o segmento KD, sendo este paralelo
abase BC. O segmento MN intercepta o lado ABem M e AC em N, logo KD é perpendicular
a MN no ponto D. EP é um segmento perpendicular a EG e EP também esta contido no

plano perpendicular a se¢do conica que passa por E. O retangulo EDPT esta situado num
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plano perpendicular ao plano da se¢do conica. V é o ponto de intersecdo da prolongacgéo do

segmento DT .

Segundo Lopes (2011), o segmento EP é de extrema importancia para a
caracterizacdo das curvas. Ainda segundo esse autor, € um parametro que Apolonio definiu
em funcéo dos lados do tridngulo axial AABC e dos segmentos AE e AF da seguinte forma:

EP _ BFFC
EG  AF?2

(7)

A analise que Apol6nio proporcionou para obter a equacgéo (3.1), na caracterizacdo
da Paradbola na secdo anterior, também ¢é valida para a Hipérbole, j& que, segundo as
construcdes anteriores, sabe-se que MN é o didmetro da circunferéncia que passa pelo ponto
K e o0 segmento KD ¢é perpendicular a MN no ponto D. Entdo, podemos escrever a mesma

relacao:
KD? = MD -ND (3.1)

Pelas construcdes realizadas, sabemos que EH nao é paralelo ao lado AC do triangulo
axial AABC, neste caso EH intercepta a prolongacéo do lado AC no ponto G. Agora, para a
andlise e caracterizacdo da Hipérbole, Apol6nio, em sua defini¢éo, relaciona o quadrado KD
que equivale ao retangulo que, aplicado a EP, tem a largura ED reduzida numa figura

semelhante ao retangulo das retas EG e EP.

Nesse sentido, considere-se 0 esquema obtido a partir da figura 37 e ilustrado na
figura 38.
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Figura 38. Esquema obtido a partir da definicdo de Apolonio

F

Fonte: Elaborag8o pela autora baseada em Lopes (2011)

Sabe-se que MN é paralelo a BC e AF é paralelo a EH, entdo os angulos ABF e EMD
s&o congruentes por serem angulos correspondentes entre paralelas, os angulos AFB e EHB
s&0 congruentes por serem angulos correspondentes entre paralelas, os angulos EDM e EHB
sdo congruentes por serem angulos correspondentes entre paralelas, logo os &ngulos EDM e
AFB séo congruentes (Figura 53a). Entdo, os tridngulos AABF e AEDM sdo semelhantes
pelo critério &ngulo-angulo, logo:

- (A}
ED AF

Da mesma maneira, DN é paralelo a FC e GD é paralelo a AF, os angulos GND e
ACF s3o congruentes, os angulos GDN e ALN s3o congruentes, os angulos ALN e AFC s&o
congruentes por serem angulos correspondentes entre paralelas, logo os angulos GDN e AFC

sdo congruentes. Entdo, os triangulos ADNG e AACF sao semelhantes pelo critério angulo-

angulo (Figura 53b), logo:

C
=2 12
GD AF
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Figura 39. Semelhangas nos triangulos (AABF~AEDM) ¢ (ADNG ~AACF)

u e

H F

(b)

Fonte: Elaboracéo pela autora

Sabe-se também por construcdo que EP é paralelo a DV, entdo os angulos GEP e
GDV sdo congruentes e os angulos GPE e GVD sdo congruentes por serem angulos
correspondentes entre paralelas, entdo os tridangulos AGEP e AGDV sao semelhantes pelo
critério angulo-angulo (Figura 40a), logo:

EP DV
—=— (713)
EG DG

O segmento que passa pelos pontos colineares D, V e T € paralelo a EP e ED ¢
paralelo a PT. Logo, os angulos EPG e DVG sd0 congruentes por serem correspondentes
entre paralelas, os angulos GDV e PTV sdo congruentes, os angulos GEP e GDV sdo
congruentes, logo os angulos GEP e PTV s&o congruentes. Dai que os tridangulos AGEP e

APTYV sdo semelhantes pelo critério angulo-angulo (Figura 40b), logo:

VT EP
— = (74)
TP EG
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Figura 40. Semelhangas nos triangulos (AGEP ~ AGDV) e (AGEP = APTV)

G

G

R P l— R
E ’ >
[] N O O N
Voo M |D L v T R C
=€ H F *e B¢ H F *c
(@) (b)

Fonte: Elaboracéo pela autora

Ainda como os segmentos ED e PT tém o mesmo comprimento, ja que sdo lados do

retangulo EDTP, obtém-se:
vr =2.ED (75)
EG

Logo, segundo Lopes (2011), a expressdo correspondente a essa curva pode ser

obtida da seguinte forma: dividindo (3.1) por ED - GD tem-se que,

KD?> _ MD-DN
ED-GD  ED-GD

(7.6)

Substituindo (7.1) e (7.2) em (7.6) encontra-se que:

= —-+—, logo
ED-GD  AF AF

KD? _ BF-CF
ED:GD ~ AF?

(7.7)

Segundo Estrada et al. (2000), a relagdo da equacéo (7.6) mostra que a razao entre o
quadrado de lado KD e o retangulo de lados DE e DG é independente do ponto K pertencente
a cbnica. Ainda segundo esses autores, Apol6nio ndo toma essa propriedade como sintoma

da conica.
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Ent&o, fazendo uso de (7) e (7.3) em (7.7), obten-se:

_DV-ED-GD

2
KD D
KD?=DV-ED (7.8)

Logo, a equagdo KD? = DV - ED é uma expressdo geral para a curva, com DV
representando valores diferentes. Agora, escrevendo DV em fungéo da constante EP, temos
que: DV = EP + VT. Assim, pode-se escrever (7.8) da seguinte maneira

KD? = ED(EP +VT) (7.9)
Ainda pela equacdo (7.5) podemos escrever (7.9) da seguinte maneira:

E
E

KD? = ED [EP +[(E)- ED” ou

KD? = ED - EP +=>- ED? (7.10)

A equacdo, interpretada geometricamente (Figura 41), € o0 mesmo que dizer que a
area do quadrado aplicado ao segmento KD € igual a &rea do retadngulo de lado a EP e altura

ED, mais algum valor, neste caso seria % - ED? (o retangulo de lados % -ED e ED). Assim,

a curva nesse caso € uma Hipérbole, termo originario do grego yperboli, que corresponde a

aplicacdo de areas por excesso (Estrada et al., 2000; Lopes, 2011).

Figura 41. Interpretacdo geométrica da equacao da hipérbole

G

Fonte: Elaboracéo pela autora
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Utilizando a linguagem usada atualmente, considere EP um parametro EP = p e EG
didmetro EG = d que ira representar o eixo transverso da Hipérbole, considerando ainda
KD =y e ED = x (Figura 42), a equacao (7.10) fica como:

y? =xp+gx2

Figura 42. Hipérbole segundo Apol6nio
1Y

Fonte: Elaboracdo pela autora

Para seguir com o estudo da Hipérbole, vamos considerar a seguinte defini¢do: “Para
todos os pontos que pertencem a uma Hipérbole, a diferenca entre as distancias que mantém
dos focos é constante, ou seja, atendem a condi¢cdo AP — BP = 2d. A Hipérbole possui dois

ramos que ndo se cruzam e possui dois focos (Smith, 2013).
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Nesse sentido, sejam A e B dois pontos arbitrarios pertencentes a um plano, que
representam os focos da curva. C é o ponto médio entre A e B, entdo podemos dizer que
AC =sy CB =s, logo AB = 2s. As retas e y g séo as assintotas da curva. Seja e uma
circunferéncia centrada no ponto A e raio R = s + d, e f uma circunferéncia centrada no
ponto B e raio r =s —d. G € 0 ponto de interseccdo da reta que passa por A e B, e as

tangentes comuns das circunferéncias e y f. A distancia d é a semidiferenca entre a distancia

AP-AB

de um ponto da Hipérbole aos dois focos d = . O ponto F é o ponto de intersecdo de

AP com a circunferéncia, e H é o ponto de intersecdo de PB com a circunferéncia f.
Chamemos de FP =u e HP = u, logo FP = HP, entdo o tridngulo APFH ¢ isosceles
(Figura 43)

Figura 43. Grafico da defini¢do da hipérbole como lugar geomeétrico
g
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Fonte: Elaborado pela autora
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Entdo, queremos encontrar a relagio® entre as distancias x e y. Ou seja, uma equacio

que expressa a relacdo entre as distancias x e y (Figura 44).

Figura 44. Relacao entre as distancias x e y a partir do grafico da hipérbole num plano

Fonte: Elaborado pela autora

Segundo Smith (2013), para determinar essa equagdo, usaremos uma rota muito
semelhante aquela que usamos para determinar a equacdo da Elipse (Figura 45).

Considerando as figuras 58 e 59, temos que ter em mente as seguintes relacdes:
cos(180° — 0) = —cosf (8)
x =CPcosf (8.1)
y =CPsinf (8.2)

O triangulo PLC é retangulo, portanto, podemos usar o teorema de Pitagoras da

seguinte maneira:

y? = (CP)? — x% (8.3)

%0 Toda férmula é um registro escrito em forma de equacio, da relagdo entre quantidades que podem ser
medidas. Neste caso, as distancias x e y.
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Figura 45. RelagGes do ponto P com os focos e centro da hipérbole

-
-
-
i R T

Fonte: Elaborado pela autora

Entdo, aplicando a lei dos cossenos®! ao triangulo APCB

(BP)? = (CP)? + (CB)? — (CP)(CB) cos 6 (8.4)

Substituindo os valores de BP e CB, fica:

(r +u)? = (CP)? + (s)? — 2(CP)(s) cos B
Desenvolvendo (r + u)?:

r2 + 2ru + u? = (CP)? + (s)? — 2(CP)(s) cos 6
Porém, r = s — d, logo

(s =d)?+2(s — du +u? = (CP)? + (s)? — 2(CP)(s) cos 8

Desenvolvendo (s — d)? e agrupando termos semelhantes, temos:

31 A lei dos cossenos é usada para encontrar as partes que faltam em um triangulo obliquo (n&o um triangulo
retangulo) quando as medidas dos dois lados e a medida do angulo incluido sdo conhecidas. ¢ = a? + b? —
2ab cos C.
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s?2 —2sd + d? + 2su — 2du + u? = (CP)? + (s)? — 2(CP)(s) cos @
d? + u? — 2sd + 2su — 2du = (CP)? — 2(CP)(s) cos 8 (8.5)
Logo, aplicando a lei dos cossenos ao triangulo APCA, temos:
(AP)% = (CP)? + (CA)? — 2(CP)(CA) cos(180° — 6)
Substituindo os valores de AP, CA e (8) fica:
(R +u)? = (CP)?+ (s)?> + 2(CP)(s) cos O
Desenvolvendo (R + u)?:
R? + 2Ru + u? = (CP)* + (s)* — 2(CP)(s) cos 6
Porém, R = s + d, logo
(s+d)?+2(s+du+u? = (CP)? + (s)? — 2(CP)(s) cos 8
Desenvolvendo (s + d)? e agrupando termos semelhantes, temos:
s?2 +2sd +d? + 2su + 2du + u? = (CP)? + (s)?> — 2(CP)(s) cos @
d? + u? + 2sd + 2su + 2du = (CP)? + 2(CP)(s) cos 8 (8.6)
Agora somamos as equacoes (8.5) e (8.6) temos que:

d? + u? — 2sd + 2su — 2du = (CP)? — 2(CP)(s) cos 8
d? 4+ u? + 2sd + 2su + 2du = (CP)? + 2(CP)(s) cos(8)

+ 2d? + 2u? + 4su = 2(CP)?

Se dividirmos ambos os membros da igualdade por 2, obtemos:
d? + u? + 2su = (CP)? (8.7)
Subtraindo a equacéo (8.5) de (8.6), obtemos

d? + u? — 2sd + 2su — 2du = (CP)? — 2(CP)(s) cos 8
d? 4+ u? + 2sd + 2su + 2du = (CP)? + 2(CP)(s) cos(8)
4sd + 4du = 4(CP)(s) cos O

Se dividirmos ambos os membros da igualdade por 4, obtemos:
sd + du = (CP)(s)cos8 (8.8)
Porque x = (CP) cos 8, podemos escrever a equacao (8.8) da seguinte maneira

sd +du = xs
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Se dividirmos ambos os membros da igualdade por d, obtemos:

4 _ XS R _ XS R _xs—sd
Ry u—d u—d Ny u= 7
__ S(x—d)
= (8.9

Agora vamos voltar a equacao (8.3)
y? = (CP)* —x*
Substituindo os valores de CP (8.7):
y? =d? + u® + 2su — x?

Agora substituindo o valor de u (8.9):
2
y2 = d? 4 Is(xd—_d)l +25[S(xd—_d)]_x2

s?(x — d)? N 2s%(x — d)
d? d

y2 =d2 + %2

Desenvolvendo (x — d)?

xZ

, ., SP(x*—2xd+d?) 2s’x 2s%d
yc=d°+ + - -
d? d d

Desenvolvendo s?(x? — 2xd + d?) e multiplicando ambos os membros da
igualdade por d?, obtemos:
y2d? = d* + s2x? — 2xds? + s2d? + 2xds? — x?d? — 2s%d?
y2d? = s%x? — x2d? = d* — s2d?
yzdz = x2(s2 — d?) — dz(sz _ dz)
Se dividirmos ambos os membros da igualdade por d?(s? — d?), obtemos:

xZ(SZ _ dZ) y2d2 3 dZ(SZ _ dZ)
d?(s2 —d?) d2(s?—d?) d?(s? —d?)

x2 y2

d2  (s2-d?)

=1 (8.10)

Na expressdo na equacéo (8.10), considerandoa = deb = s? —d?
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2 y2_
—->=1 @1

Q

Para chegar na expressdo semelhante a equacdo da Hipérbole encontrada em livros
didaticos (Lima, 2015):

b=s?-d?> = b?=.s52-d2
Logo, podemos escrever (8.11) da seguinte maneira

2
YL =1 (812

a? b2

Dessa forma, segundo Smith (2013), a expressdo (s? — d?) é o quadrado da distancia
entre o ponto de intersec¢do das duas circunferéncias, neste caso o ponto D (que é um vértice
da Hipérbole) e o ponto K, que é o ponto médio entre os pontos de tangéncia (J e E). Na

equacao (8.12) a representa a distancia CD e b é a distancia DK (Figura 46)

Figura 46. A hipérbole no plano cartesiano

-,
- -

Fonte: Elaborado pela autora
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Neste capitulo, apresentamos uma revisdo analitica-epistemoldgica das secOes
conicas, explorando as contribui¢cdes fundamentais de Menécmo e Apolonio de Perga.
Percorremos o desenvolvimento historico que culminou nas definicbes geométricas da
Pardbola, Elipse e Hipérbole como lugares geométricos. Essa trajetoria nos permitiu
compreender como esses conceitos, inicialmente formulados em contextos puramente
geométricos, evoluiram ao longo dos séculos, culminando nas abordagens algébricas

modernas que permeiam o ensino da Geometria Analitica.

Observamos que, apesar da relevancia historica e epistemologica desse percurso, 0s
livros didaticos contemporaneos, como o de Lima (2015), tendem a apresentar as se¢des
conicas de forma excessivamente simplificada, priorizando a “algebra de coordenadas”. Esse
enfoque, embora eficaz para a resolucdo de problemas praticos, oculta os aspectos historicos
e conceituais que fundamentam essas curvas. Essa lacuna na abordagem didatica resulta em
um aprendizado descontextualizado, que ndo valoriza o carater criativo e o rigor matematico
que permeiam o desenvolvimento das sec¢Oes conicas desde os tempos de Menécmo e

Apolbdnio.

Com base nesse cenario, o proximo capitulo sera dedicado a proposicdo de uma
abordagem didatica que resgate os fundamentos histéricos e epistemolégicos das secdes
cbnicas, promovendo uma integracdo entre os aspectos geométricos e algébricos. Além
disso, serd detalhado uma abordagem de ensino que incorpora o uso do GeoGebra como
ferramenta pedagogica, com o objetivo de enriquecer o processo de ensino e aprendizagem.
O GeoGebra serd utilizado para explorar conceitos como a Orthotome, Oxytome e
Amblytome, relacionando-os diretamente as definicdes modernas da Parabola, Elipse e
Hipérbole.

Essa proposta buscara promover uma aprendizagem compreensiva e interativa,
abordando os conceitos, propriedades e equacfes das conicas. Ao integrar a tecnologia com
a historia da Matematica, esperamos oferecer subsidios para uma formacao docente mais
robusta e conectada as demandas do ensino contemporaneo. No proximo capitulo,
destacaremos como essas abordagens podem ser implementadas na Licenciatura em
Matematica, visando capacitar futuros professores para explorar as se¢fes conicas de forma
criativa, contextualizada e interdisciplinar, contribuindo para um ensino mais significativo e

alinhado as necessidades dos estudantes do século XXI.
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Correlacdes Historicas, Epistemologicas e

Escolares das Coénicas

O objetivo deste capitulo é analisar como os aportes histéricos de Menécmo e
Apolénio, referentes as se¢bes conicas, dialogam com o contelido escolarizado encontrado
em livros de Geometria Analitica de nivel superior. Buscamos identificar convergéncias e
divergéncias na forma como as conicas sao apresentadas e exploradas, considerando tanto
seus aspectos historicos quanto didaticos. Para essa analise, foram consultados livros em trés
idiomas: em portugués, Geometria Analitica e Algebra Linear de Lima (2015) e Vectores e
Geometria Analitica de Winterle (2014); em inglés, Analytic Geometry de Riddle (1996); e,
em espanhol, Curso Breve de Geometria Analitica de Bernardo (1969) e Geometria Analitica
de Lehmann (2012). Apesar das semelhancas nos tratamentos didaticos entre os diferentes

textos, a analise comparativa basear-se-a principalmente no livro de Winterle (2014).

No capitulo anterior, vimos que o estudo das cOnicas teve origem na geometria
espacial, com as curvas sendo geradas pela interse¢do de um plano com cones de diferentes
tipos. Menécmo explorou trés tipos de cones, enquanto Apol6nio investigou um cone de
duas folhas. Suas defini¢bes sobre a geracdo das superficies dos cones retos e obliquos
encontram-se no livro | de sua obra As Conicas. A seguir, destacamos trés defini¢des

essenciais do cone descritas por Apol6nio, que fundamentam essa analise.

Definicéo 1: Se de um ponto ndo localizado no plano de uma circunferéncia for
tracada uma linha reta prolongada em ambas as dire¢des e, permanecendo o ponto
fixo, a linha feita percorre a circunferéncia até retornar ao ponto de sua posicao
inicial, chamo de “superficie conica” aquela que, descrita pela reta, ¢ composta
por duas superficies opostas no vértice que se estendem até o infinito, igual a reta
geradora; e chamo o ponto fixo de “vértice” da superficie, e a reta tracada por ele
e 0 centro do circulo de “eixo” (Eecke, 1963 p.3).

Definigdo 2: Chamo de “cone” a figura delimitada pelo circulo e pela superficie
conica situada entre o vértice e a circunferéncia do circulo; “vértice” do cone o
ponto que ¢ o proprio vértice de sua superficie; “eixo” do cone a linha tragada do
veértice ao centro do circulo;e a “base” o circulo (Eecke, 1963 p.4).
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Definicdo 3: Dentre os cones, chamo de retos aqueles que tém os eixos
perpendiculares as bases, e obliquos a aqueles que ndo tém os eixos
perpendiculares as bases (Eecke, 1963 p.4).

De forma semelhante, Winterle inicia o capitulo 8, dedicado as se¢des conicas, com
um primeiro subcapitulo intitulado “As se¢des conicas”. Nesse trecho, o autor introduz a
origem das conicas e explica como essas curvas podem ser geradas pela intersecdo de um
plano com um cone de duas folhas (Figura 47). Winterle (2014) define a superficie cbnica
circular infinita como sendo formada por duas folhas separadas no vértice, estabelecendo

assim a base geométrica para o estudo das conicas:

Sejam duas retas e y g concorrentes em O e ndo perpendiculares. Conservamos
fixa a reta e e fagamos g girar 360° em torno de e mantendo contante o angulo
entre as retas. Nessas condicOes, a reta g gera uma superficie conica circular
formada por duas folhas separadas pelo vértice 0. A reta g é chamada geratriz da
superficie conica, e a reta e, eixo da superficie (p. 167).

Chama-se se¢do conica, ou simplesmente conica, o conjunto de pontos que formam
a intersecdo de um plano com a superficie conica. Quando uma superficie conica é

seccionada por um plano qualquer que ndo passa pelo veértice O, a conica sera:

e Uma parabola, se m for paralelo a uma geratriz da superficie (a);

e Uma elipse, se m ndo for paralelo a uma gertariz e intercepta apenas uma das folhas
da superficie (ou uma circunferéncia, se © for perpendicular ao eixo) (b).

e Uma hipérbole, se m ndo ¢ paralelo a uma geratriz e intercepta as duas folhas da
superficie. A hipérbole deve ser vista como uma curva s, constituida de dois ramos,

um em cada folha da superficie (c).
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Figura 47. Sec¢bes Conicas em Winterle

zz

Fonte: Winterle (2014, p. 167)

Winterle (2014) faz uma observacéo crucial: as cOnicas descritas anteriormente
devem ser entendidas como ilimitadas, ou seja, compostas por duas folhas que se estendem
indefinidamente em ambas as direcdes. Essa concepcdo é fundamental, pois, caso o plano
secante seja transladado paralelamente até atingir o vértice O, as conicas se tornam
“degeneradas”. Nesse contexto, podem ser observados trés casos distintos: (a) uma reta, se
0 plano secante contém apenas uma geratriz do cone; (b) um ponto, caso o plano seja
paralelo a base do cone; e (c) duas retas, quando o plano secante contém apenas o eixo do

cone.

Figura 48. Conicas degeneradas em Winterle

. A\ —
x *
(a) (b)

Fonte: Winterle (2014, p. 168)
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SUGESTOES PARA SALA DE AULA

Para o estudo das cénicas, sugerimos ao professor inicie explicando a origem das se¢6es
cbnicas ou simplesmente das conicas tomando como referéncia o desenvolvimento histérico e
epistemoldgico apresentado no capitulo 3; com destaque a como elas podem ser geradas a partir
da intersecdo de um plano com um cone de duas folhas. Em seguida, sugerimos ao professor que
use o GeoGebra na Janela de Visualizacdo 3D. Em um primeiro momento para explorar as
defini¢cBes de cone propostas por Apolénio e por Winterle.

Sugerimos ao professor explorar o arquivo chamado “Cone de duas folhas®, nele
encontra-se duas retas, uma reta A0 e uma reta AC, esta Ultima percorre em sua totalidade a
circunferéncia de radio OB. Recomendamos ativar a op¢do “Exibir Rastro” a reta AC para olhar o
que Apoldnio e Winterle chamam de “superficie conica”, ou seja, aquela que € descrita pela reta,
é composta por duas superficies opostas no vértice que se estendem até o infinito. Desta maneira,
areta AO é o eixo do cone, é a reta AC é chamada de geratriz da superficie cbnica e o ponto A é 0
vértice do cone.

Observagao importante para o professor, na Janela de Visualiza¢do 3D, encontra-se uma
ferramenta de construgdo chamada de “Cone”, a figura geométrica obtida sdo todos cones retos.
Para representar cones obliquos é necessario utilizar o comando “Superficie” na Janela de Algebra.
No recurso “Cone reto e obliquo™® é possivel explorar tanto um cone reto como obliquo mediante
0s controles deslizantes.

Seguidamente, sugerimos ao professor explorar as se¢fes cOnicas, ou seja, quando as
curvas sdo originadas quando um cone é seccionado por um plano no recurso chamado de
“Explorando Secdes Conicas™®*. Nele encontra-se dois controles deslizantes na parte esquerda, o
controle deslizante « é o0 angulo de inclinagdo formado entre o plano e o eixo do cone e o controle
deslizante ¢t translada o plano mantendo a inclinacdo; e a representagdo no plano da curva gerada.
Na parte direita encontra-se 0 cone, 0 plano e a curva na Janela de Visualizagdo 3D.
Recomendamos ao professor variar os controles deslizantes e observar a conica obtiva, entdo dessa
interacdo podem surgir questdes como:

(1) Qual deve ser a posicao do plano em relacéo ao cone para se obter uma elipse?

(2) Qual deve ser a posicéo do plano em relacéo ao cone para se obter uma hipérbole?
(3) Qual deve ser a posicéo do plano em relacdo ao cone para se obter uma parébola?
(4) Se o plano for paralelo & base do cone, qual é a curva obtida?

. 79 ©. eixo 4o cone

e

Elipse: se f nio for paralelo a uma geratriz ¢ intercepta
apenas uma das folhas da superticie

%2 Disponivel em https://www.geogebra.org/classic/v3cm3ndx

33 Disponivel em https://www.geogebra.org/classic/k4xpg8ee

3 Disponivel em: https://www.geogebra.org/classic/ttxetr6x.O recurso “Explorando se¢des conicas” foi
adaptado a partir de https://www.geogebra.org/m/hy5hkvf3
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Hipérbole: se B ndo € paralelo a uma geratriz
e intercepta as duas folhas da superficie

S

(O

40

Parébola: se 8 for paralelo a uma geratriz da superficie

Neste recurso também é possivel explorar as chamadas conicas degeneradas que sdo
mencionadas em Winterle. Recomentados ao professor discutir com os estudantes a posi¢éo do
plano em relagdo ao cone em cada caso.

A seguir, no Quadro 7, sdo apresentadas as definices da pardbola segundo
Menécmo, Apoldnio e Smith, com base no desenvolvimento histérico e epistemologico
discutido no capitulo anterior. Além disso, a definicdo dessa conica no livro didatico
Vectores e Geometria Analitica de Winterle (2014) também é destacada, permitindo uma
analise comparativa entre as perspectivas historicas e a abordagem contemporanea dos livros

didaticos.

Quadro 7. Defini¢des da Parabola

Definicdo da Parabola por Menécmo

Menécmo considerou um cone circular reto apoiado sobre o plano  que possui um angulo reto
no vértice A. O segmento BC ¢é o didmetro da circunferéncia ¢ da base do cone. O ponto F esta
sobre a geratriz AC e por ele trace um planao a perpendicular a AC. Da interse¢do do cone com 0
plano @ obtemos a curva p, que Menécmo chamou de Orthotome. Além disso, o ponto O é o centro
do cone. Agora temos um ponto K sobre a curva p que seja diferente de F, e por esse ponto
incidiremos o plano g paralelo ao plano . A interse¢éo do cone com o plano S é a circunferencia
g. A intersecdo de g com as geratrizes AC e AB sdo o0s pontos N e M, respectivamente. Temos
entdo que o segmento MN é o didmetro de g.
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KD? = 2DF - FA3S

Definicdo da Parabola por Ap6lonio

Apoldnio define a parabola no seu primeiro livro na proposicao XI da seguinte
maneira:

Se um cone for cortado por um plano que passa pelo eixo, e se for cortado por
outro plano que corta a base do cone ao longo de uma linha perpendicular &
base do triangulo que passa pelo eixo; se, além disso, o didmetro da se¢éo for
paralelo a um dos lados do tridngulo que passa pelo eixo, o quadrado de
qualquer reta tracada a partir da secdo do cone, paralela a se¢cdo comum do
plano secante e da base do cone, até o diametro da secéo, equivale ao retangulo
delimitado pela linha que ele corta no didmetro, na lateral do topo da secéo, e
por uma determinada linha cuja relagcdo com a linha localizada entre o &ngulo
do cone e do vértice da secdo é igual ao do quadrado da base do tridngulo que
passa pelo eixo até o retangulo delimitado pelos dois lados restantes do
triangulo. Chamaremos tal se¢do de parédbola (p. 21).

KD? = PF - PD36

Definicdo da Parabola por Smith (2013)

Uma parabola é definida como o conjunto de pontos, em um plano, que estdo a mesma distancia
de um ponto (o foco) e de uma reta (a diretriz), logo se cumpre FD = BD

% O desenvolvimento matematico para determinar esta expressao da parabola foi descrita na segdo 3.2
% O desenvolvimento matematico para determinar esta expressao da parabola foi descrita na segdo 3.2
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A parédbola é a curva, a reta g é a reta diretriz, a reta p € o eixo de simetria da curva, o ponto F é
o foco, 0 ponto V € o vértice da Pardbola, ou seja, 0 ponto mais perto da diretriz, S € 0 ponto de
intersecdo da diretriz com o eixo de simetria e 0 ponto D é algum ponto que lhe pertence a
Parabola. Entdo, para caracterizar a parabola queremos saber a relacdo entre as distancias SB e
DC. Assim, chamaremos SB = x,DC =y,CB = pe MC = g

2
2 _ — (X —
Mc? =BCxCD = (3) =py
A equacdo pode ser transformada na férmula usual da parabola

x? = 4py

p = Eixo de simetria

Definigdo da Parabola Winterle (2014)

Parabola é o conjunto de todos os pontos de um plano equidistantes de um ponto fixo e de uma
reta fixa desse plano.

Consideremos uma reta d e um ponto F nédo pertencente a d.
Considere cinco pontos (P;, P,, V, P3 e P) que sdo equidistantes do ponto F e da reta d.
Entdo, um ponto P qualquer pertence a parabola se e somente se:
d(P,F)=d(P,d)
Ou, de modo equivalente
(P,F)=d(P,P") (1)

Sendo P’ o pé da perpendicular baixada de P sobre a reta d

Elementos
Foco: é o ponto F.

Diretriz: é areta d.
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Eixo: é a reta e que passa por F e é perpendicular a d. E facil ver pela propia definicio de parabola
que essas curva é simétrica em relagéo ao seu eixo.

Vértice: é o ponto V de intersecdo da parabola com o seu eixo.

Equacdes reduzidas
Seja a parabola de vértice V (0,0). Consideremos dois casos:

1) O eixo da parabola e o eixo dos y

Seja P (x,y) um ponto qualquer da parédbola de foco F (0,2) e diretriz de equacdo y = —g

rohsl|/ e

A definicdo de parabola expressa pela igualdade (1) é equivalente a
[FP| = [PP|

Como P’ (x, g) € d, vem

(x=0y=2)|=|@-xy+)
Ou

2

\/(x—0)2+(y—§) = \](x—x)2+(y—§)2

Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos

(Jc—0)2+(y—g)2 =(x—x)2+(y—g)2
Ou

p? p?
X2 4y —py+ =y Hpy+

Ou simplesmente

x? = 2py
Que é a equacdo reduzida para este caso.
2) O eixo da parébola é o eixo dos x
Sendo P(x,y) um ponto qualquer da parabola, de foco F(g, 0) e diretriz x = _2 obteremos,

de forma analoga ao caso 1, a equacao reduzida

y? = 2px
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Observando os quadros acima podemos constatar que as definicdes da Parabola
refletem os diferentes contextos historicos em que foram formuladas, mas que possuem a
mesma finalidade tedrica, determinar a equacao da pardbola. Na época em que Menécmo e
Apoldnio realizaram os estudos referentes a esta curva, o desenvolvimento da matematica

tinha um enfoque geométrico.

Por um lado, Menécmo baseou-se o estudo da Orthotome (parabola), a curva gerada
pela intersecdo de um plano que corta perpendicularmente a geratriz de um cone que tém no
vértice um angulo reto. Ele determinou a expressdo matematica que define a parabola
mediante um ponto K qualquer da curva e a relacdo entre dois segmentos perpendiculares
(KD e DF) pertencentes a0 mesmo plano da curva. Assim sendo, a relagdo é determinada da
seguinte maneira: “Dado um ponto K qualquer da curva, o quadrado de lado KD é o dobro
do retangulo de lado PD PA (KD? = 2PA - PD)” (Estrada et al., 2000). Usando a linguagem

de hoje podemos escrever a expressdo matematica como: x2 = 2py.

Por outro lado, para definir a pardbola Apoldnio primeiro cortou o cone de duas
folhas por um plano paralelo a uma das geratrizes do cone através do eixo da curva. O
gedmetra determinou a expressdo matematica que define a secdo conica mediante um ponto
K qualquer da curva, a relacdo entre as distancias de dois segmentos perpendiculares, estos
sdo KD e PD, e outro segmento PF (KD? = PF - PD). PF é um parametro de suma

importancia que Apol6énio introduce em seus estudos da parabola; ele guada relagdo com os
. BC? . .
lados do cone, ou seja, PF = T Usando a linguagem de hoje podemos escrever a

expressdo matematica como: x? = ly. Assim sendo, a relacdo matematica é determinada da
seguinte maneira: “A area do quadrado de lado KD é igual a area do retangulo de lados PF

e PD”.
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Tanto Menécmo quanto Apolénio fizeram seus estudos sobre a pardbola com foco
na geometria espacial, considerando elementos tanto do cone quanto do plano que geram
essa curva. Suas contribuicbes representam um embrido para a geometria analitica.
Especialmente Apol6nio, o gedmetra, fez um estudo brilhante sobre conicas e algumas de

suas contribuicdes sdo utilizadas até hoje em dia.

SUGESTOES PARA SALA DE AULA

Dada a similitud nos metodos de Menécmo quanto de Apol6nio para determinar a equacéo
reduzida da parabola, sugerimos ao professor explorar o recurso do GeoGebra chamado “Seg¢des
coOnicas: Parabola™®’. A partir dele é posivel explicar a interpretacdo geometrica de cada exprecéo
matematica, facilitando a compreséo deste conceito matematico. Sugerimos ainda que o professor
use o recurso e a explicdo abordada no sub apartado 3.1 e 3.2 do capitulo anterior.

a

Defini¢io da Pardbola segundo Menécmo

Se a=90° Dado um ponto K qualquer da curva,
KD=2PA-PD o quadrado de lado KD é o dobro
KD*=(2.8)-(1.6) do retémgulo de lado PA-PD

6=9

Defini¢do da Pardbola segundo Apolinio

Dado um ponto K qualguer da curva
KD*=PF-PD

KD?=(3.7)-(1.6)
6=6

a drea do quadrade de lado KD

& ignal é érea do retingulo de
lados PF-PD

Ainda sugerimos ao professor discutir com seus estudantes a relagéo entre as expresoes
matematicas obtitdas por Menécmo e Apolénio e a encontrda no livro didatico de geometria
analitica de Winterle (2014): x? = 2py (quando o eixo da parabola e o eixo dos y) mediante o uso
do GeoGebra.

Da proposigao de Apol6nio surgiu a conhecida equacéo reduzida da parabola com vértice
na origem e eixo no eixo das abcissas: x? = ly, onde “I” é chamado de latus rectum ou parametro,
que geralmente é representado por 2p e as vezes por 4p.

Assim sendo, sugerimos ao professor discutir com os estudantes o parametro (que pode
ser [, 2p ou 4p) na ecuagdo da Parabola. No caso de Menécmo e Apol6nio, o parametro da
expresdo matematica da parabola tem relagdo com o vertice do cone e 0s extremos da base do
cone. Assim, para visualizar a relacdo matematica no plano cartesiano, ambos partiram de casos
particulares, ou seja, quando a proje¢édo ortogonal (ponto D) do ponto K da parabola sobre o eixo
da curva coincide com o foco da parébola e PD = 1, entdo para Menécmo o parametro p € igual
a PA (p = PA), sendo PA & distancia do verice da curva & o vertice do cone, logo KD = PA.
Nessas condicdes, se cumpre que o quadrado de lado KD é o dobro do retangulo de lado PD PA,
ou dito de outra forma, para que a distancia do ponto K ao foco (KD) seja igual a distancia do
ponto K & diretriz (KG) da parabola, KG = 2PA deve ser cumprido.

37 Disponivel em: https://www.geogebra.org/classic/mwx9vvOv
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Para Apol6nio, o parametro [ é igual a PF (Il = PF), é aquele parametro que o0 geometra

. x . BC?
em seus estudos da parabola; ele guada relagdo com os lados do cone, ou seja, PF = Bac Logo

se PD = 1 se cumpre que KD? = PF?. Nessas condicdes, se cumpre que: a area do quadrado de
lado KD é igual a area do retangulo de lados PF e PD.

Agora, tanto Smith (2013) como Winterle (2014) definem a parabola mediante a relagdo
do ponto da curva com o foco e a diretriz. No primeiro caso a relagido matematica obtida foi: x? =
4py. Apesar de utilizar uma definicdo muito proxima daquela estudada nos livros didaticos, para
determinar a equagdo da parabola, Smith utiliza elementos proprios da geometria, isso porque néo
baseia seu estudo nas coordenadas do ponto da curva em um plano cartesiano. Assim sendo, Smith
considerou o pardmetro p como a distancia do vértice ao foco da conica (p = FV).

xi=4py
16.63=4(1.2)-(3.46)
16.63=16.63

No segundo caso a relacdo matematica obtida foi: x? = 2py. Para determinar esta equacio
reduzida da cénica Winterle utiliza métodos da geometria analitica, tais como, o teorema da
distancia entre dois pontos e o teorema referindo-se a distancia d de uma linha reta a um ponto.
Em seu estudo, Winterle considerou o pardmetro p como a distancia do foco da conica a um ponto
da diretriz (p = FD).
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x*=2py
x?=2(1.2)(3.45)
8.28=8.28

Finalmente, conluimos que a pardbola tem a propriedade caracteristica de que para
qualquer ponto tomado na curva, o quadrado construido sobre sua ordenada y é exatamente igual
ao retangulo construido sobre a abcissa x e o parametro “p”, que geralmente € representado por
2p € as vezes por 4p.

Em seguida, no Quadro 8, sdo apresentadas as definicbes da elipse conforme
Menécmo, Apoldnio e Smith, com base no desenvolvimento histérico e epistemologico
explorado no capitulo anterior. Adicionalmente, é incluida a definicdo dessa conica no livro
didatico Vectores e Geometria Analitica de Winterle (2014), possibilitando uma analise
comparativa entre as abordagens historicas e a exposi¢do encontrada nos materiais didaticos

contemporaneos.

Quadro 8. Defini¢des da Elipse

Definicéo da Elipse por Menécmo

Menécmo utilizou um cone reto que tem o angulo agudo no vértice, ou seja, que € um cone
oxigonal. Entdo, seja um cone circular reto apoiado sobre o plano © que possui um angulo agudo
no vértice A. O segmento BC é o didmetro da circunferéncia base do cone. O ponto F esta sobre a
geratriz AC e por ele trace um plano a perpendicular a AC. Da intersecdo do cone com o plano «
obtemos a curva p, a qual Menécmo chamou de Oxytome. Agora temos um ponto K sobre a curva
p que seja diferente de F e por esse ponto incidiremos o plano S paralelo ao plano 7. A interse¢éo
do cone com o plano B € a circunferéncia g. A interse¢do de g com as geratrizes AC e AB sa0 0s
pontos N e M, respectivamente. Temos, entdo, que o segmento MN é o didametro de g.

BJ-JC:DF

KD? = (EF — DF) IF

38 O desenvolvimento matematico para determinar esta expressdo da elipse foi descrita na secéo 3.3
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Definicdo da Elipse por Apolonio

Se um cone é cortado por um plano gque passa pelo eixo, e se é cortado por outro plano que,
encontrando cada um dos lados do tridngulo que passa pelo eixo, ndo é paralelo nem antiparalelo
a base do cone; se, além disso, o plano base do cone e o plano secante se encontram ao longo de
uma linha reta perpendicular a base do triangulo que passa pelo eixo, ou perpendicular ao
prolongamento desta base, o quadrado de qualquer linha reta tragada a partir da se¢do do cone,
paralelo a secdo comum dos planos, até o didmetro da se¢do, sera equivalente a uma area aplicada
ao longo de uma determinada linha reta, com a qual a razdo entre o didametro da se¢éo é igual a
razdo do quadrado da reta, do topo do cone, paralelo ao didmetro da secéo, até a base do triangulo,
até o retangulo delimitado sob as linhas que esta Ultima linha recorta nas laterais do triangulo (*°);
area que tem como largura a linha cortada no diametro por esta primeira linha, na lateral do topo
da se¢do, e reduzida por uma figura, semelhante ao retangulo delimitado pelo didmetro e pelo
parametro, e colocada de forma semelhante (*°) . Chamamos essa secéo de elipse (Eecke, 1963, p.
28).

KD? = (ED - EP) — o . Ep2n
EG

A equacdo, interpretada geometricamente, € 0 mesmo que dizer que a area do quadrado

aplicado ao segmento KD é igual a area do retangulo de lado a EP e altura ED, menos algum valor,

. EP . , . . e .
neste caso seria - ED?. Assim, a curva nesse caso é uma Elipse, termo originario do grego

ellipis, que corresponde & aplicacéo de areas por falta (Estrada et al., 2000; Lopes, 2011).

39 Isto €, sob os segmentos que é paralelo ao didmetro, tracado a partir do vértice do cone, corta na base
estendida do cone do tridngulo axial

40Esta afirmacéo equivale a dizer que, na secdo cOnica considerada, o quadrado da ordenada equivale a uma
area retangular que, aplicada de acordo com o parametro, ou seja, tendo este pardmetro como comprimento, e
tendo a abcissa como largura, é reduzido por outra area, semelhante aquela que tem o parametro para
comprimento e o didmetro para largura. Portanto, se designarmos a ordenada por y, a abcissa por x, o didmetro

n . - ~ b . ~
por a e 0 pardmetro por p, o enunciado da proposigdo se traduz na relagéo: y? = px — ;xz, que é a equacgdo

cartesiana de uma elipse relacionada a eixos obliquos, um dos quais é o didmetro e o outro a tangente em sua
extremidade.
41 O desenvolvimento matematico para determinar esta expresséo da elipse foi descrita na segdo 3.3.
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Definicdo da Elipse por Smith (2013)

“Uma Elipse ¢ definida como o conjunto de todos os pontos do plano que atendem a condigao
AP + BP = 2r e que estdo em um Unico plano, onde A e B sao os focos da Elipse” (Smith, 2013).

Nesse sentido, sejam A e B dois pontos arbitrarios pertencentes a um plano. Escolhemos alguma
distancia arbitraria, maior do que a distancia entre A e B. Definimos r como metade dessa
distancia, entdo a distancia em si seria 2r, dai AP + BP = 2r. C é o0 ponto médio entre A e B.
Entéo, é do nosso interesse investigar as caracteristicas da Elipse*?, especialmente a relagéo entre
as distancias x e y.

2 2

x= .y
— =1
a? * b
Para chegar na expressao semelhante a equacéo da Elipse encontrada em livros didaticos (Lima,
2015):
b=1r%2—5s?2 = b2=,r2—s2
Logo:
x2 y2
; + ﬁ =1

Definic¢éo da Elipse por Winterle (2014)

42 Toda formula é um registro escrito em forma de equacéo, da relagdo entre quantidades que podem ser
medidas. Neste caso, as distancias x e y
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Elipse é o conjunto de todos os pontos de um plano cuja soma das distancias a dois pontos fixos
desse plano é constante. Consideremos no plano dois pontos distintos, F; e F,, tal que a distancia
d(F;,F,) = 2c, e um numero real positivo a com 2a > 2¢. Chamando de 2a a constante da
definicdo, um ponto P pertence a elipse se, e somente se:

d(P,Fl) + d(P,Fz) = 2a

l)

Elementos

Focos: sdo 0s pontos F; e F,.

Distancia focal: é a distancia 2c¢ entre os focos.

Centro: é o ponto médio C do segmento F, F,.

Eixo maior: é o segmento A; A, de comprimento 2a (este segmento contém os focos).

Eixo menor: é o segmento B, B, de comprimento 2b e perpendicular a A; A, no seu ponto médio.

Vértices: sdo os pontos A,,4,,B; € B,.

Pela figura, € imediato que B,F, = a, pois B,F; + B,F, = 2a (definicdo de elipse) e B,F; =
B, F,. Logo, do triangulo retangulo B,CF, vem:

a? = b% + ¢?
Aigualdade mostraque b <aec<a
Excentricidade da elipse é o nimero real
e= 2 (0<e<)

A excentricidade ¢ responsavel pela “forma” da elipse: elipses com excentricidade perto de 0
(zero) sdo aproximadamente circulares, enquanto elipses com excentricidade proxima de 1 séo

138



.. 1 . g s
“achatadas”. Por outro lado, fixada uma excentricidade, por exemplo, e = b todas as infinitas

elipses com esta excentricidade tém a mesma forma (diferem apenas pelo tamanho).
Equacdes reduzidas

Seja aelipse de centro € (0,0), consideremos que 0 eixo maior esta sobre o eixo dos x. Seja P(x, y)
um ponto qualquer de uma elipse de focos F; (—c, 0) e F,(c, 0),

pela definicdo tem-se que:
d(P,F,) +d(P,F;) = 2a ou |F{P| = |F,P| = 2a
Ou em coordenadas:

|(x+c,y—0)]+|(x—c,y—0)|=2a

Ja+)2+y2+J(x—c)2+y? =2a

Jx2 +y2 4+ 2cx +c2 = 2a —/x2 +y2 — 2cx + 2

2

Jx2 +y2 + 2cx + c? - 2a —/x2 +y? — 2cx + 2
( ) =( )

X% +y% +2cx + ¢ = 4a® — day/x? +y2 — 2cx + 2 + x2 + y? — 2cx + ¢

ayJx2 +y2—2cx +c2=a?—cx
a?(x? +y? — 2cx + ¢?) = a* — 2a%cx + c?x?
a’x? + a?y? — 2a’cx + a®c? = a* — 2a%cx + c*x?

a?x? — c?x? + a?y? = a* — a?c?

(@ — c?)x? + a?y? = a?(a® — ¢?)
Como por (2) tem-se que a? — c¢? = b?, resulta

b?x? + a?y? = a?bh?

Dividendo ambos os membros da equacéo por a®b? , vem

2 2

XY

a2+ﬁ=1

Que é a equacao reduzida para este caso

Se 0 eixo maior esta sobre o eixo dos y
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Observando a figura e com o procedimento analogo ao primer caso, obteremos a equacéo reduzida

x2 yZ
i~ !

O

A (0-0)

Para o caso da Elipse, Menécmo determinou a expressao matematica que define esta

BJ-JC-DF
EJJF

curva da seguinte maneira: KD? = (EF — DF) . Neste caso, as relacdes formadas por
KD, DF (ambas variaveis), EF (extremos da elipse) e uma constante que pode ser chamada
de k = % Assim sendo, se cumpre que: dado um ponto qualquer K da curva, o quadrado

de lado KD é igual a diferencia dos lados EF e DF por um k por DF.

No caso de Apoldnio, para definir a elipse o gedmetra primeiro cortou o cone de duas
folhas por suas dois geratrizes. Apoldnio chegou a expressdo matematica que define a se¢do
cbnica: KD? = (ED-EP) — % -ED?. Assim sendo, a interpretacdo geometrica desta
expressdo matematica é a siguente: “a area do quadrado aplicado ao segmento KD € igual a
area do retangulo de lado a EP e altura ED, menos algum valor, neste caso seria % - ED?”.

Para determinar a equacado da elipse, Apoldnio baseou-se num parametro muito importante

. . . . ~ EG ED-DG
que ele introduze. Neste caso seria EP, que pode ser obtido mediante a relagédo = = gz
KD?-EG
logo, EP = .
ED-DG
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SUGESTOES PARA SALA DE AULA

Menécmo utilizou elementos do cone e da curva para determinar a expressao matematica
que define a elipse. Sugerimos ao professor explorar o recurso do GeoGebra chamado “Elipse
segundo Menécmo™*® , que permite visualizar e comprovar a equacéo da elipse conforme proposta
por esse matematico. Essa abordagem néo apenas auxilia ha compreensdo historica e geométrica
da elipse, mas também conecta o conceito as suas origens, promovendo um aprendizado mais
significativo. Além disso, sugerimos que o professor utilize o recurso e a explicacdo abordada na
subsecdo 3.3 do capitulo anterior, para enriquecer a discussdo e aprofundar a relacdo entre os
conceitos histdricos e matematicos.

2

A AP OCBe @ L N e L Q
"

KD = 1.67

FD=15

BJ.-JC
EJ-JF
2.8=(3.88-1.5)x0.78x1.5

DF

KD? = (EF — DF)

2.8=2.8

O uso do GeoGebra nessa abordagem possibilita a interacdo dindmica com as figuras
geomeétricas, permitindo ao professor e aos alunos visualizarem, manipularem e explorarem as
propriedades das cénicas em tempo real. Por meio dessa ferramenta, 0s conceitos que
tradicionalmente séo apresentados de forma estatica em livros didaticos ganham vida, facilitando
a compreensdo de topicos como a relacdo entre os elementos do cone, a interse¢do com planos e a
geracdo das curvas. Essa interacdo também contribui para a construgdo de um conhecimento mais
visual e experimental, essencial para o entendimento de conceitos abstratos.

O recurso* no GeoGebra a seguir, que explora a relacdo entre as areas do quadrado de
KD?, a diferenca entre as areas dos retangulos de lados ED e EP; e o retangulo de lados EG/EP
e ED?, oferece um excelente ponto de partida para uma abordagem didatica interativa. A seguir,
apresento sugestdes para o professor explorar esse recurso, bem como as potencialidades de
integrar o estudo da elipse a partir do livro didatico:

43 Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/kkb9wgaw
4 Disponivel em: https://www.geogebra.org/classic/ttnfx57u
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A N A N o A
P P00 4 N a4 Q

Poligono
Quadrilitera

Reta

Nimero ® I .

Ponta 20.75 u” 12.12 w*
Segmento
Texto

Vetor

A exploragdo da Relagdo entre Areas com os alunos, pode iniciar pedindo que analisem
como as areas do quadrado KD e dos retangulos estdo relacionadas, com base na diferenca entre
as areas dos dois retangulos. Essa relagdo pode ser relacionada a geometria analitica,
principalmente ao estudo das equagdes das conicas. Através da manipulagdo do modelo no
GeoGebra, os alunos podem perceber como as propriedades geométricas se manifestam em
diferentes configuracdes.

Depois se sugere investigar as propriedade da Elipse, assim sendo o professor pode fazer
um paralelo entre as areas desses quadrados e retdngulos e a formula da elipse, considerando as
relacfes geométricas associadas a elipse. Por exemplo, pode-se discutir como a formula da elipse

2 2
% + z—z = 1 pode ser vista como uma expressdo de uma area, e como a relacéo entre os pardmetros
aaa e bbb é refletida na interacdo entre essas areas.

Logo, pode ser o momento de Conjectura e Experimentacdo, o professor pode incentivar
os alunos a fazerem conjecturas sobre as relaces entre as areas a medida que manipulam o
modelo. Um exemplo de questdo seria: O que acontece com as areas dos retdngulos a medida que
0s segemtos ED, EP e EG variam? Como isso pode nos ajudar a entender o comportamento de
uma elipse em termos de suas dimensdes principais?

O professor pode usar o modelo do GeoGebra para explicar e ilustrar as defini¢bes de uma
elipse contidas no livro didatico. O livro didatico pode apresentar a elipse em termos de focos e
distancias, enquanto o GeoGebra proporciona uma forma dindmica de visualizar como esses
conceitos se aplicam a uma configuragdo geométrica real.

O livro didatico, como o de Winterle (2014), oferece uma explicacéo algébrica e analitica
das conicas. Ao conectar essas explicacbes com a visualizagdo gréafica proporcionada pelo
GeoGebra, 0 professor pode ajudar os alunos a entenderem melhor como a geometria analitica e a
geometria classica (baseada em construcgdes e relacGes de &reas) se complementam. O estudo das
areas dos retangulos pode ser vinculado a compreensao das equacdes da elipse, enriquecendo o
ensino tedrico com uma abordagem prética.

A relacéo entre areas, como apresentada no GeoGebra, pode ser uma forma eficaz de
explorar as propriedades geométricas da elipse, como a simetria, 0 comprimento dos eixos, e a
relacdo entre 0 semi-eixo maior e 0 semi-eixo menor. Essas propriedades sdo fundamentais no
estudo da elipse, e 0 GeoGebra oferece uma visualizacéo pratica que facilita a compreensdo desses
conceitos. O livro didatico pode ser usado para aprofundar esses conceitos, enquanto o GeoGebra
torna o estudo mais interativo.

Ao integrar o0 GeoGebra com as defini¢cdes e propriedades apresentadas no livro didatico,
0 professor pode estimular o pensamento critico dos alunos. Eles podem ser desafiados a comparar
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as explicagOes algebricas com as representacdes graficas, desenvolvendo habilidades para analisar
e compreender como as equagOes matematicas refletem as propriedades geométricas.

Além disso, a utilizacdo do GeoGebra promove uma metodologia ativa, onde os alunos
podem assumir um papel protagonista no processo de aprendizagem. Ao explorar a elipse segundo
Menécmo, por exemplo, os estudantes podem formular hipéteses, testar diferentes configuragdes
e verificar os resultados, consolidando assim o vinculo entre a matematica e suas aplicagoes
préticas. Essa abordagem também favorece a inclusdo de diferentes estilos de aprendizagem,
atendendo tanto a alunos mais visuais quanto aqueles que preferem experimentar para aprender.

No Quadro 9, sdo apresentadas as definicbes da hipérbole segundo Menécmo,
Apolénio e Smith, fundamentadas no desenvolvimento histérico e epistemolégico discutido
no capitulo anterior. Complementarmente, inclui-se a definicdo dessa conica no livro
didatico Vectores e Geometria Analitica de Winterle (2014), permitindo uma analise
comparativa entre as interpretacdes historicas e a abordagem presente nos materiais didaticos

modernos.

Quadro 9. DefinicBes da Hipérbole

Menécmo utilizou um cone ambligonal, ou seja, um cone que tém o angulo obtuso no vértice para
determinar o symptome da Hipérbole. Sssim, seja um cone circular reto apoiado sobre o plano ©
que possui um angulo obtuso no vértice A. O segmento BC é o didmetro da circunferéncia base do
cone. O ponto F esta sobre a geratriz AC e por ele trace um plano a perpendicular a AC. Da
intersecdo do cone com o plano a obtemos a curva p, a qual Menécmo chamou de Amblytome.
Agora, temos um ponto K sobre a curva p que seja diferente de F e por esse ponto incidiremos o
plano g paralelo ao plano m. A interse¢do do cone com o plano § é a circunferencia g. A intersecéo
de g com as geratrizes AC e AB sdo 0s pontos N e M, respectivamente. Temos entdo que o
segmento MN € o didmetro de g.

EB-DF-EC

KD? = (DF + FI) - ——
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Se um cone for cortado por um plano que passa pelo eixo, e se for cortado por
outro plano que corta a base do cone ao longo de uma linha perpendicular a
base do tridngulo que passa pelo eixo; se, além disso, o diametro estendido da
secdo encontra um dos lados do tridngulo que passa pelo eixo além do vértice
do cone, o quadrado de qualquer linha reta tracada a partir da se¢do, paralela &
secdo comum do plano secante e da base do cone, até o didmetro da se¢do, serd
equivalente a uma area, aplicada ao longo de uma determinada reta, com a qual
a relacdo da reta localizada no prolongamento do didmetro da secdo , e
subtendendo o angulo externo do triangulo, é igual & razéo entre o quadrado da
linha tragada do topo do cone, paralela ao diametro da secéo, até a base do
tridngulo, e o retdngulo delimitado sob os segmentos da base, determinado pela
reta linha desenhada; area que tem como largura a linha cortada no diametro
por esta primeira linha, ao lado do vértice da seccéo, e acrescida de um ndimero
que, a semelhanca do retangulo delimitado pela linha que subtende o angulo
exterior do triangulo, e pelo pardmetro, é colocado de forma semelhante.
Chamamos tal secéo de hipérbole (p. 24-25).

KD2=ED-EP+E-ED2
EG

Para todos os pontos que pertencem a uma Hipérbole, a diferenca entre as distancias que mantém
dos focos é constante, ou seja, atendem a condi¢do AP — BP = 2d. A Hipérbole possui dois ramos
que ndo se cruzam e possui dois focos. sejam A e B dois pontos arbitrarios pertencentes a um
plano, que representam os focos da curva. C é o ponto médio entre A e B, entdo podemos dizer
que AC =sy CB =s,logo AB = 2s. As retas e y g 580 as assintotas da curva. Entdo, queremos
encontrar a relacéo entre as distancias x e y. Ou seja, uma equacao gque expressa a relagdo entre as
distancias x e y.

xZ y2

@ !
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Hipérbole é o conjunto de todos os pontos de um plano cuja diferenga das distéancias, em valor
absoluto, a dois pontos fixos desse plano é constante. Consideremos no plano dois pontos distintos
F; e F, tal que a distancia d(F;, F,) = 2c e um numero real positivo a de modo que 2a < 2c.
Chamando de 2a a constante da defini¢cdo, um ponto P pertence a hipérbole se, e somente se:

|d(P,Fy) —d(P, )| = 2a (¥)

Como se V&, a hipérbole é uma curva com dois ramos. Na verdade, pela equacgdo (*), um ponto P
estad na hipérbole se, e somente se:

(P,F) —d(P,F;) = +2a

Consideremos no plano dois pontos quaisquer F; e F, com d(F;,F,) = 2¢. Chamando de C o
ponto médio do segmento F, F,, tracemos uma circunferéncia de centro C e raio ¢c. Tomemos um
valor arbitrario a, a < ¢, e marquemos sobre F; F,, a partir de C, os pontos A, e A, tais que
d(C,A,) =d(C,A,) = a. Por esses pontos, tracemos cordas perpendiculares ao didmetro F,; F,.
As quatro extremidades dessas cordas sdo os vértices de um retdngulo MNPQ inscrito nesta
circunferéncia. Tracemos as retas r e s que contém as diagonais do referido retangulo e, por fim,
a hipérbole conforme a figura.

Com base nesta figura temos os elementos da hipérbole

Focos: sd0 0s pontos F; € F,.
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Distancia focal: é a distancia 2c entre os focos.
Centro: é o ponto médio C do segmento F; F,
Vértices: sdo 0s pontos A, € A,.
Eixo real ou transverso: € o segmento 4; A, de comprimento 2a.
Equacdes reduzidas
Seja a hipérbole de centro € (0,0). Consideraremos dois casos:
1) O eixo real estéd sobre o eixo dos x

Seja P(x,y) um ponto qualquer de uma hipérbole de focos F;(—c, 0) e F,(c, 0). Pela definicao
tem-se:

|d(P,F1) _d(P,Fz)l = 2a

Ou, em coordenadas,
|\/(x+c)2 +(—0)2—/(x—c)?+ (y—0)2| = 2a

Com o procedimento de simplificagdo analogo ao que foi usado na deducédo da equagdo da elipse,
e lembrado que c? = a? + b?, chegamos a equagao:

x2 yZ
2

Que é a equacao reduzida para este caso
2) O eixo real esté sobre o eixo dos y
Observando a figura a seguir, com procedimento analogo ao 1° caso, obtemos a equacao reduzida:
y2 x2

2
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Menécmo utilizou um método analogo ao aplicado na determinacgdo da elipse para
obter uma expressdao matematica que define a hipérbole. A equacdo derivada por ele é:
EB-EC-DF

KD? = (FI + DF) — 55 |\esse contexto, as relacdes geométricas sdo estabelecidas entre

KD, DF (ambas variaveis), FI (extremos da hipérbole) e uma constante que pode ser

EB-EC .
representada por k = iR Com base nisso, cumpre-se que, dado um ponto qualquer K

pertencente a curva, o quadrado do lado KD igual a soma dos segmentos FI e DF
multiplicada pela constante k e pelo comprimento DF. Essa abordagem ressalta a

importancia das relacGes entre as areas associadas e 0s segmentos gerados pela curva.
Apolbnio, por sua vez, também utilizou um método semelhante ao empregado para
a elipse na determinacdo da expressdao matematica que define a hipérbole. A equacdo
formulada por ele é: KD? = (ED-EP) +%-ED2. A interpretacdo geométrica dessa
expressdo revela que “a area do quadrado aplicado ao segmento KD € igual & area do
retangulo de base EP e altura ED, somada a um segundo termo, que é dado por %- ED?”.

Essa formulacdo destaca a relacdo entre as areas e 0s comprimentos dos segmentos

envolvidos, reforcando a abordagem geomeétrica caracteristica das segdes conicas.

Além disso, para determinar a equacdo da hipérbole, Apoldnio introduziu um

pardmetro fundamental, EP, que desempenha um papel central na defini¢do da curva. Esse

A . ~ EP BF-FC
parametro pode ser calculado por meio da relagdo: =

0 que implica que, EP =
BF-FC-EG . ~ A ~ . ~ .y
— Essa introducdo de parametros ndo apenas facilitou a compreensao da hipérbole no

contexto de se¢des conicas, mas também permitiu uma conex&o direta com outras definigdes
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matematicas, como a da elipse. A utilizagdo de proporces e areas reforca o vinculo entre os

métodos geométricos e as expressdes analiticas.

SUGESTOES PARA SALA DE AULA

Menécmo utilizou elementos geométricos do cone e das curvas geradas por suas
intersecdes para determinar a expressao matematica que define a hipérbole. Sua abordagem
destaca a relagdo entre 0s segmentos envolvidos e as areas associadas, estabelecendo fundamentos
importantes para o estudo das se¢des conicas.

Sugerimos que o professor explore o recurso do GeoGebra chamado "Hipérbole segundo
Apol6nio"®, que permite a visualizagdo dindmica e a comprovacdo da equagdo da hipérbole
conforme proposta por esse matematico. Esse recurso oferece uma oportunidade valiosa de
conectar a geometria com as origens historicas do conceito, ajudando os estudantes a
compreenderem a construcdo ldgica e visual da hipérbole no contexto da matematica antiga.

A utilizagdo desse recurso no ensino tem varias potencialidades. Primeiramente,
possibilita aos estudantes observar, de maneira interativa, como a hipérbole emerge das interse¢des
entre um plano e um cone. Além disso, o professor pode destacar como Apolénio utilizava
proporcdes e relacbes geométricas para derivar expressdes matematicas, promovendo uma
abordagem investigativa e reflexiva. Essa pratica ndo apenas facilita a compreensao geométrica,
mas também incentiva os alunos a valorizarem o papel da histéria na evolucdo do conhecimento
matematico.

11.77 v?

*—o

3.77u’ ®

Adicionalmente, sugerimos que o professor complemente essa exploracdo com a
explicacdo abordada na subsecdo 3.4 do capitulo anterior. Nesse ponto, sdo discutidas as conexdes
entre os conceitos histdricos e os aspectos matematicos formais, permitindo um aprofundamento
ainda maior. Essa integragdo entre recursos digitais, como 0 GeoGebra, e 0 conteido tedrico do
livro didatico contribui para enriquecer a discussdo em sala de aula, promovendo um aprendizado
mais significativo e contextualizado.

Por fim, ao explorar a hipérbole segundo Apolénio, os estudantes poderao perceber como
as ideias matematicas se desenvolveram a partir de problemas concretos e métodos geométricos.
Essa perspectiva historica, aliada ao uso de ferramentas tecnoldgicas, torna o aprendizado mais
engajante e permite uma compreensdo mais profunda das conexdes entre geometria, algebra e
histéria da matematica.

4 Disponivel em: https://www.geogebra.org/classic/dr9aph7p
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Ao longo deste capitulo, explorou-se as conicas — parabola, elipse e hipérbole — sob
uma perspectiva historica, epistemoldgica e escolar, destacando as contribuicGes de
matematicos como Menécmo e Apoldnio e a correlacdo dos conceitos das conicas nos livros
didaticos. As defini¢cbes e métodos propostos por Menécmo e Apoldnio revelaram o papel
central das conicas na histéria da matemaética, ndo apenas como objetos geométricos, mas
também como ferramentas fundamentais para o desenvolvimento de conceitos algébricos e

analiticos.

Nesse contexto, a integracdo de recursos tecnoldgicos, como o GeoGebra, pode
potencializar ainda mais 0 ensino das conicas, pois permite uma exploracdo dinamica e
interativa das relacGes geométricas supracitadas. Os recursos apresentados nas sugestoes da
aula tornam acessiveis conceitos abstratos e promoveram a visualizacdo de propriedades e
equacOes de maneira mais clara e envolvente. Além disso, 0 GeoGebra pode possibilitar nos
estudantes investigarem, manipularem e comprovarem relacdes matematicas, favorecendo
um aprendizado ativo e colaborativo. Essa abordagem também incentiva a conexdo entre a

teoria matematica e sua representacdo grafica, fortalecendo habilidades analiticas e visuais.

No entanto, desafios podem surgir para o professor de matematica ao implementar
essas abordagens. A utilizacdo da Historia da Matematica exige planejamento cuidadoso,
ndo apenas para integrar os contetdos historicos ao curriculo, mas também para adaptar a
linguagem e os exemplos ao nivel de compreensdo dos estudantes. Além disso, 0 uso de
ferramentas tecnologicas como o GeoGebra pode demandar que o professor tenha dominio
técnico sobre o software e capacidade de propor atividades que articulassem de forma
significativa o recurso com os objetivos pedagdgicos.

Outro desafio é superar uma visdo tradicional do ensino, frequentemente limitada a
aplicacdo de formulas e procedimentos. Para incorporar a histdria e a tecnologia de maneira
eficaz, consideramos que se deve fomentar um ambiente em que a matematica fosse vista
COmo um campo Vivo e em constante evolugdo, e ndo apenas como um conjunto de regras
prontas. Isso demanda uma formacao continua, reflexdo sobre préaticas pedagogicas e a busca

por estratégias que equilibrassem rigor conceitual e didatico.

Em sintese, o estudo das conicas, ancorado em uma perspectiva historica e apoiado
por recursos tecnoldgicos, como o GeoGebra, pode oferecer ao professor de matematica um

leque rico de possibilidades para inovar e aprofundar o ensino. Apesar dos desafios, essa
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abordagem consideramos que pode contribuir significativamente para o engajamento dos
estudantes, para a valorizacdo da histéria da matematica como componente essencial do

aprendizado e para a construcdo de uma compreensdo mais ampla e significativa das conicas.
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CONSIDERACOES FINAIS

As consideragdes finais deste trabalho tém como objetivo sintetizar e refletir sobre o
percurso investigativo percorrido ao longo da pesquisa, destacando os principais achados,
contribuicdes e limitacdes; e apontar caminhos e possibilidades para estudos futuros. Este
capitulo representa um marco conclusivo, consolidando os esfor¢os realizados na interse¢édo
entre Histdria da Matemaética, Tecnologias Digitais e ensino de matematica. Ao longo da
jornada investigativa, buscamos explorar o modo como esses elementos, interligados, podem
contribuir para uma educacdo matematica mais rica, critica e contextualizada, capaz de
atender as demandas pedagdgicas contemporaneas e promover transformacoes significativas

nas praticas docentes.

No entanto, as consideracfes finais ndo se limitam a uma sintese descritiva. Elas
também assumem um carater reflexivo, analisando as implicacGes préaticas e tedricas dos
resultados obtidos e reafirmando a relevancia do estudo tanto para a formacdo inicial de
professores quanto para o desenvolvimento de estratégias inovadoras no ensino da
matematica. Por meio desse encerramento, buscamos valorizar os caminhos percorridos,
evidenciar os aprendizados alcancados e lancar luz sobre possibilidades que podem ampliar

0s horizontes dessa area de pesquisa.

Desde o predmbulo deste trabalho, foram apresentados os fundamentos que
justificaram a escolha do tema e os caminhos metodoldgicos trilhados para a sua abordagem.
A ssintese inicial da trajetoria académica da autora desta tese e das motivac6es para a pesquisa
revelou ndo apenas a relevancia da tematica, mas também o compromisso com uma
investigacao que pudesse dialogar com diferentes perspectivas tedricas e praticas no campo
do ensino da matematica. Nesse sentido, o trabalho estrutura-se de forma a proporcionar uma
visdo integrada dos multiplos elementos que compdem sua esséncia, garantindo coeréncia e

profundidade na analise.

O Capitulo 1 foi dedicado a construcdo de uma base tetrica sélida, com a realizacao
de uma ampla revisdo de literatura que englobou tanto fontes internacionais quanto
nacionais. A anélise de produgdes académico-cientificas provenientes dos Anais do HTEM
e do SNHM evidenciou tendéncias significativas e lacunas ainda existentes no campo.

Adicionalmente, o levantamento de teses e dissertacdes disponiveis no CREPHIMat
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reforcou a importancia de estudos mais aprofundados sobre a relacdo entre Histéria da
Matemética e o ensino dessa disciplina. Esse levantamento permitiu ndo apenas
compreender as bases do tema investigado, mas também identificar potenciais contribuicdes

que podem subsidiar praticas pedagdgicas mais eficazes.

No Capitulo 2, o foco da pesquisa foi direcionado para a interse¢do entre Histdria da
Matemaética e Tecnologias Digitais no ensino, com énfase no uso do GeoGebra como
ferramenta de apoio pedagogico. A abordagem fundamentou-se em bases epistemoldgicas
que reconhecem a histéria como um acionador cognitivo, capaz de estimular 0 pensamento
critico e criativo dos estudantes. O uso do GeoGebra, em particular, foi explorado como um
ambiente dindmico que facilita a interagdo entre 0s conceitos historicos e a pratica
matematica contemporanea. Esse capitulo evidenciou o potencial de aliar histéria e
tecnologia para enriquecer o processo de ensino e aprendizagem, propondo caminhos para

integrar essas dimensdes em contextos escolares e universitarios.

O Capitulo 3 apresentou uma investigacdao detalhada sobre as origens das conicas,
abordando a evolucdo de conceitos desde Menécmo até Apolonio. Ao explorar as nocdes de
Orthotome, Oxytome e Amblytome, a pesquisa revelou o modo como o estudo dessas curvas
foi sendo gradualmente sofisticado, passando de uma abordagem geométrica inicial para
uma compreensdo algébrica mais avancada. A analise historica e epistemoldgica destacou a
importancia de compreender essas evolugdes como um recurso pedagogico valioso, que
pode contribuir para uma maior contextualizacdo dos contetdos abordados na geometria
analitica. Esse aprofundamento busca ir além do ensino tradicional, promovendo uma visdo

mais ampla e integrada das conicas.

No Capitulo 4, o trabalho culminou em uma proposta didatica que visa conectar as
noc¢Oes histdricas das conicas ao ensino de geometria analitica, oferecendo estratégias para
desenvolver processos de aprendizagem mais significativos. A proposta incluiu a analise de
conceitos, propriedades e equacOes relacionadas as conicas; e explorou métodos de
resolucdo que dialogam com as unidades tematicas dos livros de geometria analitica. Ao
alinhar historia e ensino, o capitulo destacou a viabilidade de préaticas pedagdgicas
inovadoras, capazes de ressignificar o aprendizado desses conteldos no Ensino Superior,

promovendo maior engajamento e compreensdo por parte dos estudantes.

Os resultados alcangados nesta pesquisa demonstraram o potencial transformador da

articulacdo entre Histéria da Matemética, Tecnologias Digitais e ensino. Entretanto, é
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importante reconhecer que o estudo possui limitacfes, sobretudo no que diz respeito a
amplitude do escopo e a possibilidade de generalizagdo dos resultados. Essas limitagoes,
contudo, abrem espaco para novas investigacbes que possam aprofundar os temas aqui

explorados e ampliar o alcance de suas contribuicdes.

Concluimos que o dialogo entre Histéria da Matematica, Tecnologias Digitais e
ensino é essencial para promover praticas pedagogicas mais integradoras e reflexivas,
capazes de enriquecer 0 ensino da matematica e atender as demandas de uma educacao
contemporanea. Essa articulagdo valoriza a histéria como uma dimensao indispensavel do
saber matematico, a0 mesmo tempo que inspira abordagens criativas e contextualizadas que

transformam o aprendizado em uma experiéncia mais significativa e relevante.
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