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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo realizar uma investigacao nos livros didaticos do ensino
médio da rede publica paraense afim de identificar o modelo epistemolégico dominante na expo-
sicdo do conteludo de geometria analitica, em particular, o estudo da geometria das cénicas, to-
mando-se como referéncia a teoria antropoldgica do didatico (TAD) de Yves Chevallard (1999) e
0 modelo epistemolégico de referéncia desenvolvidos por Benito (2019), em sua tese de douto-
rado. A metodologia adotada foi a pesquisa qualitativa de cunho documental. A escolha dos livros
se deu de acordo com a aquisi¢do dos mesmos na rede publica e com base no Programa Nacional
do Livro Didatico (2020). Buscamos ainda, realizar um levantamento de estudos cientificos, como
os de: Macena (2007), Oliveira (2011), Siqueira (2016) e Jesus (2017), para compreender de que
forma a aprendizagem das conicas desenvolve-se no Ensino Médio. Em relacédo as analises rea-
lizadas, identificamos que apesar de haver uma distingédo entre a predilecdo dos autores a respeito
de qual geometria trabalhar no ensino e na aprendizagem de cbnicas, a geometria analitica se
sobressai em relacdo a geometria sintética. Conclui-se assim, que o conteldido sobre as Cénicas,
ainda recebe um tratamento muito algebrizado na educacéo basica.

Palavras-chave: Modelo Epistemoldgico de Referéncia. Teoria Antropolégica do Dida-
tico. Praxeologias. Conicas.
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ABSTRACT

The objective of this work is to carry out an investigation into high school books from
public schools in Para, in order to identify the dominant epistemological model in ex-
posing the content of analytical geometry, in particular, the study of the geometry of
conics, taking it yves chevallard's (1999) anthropological theory of didactics (TAD) and
the reference epistemological models developed by Benito (2019), in his doctoral the-
sis, were used as reference. The adopted methodology was the bibliographical quali-
tative research. The choice of books was made according to their acquisition in the
public network and based on the National Textbook Program (2020). We also seek to
carry out a survey of scientific studies, such as those of: Macena (2007), Oliveira
(2011), Siqueira (2016) and Jesus (2017), to understand how the learning of conic
figures develops in High School . Regarding the performed analyses, we identified that
although there is a distinction between the authors' predilection regarding which ge-
ometry to work on teaching and learning conics, analytical geometry stands out in re-
lation to synthetic geometry. It is thus concluded that the content on Conics still re-
ceives a very algebraic treatment in basic education.

Keywords: Epistemological Model of Reference. Anthropological Theory of Didac-
tics. Praxeologies. Conics
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INTRODUCAO

Ao ingressar na licenciatura, alguns alunos buscam, como primordial objetivo,
tornar- se professor assim como eu. Ligado a esse desejo profissional, destacam-se
diversos momentos da vida académica que precisam ser tragados, bem como uma
busca continua por novas formas de ensino e aprendizagem no intuito de aliar teoria

e pratica para atingir a exceléncia na formacgao docente.

Ao longo das experiéncias vivenciadas em minha vida académica, desde a escola regu-
lar até universidade, identifiquei uma defasagem de conhecimento na disciplina de Ge-
ometria Analitica, mais especificamente nos assuntos de cénicas, bem como uma no-
téria dificuldade dos alunos do ensino médio ha compreenséao dos referidos assuntos.
Isso ficou bem mais evidente na experiéncia de pratica docente, proporcionada pelo

estagio obrigatorio durante a graduacao.

Naquela ocasido, como futura docente de matematica, surgiu o interesse em
realizar pesquisas voltadas para essa parte do conhecimento, no intuito de identificar
e entender as dificuldades apresentadas ndo s6 por mim enquanto aluna, como tam-
bém, para outros estudantes do ensino médio que partilhavam da mesma arduidade.
Compreendo assim, que realizar tal investigacdo auxiliou ndo sé a mim, enquanto
profissional em formacédo inicial, como também muitos colegas recém-formados.
Além disso, serviu como um importante instrumento para o estudo da complexidade

envolvida nos processos de ensino e aprendizagem do objeto Conicas.

A escolha por investigar o livro didatico e seus recursos metodologicos se deu
devido a conscientiza¢éo, advinda do contato com alunos mais humildes que mesmo
atualmente, apesar do vasto avanco tecnoldgico, ainda ndo possuiam acesso facil a

internet. Sendo assim, faziam do livro sua unica fonte de conhecimento segura.

Movida pela importancia deste recurso didatico milenar, busquei estudos e me-
todologias que revelassem a preocupacao com o ensino e a aprendizagem das Coni-
cas, deparei-me com a tese de doutorado de Benito (2019), na qual o autor buscou
em seus estudos construir um Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP) para formacéo
inicial de professores, com alunos da graduacédo de Licenciatura em Matematica dos
estados de Sao Paulo e Sergipe, pautando-se em um Modelo Epistemoldgico de Re-

feréncia (MER) elaborado pelo préprio autor, no qual aborda os tipos de geometria
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(analitica, sintética...) encontradas nos livros didaticos dos referidos estados (Séo
Paulo e Sergipe), e ao coletar tais dados, o pesquisador elaborou entdo sua proposta
de PEP, voltado para o ensino desse objeto matematico a partir da constru¢cdo de um
fogao solar como ponto de partida para a abordagem de conceitos, elementos e apli-

cacoes das conicas: elipse, parabola e hipérbole.

No entanto, no desenvolvimento de sua pesquisa e por imprevistos ocorridos ao
longo de sua trajetdria, o autor relata que so foi possivel a abordagem dacbnica para-
bola em ambos os estados, ndo concluindo assim o estudo das demais conicas (elipse
e hipérbole). Motivada por essa ideia incompleta, surgiu o interesse em dar continui-
dade nos estudos que iniciei ha graduacgéo e utilizar-me do MER desenvolvido por
Benito (2019), para que fosse possivel identificar o0 modelo de geometria utilizado
como referéncia dominante (MED) nas escolas publicas do estado do Para, bem
como, posteriormente, avangar nos estudos em uma futura tese de doutorado e con-
templar um PEP que seria desenvolvido por mim que permitiria, desta vez, comtemplar

as trés conicas ( Elipse, parabola e Hipérbole).

Nesse sentido, considero a identificacdo de um Modelo Epistemolégico de Re-
feréncia dominante (MED) em livros didaticos da rede publica paraense, pertinente
para contribuicdo, ndo somente, da compreensdo de como esta exposta uma forma de
ensinar esse objeto matematico nas escolas publicas do estado do Para como também,
de suma importancia para que, de posse desses resultados, seja possivel fazer, poste-
riormente, uma avaliagdo na perspectiva de modificar, caso seja necessario, as organi-
zacOes praxeoldgicas existentes nesse importante recurso didatico de ensino utilizado
desde a formacdo inicial e continuada de professores de matematica, quanto para a
pratica docente escolar na busca continua de melhoria no ensino e aprendizagem dos

mais diversificados contelldos matematicos.

Ao considerarmos 0s aspectos destacados nos paragrafos anteriores, a pro-
posta desta pesquisa pauta-se nos conhecimentos que nortearam a tese de doutorado
de Benito (2019), mais precisamente, nos estudos desenvolvidos no Modelo Episte-
moldgico de Referéncia (MER), criado pelo autor visando, por meio deste, identificar
quais as organizacdes praxeologicas dominantes sobre conicas presentes nos livros

didaticos da rede publica, do Programa Nacional do Livro Didatica 2020 (PNLD) de
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matematica do Ensino Médio do estado do Para. Nesse sentido,temos a questao nor-

teadora a responder:

Qual é o modelo de referéncia dominante presente nos livros didaticos de
matematica do ensino médio, mais adotados na rede publica do estado do Par4,
arespeito do ensino de cénicas, elipse, pardbola e hipérbole?

Ao visar um melhor balizamento das acfes que serdao desenvolvidas ao longo da pes-
quisa, tendo em vista responder a questédo norteadora, foi estabelecido o objetivo geral

e 0s objetivos especificos, 0s quais descrevo a seguir:
Na realizacdo do presente estudo estabelecemos como objetivo geral:

Realizar uma investigacdo nos livros didaticos do ensino médio adotados na rede pu-
blica paraense mais utilizados a fim de identificar o modelo epistemol6gico dominante
na exposicao do conteudo de Geometria Analitica, em particular, o estudo da geome-
tria das Conicas, tomando-se como referéncia a Teoria antropolégica do didatico
(TAD) de Yves Chevallard (1999) e o modelo epistemoldgico de referéncia desenvol-

vido por Benito (2019), em sua tese de doutorado
Para atingi-lo, tem-se como objetivos especificos:
o Revisar a literatura pertinente ao objeto de estudo da pesquisa,

. Realizar um levantamento dos 2 livros mais utilizados até o presente mo-
mento (2022) pela rede de ensino publica paraense, de acordo com os dados dispos-
tos no site do Fundo Nacional de Desenvolvimento da Educacgéo (FNDE), a fim de
fazer a andlise proposta nesta pesquisa nestes livros didaticos relativo a parabola,

elipse e hipérbole;

. Analisar o Modelo Epistemologico dominante das organizacfes praxe-
olégicas sobre conicas presentes nos livros didaticos da rede publica estadual (PNLD

2020) de matemética do Ensino Médio paraense.

Vislumbrando, uma melhor compreensao acerca da visdo geral que estrutura tal
pesquisa destacaremos a seguir as metodologias utilizadas bem como um breve re-

sumo do que encontraremos ao longo dos capitulos.
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O presente estudo é composto por 4 capitulos.

No capitulo 1, estdo descritos os caminhos que foram tomados para a realiza-
cao da pesquisa perpassando desde metodologia adotada na escolha dos livros dida-
ticos e na abordagem dos estudos aqui ressaltados, como também uma breve descri-
cao do que sera visto posteriormente.

Ao adentrarmos no capitulo 2, apresento-lhes as pesquisas em educacdo ma-
tematica concernentes 4 tematica aqui abordada bem como, uma breve, mas perti-
nente, explanacéao dos elementos tedricos da Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD)
necessarios como: noc¢des de organizacao praxeoldgica ou praxeologia - Organizacao
matematica (OM) e Organizacao didatica (OD).

No capitulo 3, € explicitado o modelo epistemoldgico (ME) de Benito (2019),
cujo a pesquisa tornou-se de suma importancia para a construcao dos alicerces desta
investigacdo metodoldgica, uma vez que se tomou tal modelo como base de referén-
cia para o desenvolvimento investigativo almejado.

Ja no capitulo 4, debrugco-me a expor as analises realizadas na busca pelo modelo
epistemologico dominante (MED) presente nos livros didaticos analisados, respalda-
dos no modelo epistemolégico (ME) de Benito (2019) e por fim, indica-se as conside-

racoes finais do referido estudo.
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CAPITULO 1: TRAJETORIA DE PESQUISA

No presente capitulo, expomos os encaminhamentos tedricos adotados para a
realizacdo desta pesquisa. Apresentamos assim, acerca da metodologia adotada
tanto na pesquisa quanto na escolha dos livros que serdo analisados, bem como a

estrutura geral do trabalho.

A fim de esclarecer a metodologia e a estrutura geral presente nesta investiga-
cdo, destacamos que nesta pesquisa utilizamos uma metodologia de aspecto qualita-

tivo, que sera desenvolvida alicercada na Teoria Antropolégica do Didatico.

Tal metodologia, segundo Silveira e Cordova (2009), tem por caracteristica
compreender a totalidade do fendmeno, além da énfase ao subjetivo como forma de
compreender e interpretar as experiéncias, assim como, destacar a importancia das

interpretaces dos eventos mais do que a interpretacdo do pesquisador.

Em relacdo ao método empregado, realizamos uma pesquisa bibliografica de
viés documental, com apoio de Gil (2008), quando aponta que representa uma moda-
lidade de pesquisa que faz uso de materiais impressos, tais como livros, revistas, dis-
sertacdes, teses e outros que auxiliam na andlise do objeto de investigacéo.

Pesquisa Bibliografica documental: é desenvolvida com base em material ja
elaborado, constituido principalmente de livros e artigos cientificos. Ndo se recomenda
trabalhos oriundos da internet. E muito parecida com a bibliogréafica. A diferenca esta
na natureza das fontes, pois esta forma vale-se de materiais que néo receberam ainda
um tratamento analitico, ou que ainda podem ser reelaborados de acordo com os ob-
jetos da pesquisa. Além de analisar os documentos de “primeira mao” (documentos
de arquivos, igrejas, sindicatos, instituicdes etc.), existem também aqueles que ja fo-

ram processados, mas podem receber outras interpretacdes (GIL, 2008 p.07)

Na execuc¢do metodoldgica da pesquisa, o MER como proposta de organizacdo
praxeoldgica e a analise de dados, estardo apoiados nos pressupostos tedricos da
Teoria Antropoldgica do Didatico (CHEVALLARD, 1999, 2009), especificamente no

que concerne a nogao de praxeologia:
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Para a realizacdo de um levantamento de pesquisas que abordassem a res-
peito do ensino de Codnicas, utilizamos inicialmente, em sites de busca, tais como:
Google e google académico, no periodo de dezembro a fevereiro de 2023, os seguin-
tes descritos: “Cénicas”, “ensino de Conicas”, “analise de livros didaticos sobre Coni-
cas” e “analise praxeoldgica sobre Cénicas”. Conicas”. Nossa busca ocorreu no final
do segundo semestre de 2022 e no primeiro semestre do ano de 2023 e pela limitacao
de obras que realizassem especificamente um levantamento sobre as geometrias das
cOnicas ou até mesmo a andlise praxeologia acerca da tematica de nosso estudo,
selecionamos as teses e dissertacbes que abordam apenas aspectos do ensino e
aprendizagem do referido conteido matematico. Assim, destacam-se os trabalhos de
Oliveira (2011), Siqueira (2016), Macena (2007) e Jesus (2017), os quais explanaram

estudos sobre o assunto de diversas formas.

No que tange aos livros didaticos aqui analisados, salientamos que a escolha
dos livros didaticos se deu mediante as indica¢cdes do Programa Nacional do Livro
Didatico- PNLD (2020). Desse modo, selecionamos os dois livros mais utilizados até
0 presente momento, pela rede de ensino publica paraense, segundo os dados dis-
postos no site do Fundo Nacional de Desenvolvimento da Educacdo (FNDE), que
podem ser encontrados na aba do site denominada “sistema de distribuicdo de livros”,
onde é possivel realizar uma pesquisa detalhada a respeito da distribuicéo de livros
em todo o brasil por meio de alguns parametros disponibilizados pelo site como: O
ano e o programa didatico em que deseja fazer a pesquisa, além da possibilidade de
restringir a pesquisa por meio da unidade federativa e do municipio que deseja saber.

A sequir, indicamos as obras analisadas para nossa investigacao:
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FIGURA 1: CAPA DO LIVRO “MATEMATICA CIENCIA E APLICACOES” (L1)
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Figura 2: “Capa do livro: Matematica Contexto e AplicagGes” (L2)
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CAPITULO 2 - CAMINHO TEORICO

Neste capitulo, abordamos os encaminhamentos tedéricos adotados para
a realizacéo desta pesquisa. Trazemos assim, acerca dos processos de ensino
e de aprendizagem das Conicas, bem como destacamos pesquisas correlatas
sobre a tematica em estudo. Além disso, abordaremos certos elementos da Te-
oria Antropoldgica do Didatico, a qual serviu de subsidio para as analises dos

dados alcancados.

Ao longo do tempo, pesquisadores e professores de matematica tém dis-
cutido quais s&o as melhores formas de ensinar e aprender tal disciplina, bem
como as possiveis metodologias de ensino para as mais diversificadas areas
de conhecimento dela. Dentre suas vastas ramificacdes de ensino esta o estudo
de cbnicas, relacionado com a Geometria Analitica. Segundo Miguel e Miorim
(2005):

Para além das dimensdes cientifica e tecnologica, a Matematica se
consolida como fundamental componente da cultura geral do cidadao
gue pode ser observada na linguagem corrente, naimprensa, nas leis,

na propaganda, nos jogos, nas brincadeirase em muitas outras situa-
¢bes do cotidiano (p.378).

Diante disso, € inegavel o qudo participativa a matematica no cotidiano
das pessoas, assim como a presenca do conceito de cbnicas nas praticas so-
ciais, seja pelos seus aspectos fisicos, que auxiliam no desenvolvimento das
mais diversas areas de conhecimento, a exemplo:as leis de Kepler na astrono-
mia, 0S conceitos opticos e acusticos, cujo as propriedades refletorasdas Coni-
cas atuam em objetos como espelhos, antenas parabdlicas, ou seja pelas suas
propriedades estéticas, que geralmente sdo encontradas em pontes, torres e

etc.

Devido ariqueza das suas conexdes e a frequente presenca no cotidiano,
poderiamos supor que o ensino de cbnicas ocorreria de modo simples e que
resultaria em uma efetiva aprendizagem do estudante. Entretanto, investiga-
cOes acerca do ensino e aprendizagem de Geometria Analitica revelam que tal
conteudo ndo se apresenta de maneira tranquila por parte dos alunos, como
aponta Andrade (2007):



[...] escutamos dos alunos, inclusive daqueles que tinham desempe-
nho satisfatério, ocomentéario de que esta [geometria analitica] era a
parte da matematica mais complicada e dificil, ocasionando, como
consequéncia, baixo rendimento por parte destes, do ponto de vista
da avaliacdo somativa (ANDRADE, 2007, p.22)

Alguns pesquisadores, no ambito da Educagdo Matematica, como Si-
queira (2016) e Macena (2007) acreditam que este distanciamento de afinidade
dos alunos com esta parte de conhecimento da matematica € uma consequén-
cia da formacéao precaria dos docentes em geometria, uma vez que a falta de
preparo dos professores também se mostra como ponto determinante para ge-
rar aversao pelo estudo da disciplina.

Por outro lado, existem também aqueles estudiosos como Oliveira (2011)
e Jesus et al. (2017) que defendem a ideia de que a complexidade na compre-
ensao e afinidade da disciplinase da pelo fato de ela misturar mais de uma
linguagem matematica, o que leva os alunos a um entrave de sua aprendiza-
gem, uma vez que a incompreensdo de qualquer uma delas se torna um fator

dificultador da fluéncia de outros contelldos matematicos.

No que tange ao ensino, especificamente de Conicas, Jesus et al. (2017)
destaca que muitos alunos sentem dificuldade neste conhecimento matematico
devido ao fato dele envolver mais de uma linguagem em seus conhecimentos,
como por exemplo o da algebra. Os autores também afirmam que:

[...] As Conicas pertencem a geometria analitica e esta, por sua vez,
trabalha com geometria e algebra, ou seja, nessa area da matematica
sdo utilizados dois tipos de linguagem: a geométrica e algébrica. A
confluéncia de duas ou mais linguagens dentrodos temas da matema-
tica exige, por vezes, um grau de abstracdo e compreensdo maisapro-
fundado, o que faz parecer aos olhos dos estudantes tratar- se de

raciocinios complexos e quase inatingiveis. [..] (JESUS et al, 2017, p.
4)

Sobe esse enfoque, torna-se pertinente refletirmos acerca do mediador e
principal responséavel por amenizar tais aflicbes dos alunos, o professor. Sabe-
se que na vida profissional,sobretudo na pratica docente, € comum o professor
se deparar com contetdo que néo foram trabalhados de maneira consistente
em seu periodo de formacdo inicial. Isso causa, muitas vezes, uma certa inse-
guranca ao ter que lecionar futuramente este contetdo aos seus alunos, e como
consequéncia pode causar certa negligéncia no ensino ou até mesmo, como

qualquer serhumano passivo de erro, equivocar-se em aspectos conceituais.
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Para amenizar os aspectos negativos supracitados, faz-se necessario a
utilizacao, por parte do professor, de praticas de ensino, que possuam potencial
para auxiliar o aluno no seu processo de aprendizagem e ter a clareza de que
precisa analisar de forma critica as organizagées matematicas (OM) e didaticas
(OD) (CHEVALLARD, 1999; DELGADO, 2006), conforme proposto pela Teoria
Antropologica do Didatico (TAD), de materiais didaticos que possam auxiliar e
assegurar a relagcdo entre pratica e teoria, para que ambas as partes resultem
em uma boa atuacéo profissional e um processo de ensino eaprendizagem
mais eficiente. Portanto, faz-se necessario e oportuno conhecermos alguns as-
pectos a respeito da Teoria Antropologica do Didatico a fim de entendermos de
gue maneira essa teoria pode nos amparar na melhoria e elaboracéao de recurso

didaticos.

2.1 TEORIA ANTROPOLOGICO DO DIDATICO

A Teoria Antropoldgica do Didatico, difundida a partir de 1992, tornou-se
um importante aparato teérico nas discussdes dentro do campo de conheci-
mento da Didatica da Matematica, por intermédio das publicacdes de Yves Che-
vallard na Franca e, por demais colaboradores, como Bosch e Gascén, com
debates feitos na Espanha. (SANTOS, 2020)

O tema central da teoria, que foi recentemente ampliada (CHEVALLARD,
1989), € o dos saberes e das instituicdes. Um saber ndo existe "no vacuo", em
um vazio social: todo saber aparece em um determinado momento, em uma

certa sociedade, ancorado em uma ou mais instituicées (CHEVALLARD, 1989)

A TAD tem sua origem na abordagem tedrica do conceito de transposi-
cao didatica introduzido por Chevallard (1986), que caracteriza o papel do saber
nas diferentes instituicdes, isto &, partindo do saber sabio, que corresponde ao:
Saber do matematico de profissdo, ao saber passado aos seus membros, por
integrantes de uma tribo indigena, entre outros. Pois, nem todo saber sabio é
académico. No entanto, nos atearemos nesta pesquisa, ao saber matematico
académico, mais precisamente, a passagem do saber sabio ao saber a ensinar
representado pela transposicao feita pelos especialistas em Educacéo, geral-

mente apresentada nos documentos oficiais e nos materiais didaticos.



Ao refletirmos sobre a acdo humana e a agcdo matematica percebemos
gue ambas séo formadas por duas partes, as quais sao dependentes uma da
outra, sendo elas: a pratica (do grego praxis) e o saber (do grego logos). Assim,
Chevallard (1999) apresenta, no escopo teorico da TAD, a nogdo de praxeolo-
gia, a qual representa uma ferramenta importante para analisar praticas docen-

tes e o0 saber matematico.

Conforme indica Chevallard (1999, apud ALMOULOUD, 2015) existem

dois tipos de praxeologias (ou organizagdes), sao elas: matematica (OM) e di-

datica (OD). A organizacdo matematica refere-se a organizacdo do ensino da

matematica que é possivel de ser desenvolvida na sala de aula e a organizagao

didatica refere-se em como é feita a construcdo dos contetudos a serem desen-
volvidos. Assim sendo, Costa (2015) afirma que:

Cada atividade matematica possui uma organizagdo didatica corres-

pondente e que os conteldos matematicos, o conjunto de objetos ma-

tematicos a serem trabalhos em sala de aula, apresentam uma forma

especifica de abordagem sendo necessario que o sujeito reorganize
seus conceitos e mobilize seus saberes a respeito (p. 22).

Na TAD as praxeologias podem ser desenvolvidas por meio dos s guan-
tescomponentes: Tarefa, Técnica, Tecnologia e Teoria. Dessa forma, Cheval-
lard (1991, apud COSTA, 2015) considera as componentes tarefa e técnica
como bloco do saber-fazer, enquanto as componentes tecnologia e teoria, con-

sidera como o bloco do saber.

Para apresenta cada uma dessas componentes praxeologias o tedrico
expresso notacdes proprias para identifica-las, tais como: tarefa pelo simbolo
(t) tipos de tarefas pelo simbolo (T), técnica pelo simbolo (6), tecnologia pelo
simbolo(B) e teoria pelo simbolo (®). Neste sentido, ilustramos abaixo com

exemplos, cada componente praxeoldgico definido por Chevallard.

A tarefa é uma atividade especifica, que Chevallard (1999) define como
uma acdo em que para executa-la, alguns conhecimentos serdo mobilizados.
(CHEVALLARD, 1999, apud COSTA 2015). Podemos citar como exemplo de

tarefa, a seguinte situacdo em seccdes conicas:

Tipo de tarefa (T): Determine a equacao da parabola
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Tarefa (t): Determinar a equacao da parabola de foco (9,0) e diretriz x= -9

O exemplo acima mostra que a tarefa (t) esta interligada com o tipo de
tarefa (T) e pode ser identificada por meio de um verbo de ac&o que segundo
Almouloud (2007, apud COSTA 2015), caracterizaria um género de tarefa,
como:determinar, calcular, resolver, localizar, somar, decompor, 0s quais néo
determinam o conteudo estudado. Para a resolugdo de um tipo de tarefa requer
odesenvolvimento de uma técnica que atenda as necessidades da tarefa pro-

posta.

Por isso, uma técnica € uma maneira de fazer ou realizar as tarefas t €
T. Segundo Chevallard (1998), uma praxeologia relativa a um tipo de tarefa T
necessita, em principio, de uma técnica (6) que venha acompanhada de uma
justificativa para a sua aplicacdo. Portanto, a escolha da técnica nédo representa
uma decisao aleatoria, pois ndo se usa qualquer técnica para resolver uma ta-

refa.

Técnica (6): Como o vértice desta parabola esta na origem, utilizaremos

a equacao y 2=4 cx onde c € a distancia do foco ao vértice que por sua vez sera

calculado utilizando a férmula d(F,V) =/(x2 — x1)% + (y2 — y1)2

. RESOLUCAO
Figura X: Resolucéo do exemplo proposto

O foco &éF (9, 0) e o vértice é WV (0, 0)
Portanto o valor de c é:

c=d(F,V)=+92+02=9

Usando a equagdo

vZ = 4ex

Temos:

vI=49x
2 =36x

Fonte: Autores

Para o exemplo mencionado acima, definimos uma técnica (6), que nos
auxiliou na resolucdo de uma tarefa. A este bloco, constituido por um tipo de ta-

refae uma técnica, Chevallard (1999) denomina-se de bloco PRATICO-



TEORICO , identificado como um saber-fazer. No entanto, como ja mencionado
acima, toda técnica precisa ser justificada por meio de um discurso logico (lo-

gos) que lhe sustenta, tal discurso € chamado por tal estudioso de tecnologia

).

A tecnologia (8), no ambito da TAD, é definida inicialmente como um
discurso racional sobre uma técnica, cujo primeiro objetivo consiste em justifica-
la racionalmente, isto €, em assegurar que a técnica permita que se cumpra

bem a tarefa do tipo T.

Ao considerar o exemplo inicialmente utilizado e a técnica usada para a
resolucao dessa tarefa, € possivel justifica-la por meio da formula de distancia
entre dois pontos e das propriedades das operacdes algébricas utilizadas

quandose tem uma equacao da pardbola com o vértice da origem.

No entanto, a teoria (©) tem como objetivos justificar e esclarecer a tec-
nologia, bem como tornar inteligivel o discurso tecnoldgico. Passa-se entdo a
um nivel superior de justificacdo-explicacdo producao, [...] retomando com rela-
caoa tecnologia o papel que esta tem em relacéo a técnica. A este Bloco, refe-
rente ao papel que a tecnologia e a teoria possuem em relacdo a técnica,
Chevallar (1999) denomina de bloco tecnolégico-tedrico (6/0), o qual esta rela-
cionado como saber. O autor adverte, no entanto, que geralmente essa capaci-
dade de justificare de explicar a teoria € quase sempre obscurecida pela forma
abstrata como os enunciados tedricos sao apresentados frequentemente (CHE-
VALLARD, 1998 apud ARAUJO, 2009). No caso exemplificado acima, é possivel
considerar algunscampos da matematica como: Geometria, Geometria anali-

tica e algebra.

Barbosa e Lins (2011) afirmam que uma organiza¢cdo matematica é ela-
borada em torno de uma nog¢é&o, ou conceito, inerente a propria Matematica. As
Praxeologias Didaticas ou Organiza¢des Didaticas sao as respostas (a rigor) a
questdes do tipo “como realizar o estudo de determinado assunto”. Refere-se
ao modo que possibilita a realizacdo do estudo de um determinado tema , o
conjuntode tarefas, de técnicas, de tecnologias, etc., mobilizadas para o estudo

de um tema.
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Posto isso, acreditamos que a TAD é fundamental para a analise com-
pleta da organizacado didatica e matematica nos livros didaticos escolhidos. Por
tal razdo, utilizaremostal teoria, por meio da analise praxeoldgica, para identifi-
car as tarefas presentes em livros didaticos do ensino médio acerca do conte-

Udo de cobnica.

Além disso, diante de tudo que foi exposto até aqui, é perceptivel que o
processo de ensino dos conteddos matematicos, em qualquer nivel, tem a sua
finalidade direcionada para a aprendizagem, tal processo vem alicercado nos
dispositivos de andlise metodolégicas de ensino que buscam a compreensao
dos conceitos matematicos de maneira representacional, estrutural e funcional.
Uma importante contribuicdo para o ensino desses conceitos foi a criacao de
recurso metodoldgico denominado de Modelo Epistemoldgico de Referéncia
(MER) e Modelo epistemologico dominante (MED) no ambito da TAD (CHEVAL-
LARD, 2009).

Para Benito (2019) o modelo epistemoldgico de referéncia se mostra

como uma ferramenta de trabalho técnico-experimental, capaz de ser usado e

ampliado de acordo com a necessidade da investigagéo, o autor ressalta ainda
que:

No ambito da TAD, devemos ter uma referéncia epistemolédgica para

nos guiar durante uma investigagdo em Educagdo Matemética e nos

fornecer condigBes e principios que nos permitem entender os fen6-

menos didaticos por uma perspectiva diferente daquela encontrada

na literatura atual, muito mais suscetivel de interferéncias humanas.
Essa referéncia epistemolégica é apresentada atualmente na TAD

como Modelo Epistemoldgico de Referéncia (MER)-(BENITO, 2019,
p.53)

Para Guadagnini e dias (2022) cujos estudos pautaram-se no desenvol-
vimento de um modelo epistemologico de referéncia para o ensino de fatoracao,
implementado por meio de um percurso de estudo e pesquisa no ensino funda-
mental, esses modelos, tanto o (MER), quanto o (MED) estéao centrados no en-
sinar e aprender a fatoragéo, assim a construcédo de um MED depende da in-
terpretacdo do MER, uma vez que MED, ainda na opinido dos autores, mantém-
se implicito, ndo sendo questionado e justificado explicitamente fazendo-se uso

apenas de critérios genéricos do senso comum.



A respeito destes modelos de organizacdes (matematica e didatica), pre-
sente no desenvolvimento de cada modelo (MER e MED) citado acima Bosch
e Gascon (2010, p. 62) salientam que:

Entre as organizagfes matematicas escolares e as correspondentes
organizagdes didaticas, podemos considerar modelos didaticos de re-
feréncia que sejam, em primeira instancia, especificos de um tema,
de um setor, ou de um dominio da Matematica escolar. Porém, igual-
mente ao que se passa com o MER, a estrutura e a dinamica dos
citados MED devem ser coerentes com um modelo didatico de refe-

réncia geral, cuja descricdo se formula no nivel da disciplina (Mate-
matica, neste caso)

Portanto, para encontrarmos o Modelo Epistemolégico Dominante pre-
sente nos livros didaticos da rede publica de ensino paraense a respeito do
ensino de codnicas, torna-se de suma importancia termos conhecimento, nédo
somente das organiza¢fes praxeoldgicas propostas por Chevallard, como tam-
bém as organizacdes didaticas presentes no modelo epistemolégico de refe-
réncia (MER), elaborado por Benito, que serviu como alicerce fundamental nos

meus estudos para a construcao da presente pesquisa.

A vista disto, torna-se oportuno aliarmos os conhecimentos abordados no
modelo epistemologico (MER) de referéncia de Benito (2019), com os materiais
didaticos, mais utilizados em nosso estado, para que seja possivel aprofundar-
MOoS nossos conhecimentos a fim de obter clareza e compreensédo acerca de
quais os tipos de modelos epistemoldgicos encontram-se de forma dominante,
nos livros didaticos, para o ensino de cbnicas no ensino médio da rede publica

paraense.

Almejando uma maior compreensédo acerca dos modelos epistemolégicos
que perpassam o ensino-aprendizagem das figuras conicas bem como um
maior entendimento do que, de fato, buscaremos em nossa investigacao, ex-

planaremos a seguir o modelo epistemoldgico de referéncia (MER) de Benito.
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CAPITULO 3 - UM MODELO EPISTEMOLQGICO DE REFERENCIA PARA O EN-
SINO DE CONICAS

Neste capitulo, exporemos ndo somente o modelo epistemoldgico de referéncia
de Benito, cujo contetdo nos orientara pelo resto da pesquisa, como também conhe-

ceremos um pouco mais dos tipos de geometrias existentes em seu modelo.

Em seus estudos para a construcdo de sua tese de doutorado, Benito (2019)
desenvolveu um modelo epistemolégico de referéncia para o estudo das cénicas por
meio de questdes técnicas e tedricas. Das quais, segundo o autor as primeiras com-
templam as particularidades matematicas presentes em cada modelo de geometria
apresentado por ele. E as Ultimas, por sua vez, sdo aguelas que nortearam a constru-

¢éo do MER propriamente dito.

Por se tratar aqui de um estudo cujas analises basearam-se nos modelos das
geometrias construidos por esse autor, ndo nos ateremos aos questionamentos inici-
ais das questdes tedricas e técnicas que deram origem aos encaminhamentos desses
modelos. Mas sim, o entendimento do que é e 0 que aborda, matematicamente, cada
modelo proposto, para que desta forma seja possivel, dentro dos conhecimentos aqui
adquiridos, nos pautarmos em cada modelo para realizar as andlises nos livros dida-

ticos escolhidos.

De posse dos devidos esclarecimentos, torna-se pertinente antes de adentramos
em cada modelo, entendermos o0 que o autor entende por geometria. A respeito de tal

temética, Benito (2019, p. 55) afirma:

Para nés, chamaremos de “protogeometria” um par formado por um conjunto
de pontos e um conjunto de retas, em que uma reta € um conjunto de pontos.
Quando a este par sdo acrescentadas relacdes entre seus objetos (pontos e
retas) este passa a ser chamado de “geometria”. Por sua vez, as cdnicas
passam a ser elementos de algumas geometrias quando a estas sao acres-
centadas métricas (distancias). Sendo assim, o que apresentamos no MER a
seguir sdo modelos de geometrias em que as cbnicas estdo presentes

Em seus estudos, o autor subdividiu a geometria das cénicas em trés modelos, a sa-

ber: O modelo da Sintética, analitica e por ultimo, o modelo da geometria linear. No



entanto, abordaremos adiante, apenas os dois primeiros modelos citados, pois 0 mo-
delo de geometria linear faz uma abordagem do conceito de conicas em formato ma-
tricial, que s6 é visto em livros didaticos do nivel superior, fato que o torna pouco
relevante no itinerario de investigacao desta pesquisa que se limita aos livros didaticos

de nivel médio de ensino.

Na medida em que a questao de pesquisa deste trabalho envolve a busca pelos
tipos de geometria, torna-se pertinente fazer um levantamento sobre alguns estudos
a respeito do que se entende pelo termo Geometria Sintética ou Geometria analitica,

o qual historicamente, ja foi abordado anteriormente por outros estudiosos.

No inicio do século XIX, de acordo com Lygeros (s.d.), Constantin Carathéodory
publicou um artigo no Jornal da Universidade de Bruxelas, em 1900, onde destaca a
importancia da geometria, bem como a mudanca da mesma com a introdugéo da ge-
ometria sintética. Com isso, em seu tratado para a Educagcdo Matematica, Klein (1927)
buscou analisar as diferencas que existem entre Geometria Analitica e Geometria Sin-
tética, o qual, concluiu que a etimologia das palavras andlise e sintese se referem a
diferentes métodos de exposicdo. Assim, Klein (1927) destaca que:

[...] Geometria sintética, aquela na qual as figuras se estudam em si mesmas
sem intervencgdo alguma de féormulas, enquanto na analitica essas se aplicam
constantemente mediante o uso dos sistemas coordenados. Na realidade, a
diferenca entre ambas as espécies de Geometria é puramente qualitativa:
segundo que predominem as férmulas ou as figuras, se tem uma ou outra
Geometria, j& que uma Geometria Analitica ndo pode, sem perder seu nome,
prescindir em absoluto da representacdo geométrica, nem pelo contréario, a

Geometria Sintética pode ir muito além sem expressar de um modo preciso,
com férmulas adequadas, seus resultados. (pg. 73-74).

Para Courant e Robbins (2000), a Geometria Sintética pode ser encarada como um
método de tratamento da Geometria, do qual Euclides ja se utilizava. A respeito disso,
0s autores afirmam:

[...] € o método classico de Euclides, no qual o assunto é construido sobre
fundamentos puramente geométricos independentes da algebra e do con-
ceito de continuo numérico e no qual os teoremas séo deduzidos por racioci-

nio légico a partir de um corpo inicial de proposi¢cdes denominadas axiomas
ou postulados. (p. 201)

Gascon (2002), destaca em sua obra que na época em que Descartes come-
¢ou a envolver coordenadas aos entes geométricos “varios matematicos importantes

(Poncelet, Chasles e Monge, entre outros), reivindicaram a importancia dos métodos
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sintéticos da geometria pura, que proporcionam provas simples e intuitivas, frente aos
potentes métodos analiticos, que nao revelam o significado que se recebe” (p. 13).
Em sua pesquisa o autor questiona ainda a descontinuidade dos ensinos das geome-

trias existente nos curriculos na Espanha do ensino secundario e do bacharelado.

A respeito desta descontinuidade no ensino das geometrias nos curriculos es-
colares, Leivas (2017) citando Gascoén (2002) afirma que tal fato “ndo deixa de ser
similar ao que ocorre no Brasil, em que a Geometria Analitica prioriza a algebra e as
férmulas em funcdo da geometria dos entes envolvidos. Para ele, o ensino de Geo-
metria atual, entre outros aspectos, da conta da falta de transito e complementarie-

dade entre Geometria Sintética e Analitica, ou seja, vivem em mundos separados.”
(p.31)

A seguir, destacaremos o que é o modelo de cada geometria segundo os estu-

dos de Benito (2019) em sua tese de doutorado.

3.1 O MODELO DA GEOMETRIA SINTETICA

O modelo da geometria sintética, é aquele que segundo o autor, possibilita tra-
balhar as definicdes das cbnicas de forma mais intuitiva e ilustrativa. Além, de ser
possivel abordar também conceitos, tanto no espaco como no plano, tal como: Reta

diretriz, foco, eixos de simetria, excentricidade.

Para o desenvolvimento dessas ideias, o autor buscou inicialmente o corte das
cOnicas realizado por Apolonio de Perga (262-190 a.C), cujos estudos abordavam di-
versos cortes conicos realizados por um plano em um cone, por diferentes angulos,
onde cada corte se dava de forma diferentes do outro, surgindo também figuras geo-

métricas distintas.



cOnicas, Apolbénio ndo conseguiu mostrar os principais elementos destas cuvas como:
Focos, diretrizes e eixos focais. No entanto, o autor ressalta que foi possivel perceber
o trabalho da geometria sintética no espaco, bem como classificar o tipo de cénica

encontrada, devido a descoberta da excentricidade, como podemos ver no trecho a

sequir:

Quételet, segundo Benito (2019), foram se aprimorando e aprofundando estes estu-
dos e ao inscreveram esferas em um cone intercetado por um ou mais planos conse-

guiram determinar os elementos das cbnicas (parabola, elipse e hipérbole) geradas

Figura 3: conicas de acordo com Apolonio

parabola
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Fonte: Lino (2018, p.13)

O autor explica que com esta representacéo (Figura 3), baseada no corte das

por meio de esferas inscritas no cone que tangenciam, simultaneamente, o
cone e o plano que contém a conica identificaram estes elementos traba-
Ihando na geometria sintética no espaco. Além disso, conhecendo o foco e a
reta diretriz de uma cbnica é possivel determinar a razdo entre as medidas
das distancias d1 (distancia de um ponto fixo P da cbnica até seu foco) e d2
(distancia deste mesmo ponto P até a reta diretriz associada a este foco).

Essa razdo. (BENITO, 2019, p.58)

Com o passar dos anos e a evolucgao cientifica, estudiosos como Dandelin e

por esta interseccdo ainda por meio de cortes geométricos (Figura 4).
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Figura 4: Parabola, foco, eixo de simetria e reta diretriz — construcao de Dandelin
v

Fonte: Benito (2019, p. 59 apud MONTEIRO, 2014, p. 12)

Na figura 4 O ponto F representa o foco da parabola e sua diretriz d é a reta de
intersecao entre e o0 plano 6, que corta o cone e contém a circunferéncia C1. Nessa

situacao é possivel também determinar o eixo de simetria (ou eixo focal) da parabola
na intersecdo de um terceiro plano, determinado pelo eixo central e o ponto F com o

plano .
Ja nas figuras conicas elipse e hipérbole o autor, destaca que a descoberta de

seus elementos por Dandelin e Quételet ocorreu de forma semelhante, uma vez que
a obtencéo dos dois focos (F e F') se deu a partir de duas esferas inscritas em um
cone e duas retas diretrizes (uma para cada foco) para cada uma destas conicas como

mostra a Figura 5.



Figura 5:Elipse e Hipérbole - construcéo de Dandelin

Fonte: Benito (2019, p. 59 apud MONTEIRO, 2014, p. 13)

Além do corte das conicas, o autor aborda ainda, como parte integrante do mo-
delo de geometria sintética, o ensino de cénicas por meio do conceito de lugar geo-
métrico, e chama atencao do leitor para a relacao existente entre lugar geométrico e
excentricidade de uma conica, que segundo Benito (2019) Uma cbnica € todo lugar
geométrico dos pontos de um plano cuja razdo entre as distancias a um ponto fixo F

e a uma reta fixa d € uma constante ¢ chamada de excentricidade.

Na sequéncia, o ator destaca que na geometria sintética, o conceito de lugar
geométrico pode ser abordado de diversas formas que permitem a percepc¢ao visual
do formato da cbnica de maneira intuitiva e gradativa, além do desenvolvimento de
um discurso por parte do aluno, que justifique a construcédo daquela figura como, por
exemplo: As construcdes por dobraduras, por fio esticado (barbante) ou até mesmo
meios com uma interacdo digital como o software Geogebra.

A construcao das conicas por meio de dobraduras é feita a partir de retas tan-
gentes a elas, produzidas por vincos feitos em papel vegetal a cada dobra realizada.
O autor especfica uma técnica para cada conica. Para a parabola, Benito afirma que
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basta desenhar em uma folha de papel vegetal uma reta cujo o autor denominou de
“d” e um ponto “F” que sera o foco, desde que F ¢ d. Depois basta escolher um ponto
qualquer pertencente a reta “d” e fazer uma dobra de maneira que tal ponto se torne
coincidente com o ponto F. O pesquisador afirma que ao repetirmos o passo anterior
considerando o maximo de pontos da reta perceberemos visualmente uma parabola

tangenciando todas essas dobras realizadas como podemos ver na figura 6.

Figura 6: Parabola construida por dobraduras

0

Fonte: Benito (2019, p.62)

Na construcdo da elipse, 0 autor nos orienta, ainda no papel vegetal, a tracar-
mos uma circunferéncia com raio “R” e denominarmos seu centro de F1. Na sequéncia
devemos marcar um outro ponto fixo qualquer, diferente de F1, no interior do circulo,
cujo nome sera F2. Como F2 # F1, tem-se, portanto os dois focos da elipse (F1 e F2)
. Em seguida, Benito, nos orienta a escolher um “ponto de partida” pertencente a cir-
cunferéncia e apds a escolha, devemos fazer uma dobra de forma que F2 coincida

com o referido ponto escolhido.

Diante disso, o pesquisador afirma que basta repetimos o passo anterior com o ma-
ximo de pontos possiveis, de forma que percorra toda circunferéncia, para que seja
possivel notar, a elipse (Figura 7) se formando em meio as dobraduras como mostra

a ilustracéo adiante.



Figura 7: Elipse construida por dobraduras

Fonte: Benito (2019, p.64)

Ja na construcdo da hipérbole, o autor ressalta que se da de forma similar a
construcéo ocorrida na elipse, uma vez que Assim como feito na construcéo da elipse,
no papel vegetal, devemos tracar uma circunferéncia de raio “R” e denominarmos seu
centro de F1. Na sequéncia devemos marcar também um outro ponto fixo qualquer,
diferente de F1, mas desta vez, este ponto deve estar no exterior do circulo, cujo nome
sera F2. Teremos assim os dois focos da hipérbole (F1 e F2). Em seguida, Benito,
nos orienta a escolhemos um “ponto de partida” pertencente a circunferéncia, e fazer
uma dobra de forma que F2 coincida com o referido ponto escolhido da mesma forma
gue foi feito na elipse.

Diante disso ao repetimos 0 passo anterior com o maximo de pontos possiveis,
de forma que percorra toda circunferéncia, para que seja possivel notar, visualmente
os dois ramos da hipérbole tangenciando os vincos que foram construidos como ve-
mos na Figura 8.

Figura 8:Hipérbole construida por dobraduras
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Fonte: Benito (2019, p.65)

A segunda metodologia de ensino exposta por Benito (2019), como parte inte-
grante nos processos de ensino e de aprendizagem de conicas por meio do conceito
de lugar geométrico € a utilizacdo do método “Fio esticado”, que trata de uma cons-
trucdo interativa das figuras conicas que pode ser realizada em sala de aula com o

auxilio de materiais simples como tachinhas, barbante, régua, lapis e esquadro.

Para a construcéo da Parabola utilizando o método do fio esticado, o autor ba-
seando- se nos estudos de Siqueira (2016, considera uma das extremidades do bar-
bante fixo num ponto e o outro se movimenta em um esquadro para a direita e es-

querda, conforme ilustrado na Figura 9.

Figura 9: Parabola construida por fio esticado

Fonte: Benito (2019, p.67)



Para o estudo da elipse, com o método do fio esticado, foi pedido aos alunos
gue fixassem duas extremidades (F1 e F2) de forma que com um lapis, pode-se esticar
o barbante em seguida, o autor pede que o barbante seja rotacionado ao redor dessas
extremidades surgindo assim a Figura 10.

Figura 10: Elipse construida por fio esticado

)

Fonte: Benito (2019, p.67)

Ja na construcao da Hipérbole com o método do fio esticado, em uma barra de
isopor o pesquisador orientou marcar dois pontos com a tachinha de modo que a “me-
dida da distancia entre eles deva ser maior que a diferenca, em modulo, entre a me-
dida do comprimento da régua e do barbante” (SIQUEIRA, 2016, p.82). Em seguida,
os alunos investigados deveriam fixar uma das extremidades do barbante em um dos
pontos com a tachinha e no outro fica uma das extremidades da régua. Assim, estica-

ram o barbante até tocar na outra ponta da régua e vai demarcando a Hipérbole.

Figura 11: Hipérbole construida por fio esticado

4
m

Fonte: Benito (2019, p.68)

Por fim, Benito (2019) afirma que ambos os métodos (Por dobraduras e o me-
todo do fio esticado) sdo de suma importancia para a compreensao do conceito de
cbnicas abordadas pelo método do lugar geométrico. Pois esses métodos trazem em
suas diferentes abordagens a compreensao das propriedades que tratam da soma e
da diferenca constantes de distancias de um ponto da conica aos seus focos de forma

mais intuitiva.
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No entanto, apesar de tais métodos servirem como um grande facilitador na
compreensao da referida propriedade conica, Benito (2019) acredita que o software
Geogebra seja 0 ambiente ideal para ilustra-los. E segue seus estudos orientando em
como ilustrar tal propriedade.

A respeito da ilustracéo da elipse, utilizando o software GeoGebra, Benito
(2019) destaca que:

Para desenhar uma elipse basta selecionar a ferramenta com este nome, es-
colher F1 e F2 como focos e P como um ponto pertencente a curva. Em se-
guida, marcarmos um novo ponto B nha elipse e tracamos 0s segmentos de
reta dl e d2, ligando o ponto B aos focos F1 e F2, respectivamente, exibindo
0 nome e a medida dos segmentos. Ao movimentarmos o ponto B sobre a
elipse notamos que a soma das medidas dos segmentos d1 e d2 é sempre a
mesma, isto é, d(BF1) + d(BF2) = k, k € R, para qualquer B pertencente a
elipse. Assim, a elipse pode ser definida como o lugar geométrico dos pontos
de um plano cuja soma das medidas das distancias destes pontos a dois pon-
tos fixos (focos) deste plano é sempre uma constante k, k maior que a medida
da distancia entre os focos, pois € necessario garantir a existéncia do trian-
gulo BF1F2.

O autor segue esta mesma linha de orientagdo nas demais figuras (parabola e
hipérbole). No intuito de ilustrar por meio da exploracgéo visual, possibilitada pelas fer-
ramentas do software Geogebra, o autor apresenta as caracteristicas das proprieda-
des que tratam da soma e da diferenca constantes existente nas distancias de um

ponto da cbénica aos seus focos.

Por fim, o autor relembra que uma forma mais tradicionalista de construir as
curvas que representam as coOnicas, € utilizando esquadro, papel, lapis e explorando
conceitos mais abordados na geometria plana como o das retas tangentes.

Para a construcdo da parabola, o autor indica que é preciso tracar uma reta d
para representar a diretriz da parabola e um ponto F que sera seu foco, com F ¢ d.
Em seguida, ele instrui o leitor a tracar uma perpendicular a reta d de modo que passe
por F e determine nessa reta o ponto medio entre F e a reta d. Ao determinar o ponto
meédio, devemos entdo tracar, por ele, uma reta d1 paralela a reta d que, segundo
Benito (2019) serd a reta tangente a parabola pelo seu vértice. Por fim, o autor solicita
entdo que o leitor posicione 0 esquadro de modo que o vértice do angulo reto coincida
com um ponto da reta d e um de seus lados passe pelo ponto F e entdo trace a reta [

determinada pelo outro lado do angulo reto do esquadro. E afirma que esta reta [



representard uma outra tangente a parabola com foco F e diretriz d. Portanto, ao re-
petirmos o processo para outros pontos da reta d encontraremos entdo um conjunto
de retas. Cujo o autor nomeia de [1, [2, [3, ..., tangentes a parabola como mostra a

Figura 12.

Figura 12: Parabola construida por retas tangentes

Fonte: Benito (2019, p.71)

Na construcao da elipse, o autor utilizou-se da circunferéncia como ponto de
partida para a estruturagao de um dos seus focos, uma vez que o0 pesquisador orienta
incialmente tracar uma circunferéncia e dentro do mesmo, devemos fixar um dos focos
da elipse chamado de F1, de modo que este ponto ndo seja coincidente com o centro
da circunferéncia. Em seguida, a orientacdo € votada para posicionarmos o esquadro
de forma que o vértice do angulo reto esteja sobre um ponto B e um de seus lados
passe pelo foco. Apés isso, devemos entdo tracar uma reta denominada de [1 no outro

lado do esquadro.

Segundo o estudioso, essa reta sera tangente a elipse com foco F1 no interior
dessa circunferéncia auxiliar. E assim como vimos na figura anterior (parabola) o autor
afirma que ao repetirmos esse processo para diferentes pontos da circunferéncia en-

contraremos uma familia de tangentes a elipse denominadas de (1, (2, [3, 4, ...

Com relacdo ao segundo foco da elipse (F2). Benito faz uso da simetria exis-

tente ao passarmos uma reta pelo ponto F1 e pelo centro da circunferéncia, pois, essa
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reta interceptara a circunferéncia em dois pontos pelos quais passam duas tangentes
a elipse e, portanto, esses dois pontos pertencem a elipse. Como ilustrado na Figura
13

Figura 13: Elipse construida por retas tangentes

/ /

Fonte: Benito (2019, p. 72)

Para a hipérbole, assim como foi feito no passo a passo da elipse, o autor uti-
liza-se da circunferéncia para iniciar a construcao e solicita que o leitor fixe um ponto
chamado de F1 para ser o foco da hipérbole, no entanto, diferente da construcao an-
terior, desta vez, o ponto deve ser fixado do lado de fora da circunferéncia. O leitor é
instruido entdo a posicionar o vértice do angulo reto do esquadro sobre um ponto da
circunferéncia e um de seus lados, de forma que seja possivel passar por F1. Feito
isto, devemos entdo tracar uma reta denominada pelo autor de [1 pelo outro lado do
angulo reto do esquadro que sera uma reta tangente da hipérbole cujo foco denomi-
nado de F1 estara na parte de fora da circunferéncia. O autor reitera que assim como
nas figuras anteriores, ao repetirmos esses passos encontraremos um conjunto de

retas tangentes a hipérbole.

Quanto ao segundo foco, o autor fez o uso mais uma vez da simetria de uma
reta que ao perpassar pelo centro na circunferéncia transita em dois lugares distintos
na hipérbole, desta forma pode-se concluir que F2 sera simétrico a F1 tomando como

parametro o centro da circunferéncia como mostra a Figura 14.



Figura 14: hipérbole construida por retas tangentes

Fonte: Benito (2019, p.73)

Apbs a representacdo das conicas por meio das retas tangentes, o autor chama
atencao para o fato de se trabalhar com o problema de Pappus como uma outra me-
todologia para encontrar o lugar geométrico, partindo, é claro, do conceito das distan-
cias, uma vez que o problema de Pappus trata de encontrar um ponto “c” de modo
que a partir dele seja possivel construir segmentos de retas que formem angulos com
retas ja dadas .Além de ser possivel, segundo Benito, trabalhar a ideia de que o pro-
duto dos comprimentos de dois desses segmentos € sempre proporcional ao produto

dos comprimentos dos restantes como mostra a Figura 15.
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Figura 15: ilustracao do problema de Pappus
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Fonte: Roque (2012, p. 260)

Bento (2019, p.77), baseado nos estudos de Roque (2012) a respeito da solu-

cao deste problema de Pappus, afirmam que:

.. este problema foi solucionado por Pappus quando demonstrou que a solu-
¢cao para o caso geral deve ser uma conica. Descartes atacou o problema
partindo de 4 retas caminhando na dire¢do de uma resposta para um niimero
maior de retas, porém resolveu abordar o problema considerando-o ja resol-
vido e utilizando incognitas para representar as solugdes ainda ndo encontra-
das. Ainda segundo a autora, Descartes determinou que o segmento AB me-
disse x e 0 segmento BC medisse y, 0 que resultou na criacdo de um sistema
de duas coordenadas conveniente para facilitar a resolu¢do do problema, de-
pois, o desafio foi descrever os demais segmentos em funcéo de x e y. Com
os célculos feitos podemos obter que o valores para x e y, que satisfazem o
problema, devem satisfazer também uma equagdo polinomial do segundo
grau na forma ax2 + Bxy + yy2 + 0x + ¢ y + € = 0, com 0s parametros a, S,
y, 6, Y e € sendo numeros reais, isto é, o lugar geométrico para o ponto C é
uma conica.

Ao fim da construcdo do modelo de geometria sintética, o pesquisador conclui que é
perceptivel que a nocao de lugar geométrico se faz presente em quase todas as cons-
trucOes possiveis para abordar algum conceito de cbnicas. Seja, como representacao
do local em que passam as retas tangentes, seja para cumprir com determinado valor
de excentricidade ou até mesmo como uma possivel definicdo de conicas a partir de

distancias como no problema de Pappus acima.



Para Benito(2019), o problema de Pappus permite aos estudantes uma reflexao
a respeito da passagem do modelo da geometria sintética para 0 modelo da geometria
analitica no estudo de conicas, pelo fato de possibilitar o desenvolvimento de praxio-
logias em que esses modelos de geometria se complementem, pois o0 autor acredita
gue o estudo das conicas ndo se da em cima de uma Unica geometria, mas sim da
mistura do conhecimento existente em cada uma delas, até que alcance inevitavel-

mente um completo desenvolvimento do conhecimento que circundam tal temética.

Diante de tal pensamento torna-se pertinente conhecermos o segundo modelo

de geometria desenvolvimento em seu MER.

3.2 O MODELO DA GEOMETRIA ANALITICA

Benito (2019) descreve este modelo como sendo a algebrizacdo do primeiro
modelo (geometria sintética), pois se apoiando nos estudos de Gascon (2002), o autor
afirma que “séo precisamente as limitagdes das técnicas sintéticas que dao sentido
as técnicas analiticas”, isto €, esta geometria surge para suprir as insuficiéncias da
geometria sintética (Benito, 2019, p.81). O autor afirma ainda que, em relacéo ao en-
sino e aprendizagem de conicas, este foi 0 modelo mais encontrado nos livros didati-
cos de matematica do ensino basico, tanto no estado de Sao Paulo quanto no estado

de Sergipe.

Neste modelo, as conicas s&o definidas como curvas que surgem em um plano
cartesiano que representam graficamente uma equacao polinomial do segundo grau
em duas variaveis, Ax? + Bxy + Cy> + Dx + Ey + F =0, com os parametros 4, B, C, D,
E e F pertencentes ao conjunto dos nimeros reais e com a condicdo de que A% + C? #
0, para garantir que a equacdao terd ao menos um termo de grau dois (Benito, 2019,
p.80)

Portanto, a principal caracteristica da geometria analitica, em um contexto que
trate um corpo que se movimenta em uma trajetoria em formato cénico, segundo o
autor, é trabalhar com as distancias, sejam elas descritas em plano cartesiano ou néo,
e utilizar-se usar-se de manipulacdes algébricas que leve ao estudante encontrar
equacodes, de grau dois, que possibilitem encontrar elementos caracteristicos das c6-

nicas, inicialmente nao fornecidos, a exemplo do foco e vértice.
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O estudioso destaca ainda a existéncia de um importante sistema, utilizado nos
dias atuais, que se utiliza do conceito de medicbes & distancia para trabalhar localiza-
¢céo de navios, chamado de SISTEMA LORAN.

O sistema LORAN pode identificar a distancia de um navio por meio da emisséo
de ondas sonoras que partem de duas estacdes de radios colocadas em pontos dife-
rentes, gerando uma distancia constante entre as velocidades das ondas sonoras e o
navio, possibilitando desta forma a identificacdo da localizagdo do navio. O receptor
LORAN do navio mede a diferenca de tempo em que os sinais foram recebidos para
entdo definir qual a variacdo constante, chamada de “s” como vemos na ilustracéo da

Figura 16.

Figura 16:llustracdo do funcionamento do sistema LORAN e uma cdnica (hipérbole)

Fonte: Souza e Garcia (2016b, p. 103)

A constante S, mostrada na Figura 16, segundo Benito (2019), € a diferencas
entre as medidas de duas distancias exatamente da mesma forma que utilizamos para
definir uma hipérbole no plano a partir da nocao de lugar geométrico. Desta forma,
para que seja possivel determinar a localizacdo exata do navio € necessario aliar 0s
conhecimentos acerca da figura conica hipérbole e a tecnologia utilizada pelo sistema
LORAN.

Uma segunda opc¢éo de abordagem da aprendizagem de conicas pautada nos
meétodos propostos pela geometria analitica, descrita no MER do pesquisador, é a
utilizacdo do Geogebra, desde que, na visdo de Benito, seja estimulado dentro das
atividades propostas ao aluno, a necessidade por parte do discente de introducgéo de
um sistema referencial cartesiano no plano em que se encontra desenhada a conica

e o0 estimulo em trabalhar com formulas algébricas e conceitos de distancias entre



pontos pertencentes a conica, necessarios para se alcancar uma equacéo do tipo Ax?

+ Bxy + Cy?> + Dx + Ey + F =0, como a formula da distancia entre dois pontos.

Dando prosseguimento aos estudos propostos por essa pesquisa, analisare-
mos a diante quais os tipos de geometrias dominantes encontrados nos dois livros
didaticos mais utilizados pelas Instituicdes Estaduais Publicas do ensino médio para-

ense.
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CAPITULO 4 - ANALISE DOS MODELOS EPISTEMOLOGICOS DOMINAN-
TES NOS LIVROS DIDATICOS

Neste Capitulo, expenderemos o que ha a respeito de cada conica e de
que forma elas estdo expostas nas duas obras didaticas mais adquiridas pelo
estado do Paréa.

A investigacdo, de ambos os livros didaticos, se deu de forma eletronica,
uma vez que foi possivel acessar todo o contetddo das duas obras, no modo on-

line e em formato pdf pelo site: www.edocente.com.br. Em ambas as cole¢des, o

volume 3 - ensino médio foi o escolhido para analise, em virtude do contetdo de
cOnicas ser abordado somente no Terceiro ano do ensino médio das escolas

regulares de ensino.
QUANTO A ELIPSE
T1: Determinar a equagéo da Elipse com centro na origem.
T2: Determinar a equacgéo da Elipse com centro fora da origem.
T3: Encontrar as coordenadas do foco da Elipse.
T4: Determinar a excentricidade da Elipse.
T5: Representar o grafico da Elipse.
QUANTO A HIPERBOLE
T1: Determinar a equacdo da Hipérbole com centro na origem.
T2: Determinar a equacgdo da Hipérbole com centro fora da origem.
T3: Encontrar as coordenadas do foco da Hipérbole.
T4: Representar a equagdo das assintotas.

T5: Representar o grafico da Hipérbole

QUANTO A PARABOLA


http://www.edocente.com.br/

T1: Determinar a equacédo da Parabola com vértice na origem.

T2: Determinar a equagédo da Parabola com vértice fora da origem.
T3: Determina a equacao diretriz da Parabola.

T4: Determina as coordenadas do veértice da Parabola.

T5: Representar o grafico da Parabola

A segquir, realizaremos a explanagao acerca do livro (L1) intitulado “Matema-
tica Ciéncia e Aplicacdes

4.1 ANALISE NO LIVRO DIDATICO (L1): MATEMATICA CONTEXTO E APLICA-
COES

No livro didatico (L1), intitulado “Matematica Ciéncia e Aplicagfes”, mais pre-
cisamente no capitulo 4, onde encontra-se os conhecimentos acerca das conicas —
Elipse, Pardbola e Hipérbole- Os autores iniciam o capitulo apoiando-se em uma breve
representacdo geomeétrica, e na sequéncia, por meio de um sucinto apanhado histo-
rico, mostram o surgimento e o0s cortes que dao origem a cada figura Conica e afirmam
que neste capitulo eles fardo um estudo inicial da elipse, da hipérbole e da parabola,
denominadas, juntamente com a circunferéncia de sec¢des conicas. Como vemos na

Figura 17.
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Figura 17:Representacdo dos cortes que deram origem a cada figura Cénica em (L1)

Se o plans @ & perpendicular 3 nela e, a g Se o plano e obligquo 3 reta e, mas oorls apenas
abilida ¢ uma dircunderéncia. Dm parioalen, =e o umea das lolhay da superlice: oinica, @ segio oblida
pemsas por W, o segdio oblids & um pon b, i ums efipse.

-

Se o plane @ & paraldo a wma gesatnic g da Se o plano @ & obliguo & rels e e ool as duas
supeerlicie conscy, @ segio oblida © mna parabola. lolhas da superlice cinica, a secdo obilida & uma
hiperbole

Fonte: lezzi et al (2016, p.88)

Apbs ailustracdo do corte de cada Conica, os autores abordam individualmente
seus conceitos, e buscam familiarizar o aluno por meio da ilustracdo de objetos en-
contrados no cotidiano do discente, que tenha o formato da figura Cénica estudada
naguele momento, assim como € feito nas abordagens realizadas por meio da geo-
metria sintética. Buscam também destacar caracteristicas matematicas como seu con-
ceito, por meio de respostas a perguntas do tipo: O que € ...? (os autores completam
a pergunta com corte de cbnica trabalhada). Por fim, abordam seus elementos princi-
pais e demonstram a equacéo reduzida da figura em questédo, para entao colocar

exemplos resolvidos e propostos sobre o que foi aprendido até aquele momento.



A seguir analisaremos, de que forma a conica Elipse é abordada em L1.

4.1.1 O ESTUDO DA ELIPSE

O estudo da elipse se inicia por meio da ilustragéo de objetos e situagdes coti-

dianas em que a conica € encontrada, como mostra a Figura 18.

Figura 18:Representacdo dos cortes que deram origem a cada figura Cénica em (L1)

I Elipse

Observe as fotos abaixo

————— il

Imagem I1. O contoma destacado da cuba de loua nas remate a
uma dipse

magem L Parque The Eikpse (A ebpse), na cdede de
Washington, EUA. 2015

Aimagem I mostra um importante marco da cidade de Washington, capital
dos Estados Unidos: um parque chamado The Ellipse (A elipse).

A imagem II mostra uma cuba de louga usada em pias de banheiros. Seus
contornes lembram a conica que passaremos a estudar: a elipse.

Fonte: lezzi et al. (2016, p.89)

Em seguida, conforme indica a Figura 19, explana-se geometricamente os con-
ceitos matematicos existentes na formagdo da mesma, e cada elemento construido

mediante segmentos de retas.
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Figura 19: Representacao dos conceitos matematicos da conica elipse em (L1- 1)

O que é elipse?

Dados dois pontos distintos F, e F,, pertencentes a um plano a, seja 2¢ a
distancia entre eles e O o ponto médio de F.F,. Elipse € o conjunto dos pantos
de o cuja soma das 111<.f."mcr:‘n F, e F, éigual 3 constante 2a (2a > 2¢)

elipse (P € « | PF, + PF, 2a)l

Assim, temos:

Sk, + SF, 2a
AF + Al 2a
BF, +BF, =2a A
AF + AF, 2a
B,F, + B,f 23

Fonte: lezzi et al. (2016, p. 89)

No que concerne a figura 20 e com base nos modelos de geometrias descritos
por Benito (2019), é possivel afirmar que os autores do livro didatico L1, utilizam-se
do modelo de geometria sintética, mais uma vez para desenvolver o raciocinio de
ensino- aprendizagem dos estudantes que fazem uso desse material como fonte de
conhecimento, uma vez que, apoiam-se em ferramentas didaticas que abordam o con-
ceito de lugar geométrico, neste caso, o da figura cbnica elipse, de maneira mais par-
ticipativa e ilustrativa, sem deixar de abordar conceitos e condi¢cdes importantes ine-

rentes desta figura conica. Como veremos na ilustragéao pela Figura 20.



Figura 20: Representacéo dos conceitos matematicos da conica elipse em (L1)

temos qu

Fonte: lezzi et al. (2016, p.90)

A Figura 20 mostra o método de Kepler ou método do fio esticado como é po-
pularmente conhecido, em que as extremidades do barbante s&o fixadas em dois pon-
tos distintos de uma folha de papel e com o auxilio da ponta do lapis, estica-se o fio
do barbante, movimenta-o para direita e para esquerda delimitando assim, os limites

das possiveis marcacdes do lapis.

Com tal experimento oriundo da geometria sintética, é possivel ilustrar de ma-
neira pratica que a soma das distancias de um ponto qualquer até os pontos fixos,
sera sempre um valor constante, denominado pelos autores de (L1) de 2a. Além disso,
com essa abordagem o0s autores permitem que seus estudantes percebam que a
curva descrita pela uniao de todos os pontos que atendem tal condi¢ao forma, por sua

vez, a figura conica elipse.

Na sequéncia, € possivel ver, por meio da Figura 21, que os autores de (L1)
passam a conceituar cada elemento pertencente a elipse e destaca a importancia da
relacdo existente entre esses elementos com a explanacéo do triangulo retangulo, o

qual leva a aplicacdo do Teorema de Pitagoras.
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Figura 21: Representacdo dos elementos principais da figura Cénica Elipse em (L1)

Fonte: lezzi et al. (2016, p.90)

ApOs especificar cada elemento da elipse, os autores ilustram, geometrica-
mente, a forma que seus elementos se comportam no sistema cartesiano, apoiam-se
nesse pensamento geométrico para desenvolver algebricamente, a construcdo da
equacao reduzida da elipse, pautando-se na posicdo em gque Seu eixo maior se en-
contra, uma vez que se tem como parametro de posicionamento o eixo das abcissas
(x) e das ordenadas. (y). Caracteriza-se, neste momento, uma abordagem metodol6-
gica pautada na geometria analitica descrita por Benito (2019) como vemos na Figura
22



Figura 22: Representagdo da equacéo reduzida da figura Conica Elipse em (L1)

Equacao reduzida (I) y
Tomemos um sistema cartesiano ortogonal tal que: / _ P(\xy)
AA,COx ¢ BB, C Oy F //\\
£ facil verificar que os focos sao os pontos: Af - 5 - ?A .
F,(—=¢c, 0) e Fc,0) "\ 3 ’/' ’
Chama-se equacao reduzida da elipse a equacio que o ponto b Y
genérico da curva, P(x, y), verifica. B8

P € elipse <> PF, + PF, = 2a
Vamos deduzi-la.
dx+ o +y— 0 +4x— ) +(y — 0f = 2a=>
aAx+ ) + y =23 \m
Elevando os dois membros ao quadrado e desenvolvendo, temos:
X+ +y =427 -dax - P +yY + - +y =
DX +20+CH+Y =40 —Aalx —F +y + X -2+ C+y =

Acx — 42° Anx — +y =

salk-P +y =2 -

Elevando os dois membros ao quadrado novamente, temos:
Ax—-+ayY =@ -o)=>
I -2+ +ayY =a'"-22x+ ¢ =
s - +ay=a'-ald>
= @-d+ay=a-)=
= b’ + a%y’ = a'D’

e, dividindo os dois membros da iqualdade por a’b’, resulta:

§,+{,:1

Equacao reduzida (II)

Analogamente, se a elipse apresenta A/A, C Oy e BB, C Ox, temos:

y
Al
£ 10, o)
Pix.y)
PF, + PF, = 2a
{x—0/ +y+ +dx -0y + (y— o = 2a B, 5 O
F 0, /0
A,

e, repetindo o raciocinio anterior, decorre novamente a equacao da elipse:

Yo
?+F—l

Fonte: lezzi et al (2016, p 91-92)

Posterior a esta primeira parte ilustrada, os autores propdem 2 (duas) ativida-
des exemplificadas e 10 (dez) propostas acerca do assunto ensinado até aqui, das
quais analisamos a seguir 1 (uma) questdo exemplo e 1 (uma) proposta. E importante
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ressaltar que as atividades exemplificadas ndo apresentam um comando especifico

sobre o tipo de tarefa a ser executada.

A seguir apresentaremos a questao exemplo referente a figura Coénica Elipse no
L1.

FIGURA 23: QUESTAO EXEMPLO (Q1) DE L1

L - & ]

- = .
Fonte: lezzi et al (2016, p.94)

Como as questdes exemplificadas em L1 possuiam tarefas similares, mudando
somente os valores, escolhemos o exemplo 1 para realizar a analise praxeoldgica. Ele
foi dado logo ap6s o autor destacar os principais elementos da Elipse, bem como
mostrar a equacao reduzida da mesma. Identificamos a partir da figura 23 a seguinte
analise praxeoldgica:

Tarefa 1 (1): Determinar a equacgéo da Elipse com centro na origem.

Tarefa 2 (1): Representar o gréafico da Elipse.
Técnica 1 (1): Reconhecer os principais elementos da Elipse e saber suasrela-
coes.

Técnica 2 (7): Utilizar a férmula do Teorema de Pitagoras A 2= B 2+ C 2
Técnica 3 (1): Substituir os valores a e b na formula da Elipse % + % =1

Tecnologia (6): Por meio do Teorema de Pitagoras foi possivel encontrar a medida
do semieixo menor e através da representacdo gréafica, observou-se dois aspectos: a
Elipse encontra-se com centro na origem e seu eixo maior pertence ao eixo das abs-

cissas. Portanto, foi possivel determinar a equacédo da Elipse

. . x?  y?
atraves da formula = + =
A B



Teoria (0): Algebra e Geometria Analitica.

Na figura seguinte, apresentaremos o exercicio proposto (P1) referente C6-
nica Elipse em L1

FIGURA 24: EXERCICIO PROPOSTO (P1) DE L1

=
5 “I-’+J'||l|'\i'| A Y AN -.--..u. e r» .:'-u .r-..v.'-. et r fl"ui"_ﬂ"' A A% ne la mA --.r. _,-| .;: A tam .l-f\. s
(Fos i il -\.nJ'nJLrll,.n.lLF wild T 11 LEL WICETT LJL-\. Wadda Ueiy LL.I 1|.\|,l | S = o LFLLI
C I
=
Il..l, £

Fonte: lezzi et al (2016, p.93)

FIGURA 25: RESOLUGAO DO EXERCICIO PROPOSTO (P1) DE L1

A seguir, apresentaremos na figura 25 a resolugcédo do exercicio proposto P1.

5 Ja que F1 (0— 2) tem x = 0, entdo lemos que F F, c 0,, JA qque BF ndio pode S&7 negativo, Substuindo o valor o
portanta ¢ = 2, entio bi=4, temos
at=hi=eli=d ai=d4 bt
almde b al=d+ 4
O ponio P (1, +/& ), substituiremos na equagio reduzida da ai=8
Elipse Fazends um sistema com as equagdes, Substituindio os valores de a° e b¥ na equagdo reduzida, temos:
w2 ol pemas:
=t o=l ¥ '
2 2 g
el - g 4
+ = —_——
\'I'F = I_'_'I at b
=3 b a =4+ i
1] 1 4
“_;"' ) =1 Serd resolvido pelo método da substituiclo
i L‘_| Subitituindd at;
i b h..l;:+.1+i1:=[ .1.+b::|h:
h.ll.l:+|.rl:_ l.al bt T-'JJ:'+.1=.1J';:+{_P_|-']-" .
ad.b? al.h? 3l 4= b3 1m0
6hlyal=plb?
E55a equadcio iremos resolvir por Soma & produto
-3 . !
S=——=3 bi ==
-1
b:_._=-1
Pe—=m =4 i
=1 |

Fonte: Autor

A escolha da questao ilustrada na figura 24 se deu pelo fato da mesma, a priori,
solicitar uma mesma tarefa exemplificada na questdo exemplo, portanto, buscou-se

agui compreender, por meio desta analise identificar se o nivel de conhecimento do
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aluno, necessario para resolver a questao proposta, se iguala aos conhecimentos exi-

gidos ao autor para resolver a questao exemplo (Q1).

Desse modo, como base na figura 25, identificamos a analise praxeoldgica abaixo:
Tarefa (r): Determinar a equacgao da Elipse com centro na origem.
Técnica 1 (1): Reconhecer os principais elementos da Elipse e saber suas relacdes

Técnica 2 (1): Utilizar a féormula do Teorema de Pitagoras A 2= B 2+ C2
Técnica 3 (17): Resolver sistemas lineares para encontrar os valores de a e b.

Técnica 4 (1): Resolver equacao Biquadrada por soma e produto.

Técnica 5 (7): Substituir os valores na formula da equacao reduzida da elipse % +

2

Y
5
Tecnologia (6): Através do Teorema de Pitdgoras e da substituicdo do ponto P na
equacao reduzida da Elipse, foi possivel chegar em um sistema linear. Utilizou-se ma-
nipulacdes algébricas para solucionar o sistema e resolver a equacao Biquadrada.

Sendo assim, chegou-se nos valores de #? « %e, por fim, substitui-los na férmula da

2

2
equacéo reduzida da elipse % + %

Teoria (0): Algebra e Geometria Analitica.

Ao fazer essa andlise, percebemos ambas as questdes exigem somente conhe-
cimentos da geometria analitica para se desenvolver. No entanto, apesar de ambas
as guestdes escolhidas tratarem de conhecimentos matematicos presentes na geo-
metria analitica, nota-se que néo foi exigido do aluno os mesmos niveis de dificuldade
dosconhecimentos acerca desta geometria, que foram exigidos na questdo exemplo
(Q1). Uma vez que, no exercicio exemplificado, ndo é cobrado o conhecimento de
resolucao de sistema linear, nem o conceito de equacao Biquadrada. Portanto, nota-
se um relevante diferenca entre o exemplo proposto pelos autores e o proposto (P1)
ao aluno, umavez que o segundo utiliza-se de outros conceitos matematicos ndo abor-
dados neste capitulo para a resolugdo da mesma, fato este, que de acordo com os
estudos aqui levantados por Jesus (2017) pode acarretar um entrave na aprendiza-
gem do discente.



ApoOs a investigacao realizada, foi possivel perceber que os autores de L1 priori-
zam a geometria sintética, na abordagem da conica elipse, pois utilizam-na em diver-
S0s momentos como: Ao introduzir o conceito da cbnica, nos aspectos de construcéo
ponto a ponto e no refor¢co de sua construcdo de forma intuitiva pelo método do fio
esticado, para enfatizar a construcdo de conceitos pertencentes a mesma, enquanto
fazem uso das ferramentas metodoldgicas presentes na geometria analitica para de-
senvolver as ideias pertencentes as equacdes reduzidas , presente na maioria dos

exercicios propostos aos alunos.
A sequir, realizaremos a investigacao acerca da conica Hipérbole em (L1)

4.1.2 ESTUDO DA HIPERBOLE

Assim como no estudo anterior, 0os autores inicialmente mostram ilustracdes de
objetos encontrados no cotidiano do discente que tenham o formato da Cdnica estu-
dada, como mostra a Figura 23. Em seguida, destaca caracteristicas matematicas
como: Conceito (figura 24), elementos (figura 25) e demonstra a equacgao reduzida da
hipérbole.

Figura 26: Representacao da figura Cénica hipérbole encontrada no cotidiano do aluno em (L1)

3 Hipérbole

VOO 4 Onve o1 QDservddo ©

Um aminente sour

Seus contormos 1Bm a forma da cOnica que passa

Fonte: lezzi et al. (2016, p.98)
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Apesar de iniciar seus estudos por meio da geometria sintética, ilustrando ob-
jetos e construcdes que tenham o formato conico da hipérbole, como ja havia feito na
figura anterior, foi possivel notar que, os autores de L1, abandonam a ideia de utilizar
0 método de kepler ou método do fio esticada para realizarem a abordagem inicial dos

elementos da figura cbnica hipérbole como mostra a ilustracdo da Figura 24.

No entanto, optam desta vez, por uma representacdo geomeétrica mais direta
cujo objetivo é fazer o aluno perceber que fixados dois pontos distintos,F1 e F2 de um
plano, a hipérbole pode ser definida como o conjunto de pontos desse plano cuja di-
ferenca, em médulo, das distancias de cada um deles até F1 e F2 seja um valor cons-
tante menor que a distancia existente entre F1F2, focando assim em uma desenvolvi-

mento mais algébrico caracteristico do geometria analitica descrita por Benito (2019).

Em seguida, os autores fazem a explanacao dos principais elementos de uma

hipérbole como é possivel ver na ilustracédo da Figura 27.

Figura 27: llustracéo dos conceitos matematicos da figura Conica hipérbole em (L1)

O que é hipérbole?
15 pon istintos F, e F., pent 1" ) a 2cadmt 3 ont les e O
| ) 10 7.F, Hipérbole ¢ 10 dor ntos de o J

(

Fonte: lezzi et al. (2016, p.98)

Figura 28: llustracdo dos elementos principais da figura Conica Hipérbole em (L1)



Elementos principais N\ /

F, eF,: focos
0O centro \ /
J— | J

AA eixo real ou transverso

. It 12 . G A F
2¢: distdnda focal, em que ¢ = OF, = OF, f 2 &
2a: medida do eixo real, em que a = QA, = 0A, / \

C /
= excentrcidade /
3 /

Fonte: lezzi et al. (2016, p.99)

Na sequécia, os autores de L1 descrevem a forma representativa da equacgao

reduzida da Hipérbole, em que apresentam, pela primeira vez, o conceito de eixo ima-

ginario aos seus estudantes, e ressaltam que o objetivo de tal “ferramenta” metodolo-

gica é identificar se o eixo real encontra-se na reta das ordenadas ou das abscissas

como mostra a Figura 26.

Figura 29: llustracdo da equacao reduzida da figura Cénica Hipérbole em I- (L1)
Equacao reduzida (I)

Tormemas um sistema camesiano ortogonal tal gue r_r,.. esteja contido no
cixo X e a reta perpendicular a esse segmento, passando por O ﬂpunt-:- médio
de m soja o eixo y. O eixo real & H e sua medida & 2a. Os focos sao os
pontos F(—c, 0 e Fy{c, 0).

F € hipérbole «» |PF, — PF,| = 2a

Fonte: lezzi et al (2016, p.99)
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Figura 30: llustracdo da equacéo reduzida da figura Cénica Hipérbole em (L1)

Chama-se equacao reduzida da hipérbole a equacao que o ponto genérico da hipérbole, P(x, y),
verifica.
Vamos deduzi-la:
|PF, — PF,| = 2a=>

2 Ax+ +ly-0 ~Nx—o +(y 0y = *2a

=yxt+t +y “dx-o +y *2a
Elevando os dois membros ao quadrado e desenvolvendo, temos:
xtPty=(x-F+y+tdalx-—o +y +4a’=

=4 —4a” = Haflx —F ty =

Sx—a = tallx— oty
Elevando os dois membros ao quadrado novamente, temos:
x—cf +ay=>
2,7

=X — 22 + a* = ¥ — 2a’x + 3 + Ay =

(ex — @ a’

— (Ll d))xl d)y) d)((} dl)

Chamando ¢ — a’ = b’ (observe que a < ¢ = < — a’ > 0), temos que:

b)x) d} yl dl bl

Dividindo membro a membro por a’b’, resulta na equacao reduzida da hipérbole:

SR

a b

Observe que, se x = 0, temos:
0¥ y 2 )
- 1= b
d/’ b/‘ bl y
Como b € R?, temos que y & R. Desse modo, ndo ha pontos em comum entre a hipérbole e o eixo y.
Os pontos B,(0, b) e B,(0, —b) ndo pertencem a hipérbole mas determinam o segmento B,B, de medida

2b, que é chamado eixo imaginario da hipérbole.

y

B,B,: eixo imaginario
B,B, = 2b: medida do eixo imaginario

Relacdo notavel: ¢ = a’ + b’

Fonte: lezzi et al (2016, p.100)

A partir dos conceitos apresentados, os autores devem explorar, novamente, a
ideia de representacao do triangulo retdngulo no sistema cartesiano e, assim, resulta

na aplicacdo do Teorema de Pitdgoras como ferramenta para evidenciar, a relacao



existente entre esses elementos para o desenvolvimento da equacao reduzida da Hi-
pérbole, caracterizando desta maneira, mais uma vez o uso dos conceitos da geome-

tria analitica como base de sua metodologia.

Na continuidade dos estudos das equacdes da hipérbole, os autores expdem a
respeito das retas assintotas, sobre as quais, eles esclarecem: Servem de suporte

para o calculo do coeficiente angular formado entre a referida reta e o eixo real.

Posto isso, foram expostas 2 questdes exemplos similares, cujo a tarefa deam-
bas consiste “representar a equacdo das assintotas" com centro na origem. Além
disso, foram estabelecidos 6 exercicios propostos com tarefas diversificadasacerca do
assunto tratado até aqui. Diante do exposto, escolhemos aqui uma questdo exemplo

€ um exercicio proposto para realizar a analise praxeologica.

A seguir (figura 31) apresentaremos a questado exemplo referente a Conica Hi-
pérbole em L1.

Figura 31: Questdo exemplo (Q3) de L

N\ 1 ¥4 e A
| .
\ P
. 7
N il 8 e
. 4 o
\\ i
o /7
N 7
N \1_,/
A /-";\\ [ x
X
e N
’ ’ \\\
2 Ve " \\
// \\
P N
e NS

Fonte: lezzi et al (2016, p.104)
Esse exercicio resolvido (figura 21) foi dado logo apds o autor destacar os prin-

cipais elementos da Hipérbole, chamando atencao do leitor para as assintotas,bem

como mostrar a equacao reduzida da figura conica em questdo. Como as duas
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guestdes propostas em L1 propunham a mesma tarefa, mudando apenas seus valo-

res, escolnemos Q3 para realizar a seguinte analise praxeologica:
Tarefa 1 (1): Determinar a equacao da Hipérbole com centro na origem.
Tarefa 2 (1): Representar o grafico da Hipérbole.

Tarefa 3 (1): Determinar a equacao das assintotas da Hipérbole.
Técnica 1 (1): Reconhecer os principais elementos da Hipérbole

Técnica 2 (1): Utilizar a formula do Teorema de Pitagoras C 2= A 2+ B 2Técnica 3 (1

):Colocar na forma da equacéao reduzida da hipérbole

Técnica 4 (7): Substituir os valores a e b na formula das assintotas da Hipérbole
2 x

A

Tecnologia (6): Por intermédio do Teorema de Pitagoras, foi possivel encontrar

Em seguida mostraremos (figura 32) o exercicio proposto P3 referente a fi-

gura cbnica Hipérbole no L1:

FIGURA 32: EXERcIicIO PROPOSTO (P3) DE L1

22 Determine as coordenadas dos focos da hipérbole
cuja equacao é 3x° — y* = 300.

Fonte: lezzi et al (2016, p.103)

Na figura 33, destacaremos a resolucéo do exercicio proposto P4, presenteem L1.



FIGURA 33: RESOLUGAO DO EXERcIiclo PROPOSTO (P3) DE L1

22-

3x2— y2=300 ( = 300)
.\': \':
- =1

100 300

Entao,
a=100 ¢ H2=300
Portanto, c é:

”

> -
c-=a~+ b-

=100+ 300
c2=400
c=20

Ja que a Hipérbole tem centro na origem e seu eixo real
encontra-se na abscissa, entdo os focos sao:

(—=20.0) ¢ ( 20,0)

Fonte: Autor

A guestdao ilustrada na figura 32, foi escolhida por se tratar de uma tarefa dife-
rente do que foi exposto inicialmente para o aluno na Questao Exemplo (Q3), a fim
de entender se somente com o conhecimento que foi ensinado ao aluno através
do livro didatico (L1) seria o suficiente para que o mesmo resolvesse oexercicio

proposto a ele.

Desse modo, como base na figura 33, identificamos a andlise praxeoldgica

abaixo:

Tarefa (7): Encontrar as coordenadas do foco da Hipérbole.

2 2
Técnica 1 (1): Colocar a equacéo da Hipérbole na sua forma reduzida % + % =1

Técnica 2 (1): Reconhecer os principais elementos da Hipérbole e saber suas rela-

coes.
Técnica 3 (1): Utilizar a formula do Teorema de Pitagoras C 2= A 2+ B 2
Técnica 4 (1): Realizar manipulacdes algébricas.

Técnica 5 (r): Utilizar as formas do Foco, do tipo: F1 (-c, 0) e F2 (c, 0).

Tecnologia (6): Mediante manipula¢cdes algébricas foi possivel chegar na equacgéo

reduzida da Hipérbole e, assim, determinar os semieixos. Posteriormente ao utilizar o
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Teorema de Pitagoras, obteve-se o valor da distanciaentre foco e centro. Dessa forma,

encontrou-se as coordenadas dos Focos.
Teoria(©):Geometria Analitica e Algebra

Ao fim desta analise realizada, foi possivel aferir que os autores de L1, no que
diz respeito a abordagem da cénica hipérbole, es-auteres utilizaram somente a geo-
metria analitica como ferramenta praxeolégica de abordagem para propor uma forma
de ensinar aos estudantes, 0s conceitos pertencentes a mesma, a geometria sintética
foi utilizada unicamente no inicio da abordagem e de maneira ilustrativa ao exemplifi-
car 0s objetos que se encontram no formato da figura cénica Hipérbole e na ilustracao

ponto a ponto.

Apés as andlises da questao proposta P3, percebemos que, apesar de seruma
tarefa diferente da exemplificada pelos autores, o nivel de conhecimento exigido ao
aluno esta de acordo com o que € ensinado, através do L1, para o0 mesmo. Uma vez
gue, tanto as questdes exemplificadas quanto aos exercicios propostos, apoiam se na
geometria analitica e apresentam o mesmo grau de dificuldade em relagéo aos con-

ceitos matematicos desta geometria, necessarios para a sua resolucao.

A sequir, realizaremos a investigacao acerca da conica Parabola em (L1)

4.1.3 ESTUDO DA PARABOLA

Assim como nas cOnicas anteriormente abordadas no livro didatico, os autores
iniciam os estudos desta conica por meio da ilustracdo de objetos encontrados no
cotidiano do discente, que tenham configuracfes conicas (Figuras 34 e 35), além de
destacarem também caracteristicas matematicas como: Conceitos (Figura 36), ele-
mentos (Figura 37) e, posteriormente, calculam a equacao reduzida da parabola, em
seguida finalizam a abordagem a esta figura conica, ao associar a Parabola com o

estudo de equacéo quadréatica.



Figura 34: Registros da figura Conica Parabola encontrada no cotidiano do aluno (I) em (L1).

[ parabola
A curva que descreve, por exemplo, o movimento de uma bala lancada por um canhdo é chamada
parabola.

O movimento com trajetona parabdlica ja era estudado por Galileu Galilei no século XVI. Observe abaixo
uma ilustracdo elaborada por esse centista.

Grinera que mostra traptonas panbael cas de balas de canhdo. O3 numeros, prdemas 2 cads pardbol. indcam 3 ncdnacha do canhdo
O gt A direcdo horlaoral

Fonte: lezzi et al. (2016, p. 106)

Figura 35: Registros da figura Conica Parébg_la_e(\_c_:grlt_rga_dg no cotidiano do aluno (I1) em L1

As fotes seguintes mostram cartbes-postas de duas cidades brasleras. Na primeira, vemos as fontes de
dgua do pargue do ibirapuera, ern Sio Paulo. Na segunda, a ponte Juscelino Kubitschek, em 8rasilia

2
¥
-
>

Lago 4o pargue do Ibapuera, S0 Fauo ISP, e 2012 Pomie heacsbng Kb tschedk Roaghs (D), em 2010

Fonte: lezzi et al. (2016, p. 107)

Figura 36: Representacédo dos conceitpg_ma_te_méti_cgs da figura Conica Parabola em L1

O que é parabola?

Dados um ponto F pertencente a um plano a ¢ uma reta d contida em d
a, com F € d, seja p a distincia entre o ponto Fe a reta d. Pardbola éo
conjunie dos pontos de a que #sido 4 mesma distinca de Fe de d

pardbola = (P € w | PF = PP}

Asgirm, Temos

Vi = Vv
PF = PP
OF =00
RF = RR

SF =55
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Fonte : lezzi et al. (2016, p.107)

Os autores apoiam-se, inicialmente, na geometria sintética para ilustrar ao leitor
que a Parabola é formada por um conjunto de pontos 0s quais equidistam a uma
mesma distancia de um ponto F e uma reta d. Portanto, nesse momento o autor faz
uso da geometria sintética como ferramenta para o ensino desses conceitos. Em se-

guida, eles nomeiam cada elemento ressaltado no grafico (Figura 37).

Figura 37: Descricao dos elementos principais da figura Coénica Parabola em L1

F: foco

d: diretniz

p: parametro
V: vertice

VF: eino de simetria (& a reta que passa por F e & perpendicular & diretriz)

Relacdo notavel: WF = % , pois WVF = WY

Fomnte: lezzi et al (2016, p.107)

A partir da relagéo existente entre os elementos, foi possivel identificar uma
relacdo notavel entre o vértice e o foco da pardbola com a medida do parametro, a
qual, em seguida, sera aplicada para determinar a equacao da reta diretriz d. Além
disso, a mesma relacéo torna-se fundamental no desenvolvimento da equacéo redu-

zida da parabola.

Diante do exposto, 0s autores, por meio da geometria analitica, apresentam ao
estudante e ao professor, o foco como elemento principal responsavel pela forma de

representacdo no sistema cartesiano. Destacando dois casos com vértice na origem:
1. Quando o foco pertence ao eixo das abscissas (x).
2. Quando o foco pertence ao eixo das ordenadas (y)

Em seguida, apresentam 2 questdes exemplos similares para representar visualmente

0s casos destacados anteriormente e suas respectivas analises praxeoldgicas.

Figura 38: Questdo Exemplo: Quando o foco pertence ao eixo das abscissas (x).



Fonte: lezzi et al. (2016, p.109)

Este exercicio resolvido foi dado logo apds o autor destacar a equacao re-
duzida da Hipérbole, bem como mostrar a equacao reduzida da figura Cbnica em
questao. Identificamos a partir da figura 38 a seguinte andlise praxeoldgica:

Tarefa 1 (17): Representar o grafico da Parabola.
Tarefa 2 (1): Determinar a equac¢do da Parabola com vértice na origem.
Técnica 1 (1): Reconhecer os principais elementos da Parabola e saber suasrelacdes

Técnica 2 (r): Utilizar a férmula de distancia entre dois pontos

V(X2 — X1)2 + (Y2 - Y1)?
Técnica 3 (1): Manipulacdes algébricas.

Tecnologia (6): A partir dos elementos apresentados inicialmente, pdde-se represen-
tar, graficamente, a Parabola. Por intermédio da férmula da distancia entre dois pon-
tos, com o auxilio de manipulacdes algébricas, foi possivel determinar a equacao re-

duzida da figura cbnica Parabola.

Teoria (©): Geometria Analitica e Algebra.

A seguir apresentaremos o exercicio Proposto referente a figura
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Conica Parabola no L1:

FIGURA 39: EXERcCIcIO PROPOSTO (P5) DE L1

29 Qual é a equacao da diretriz da parébola de equacdo 2x* — 7y = 0?

Fonte: lezzi et al (2016, p.109)

Na figura 23, apresentaremos a resolucao do exercicio proposto P5presente
em L1.

Figura 40: Resolugdo do Exercicio Proposto (P5) de L1

29- A diretriz € uma reta horizontal de
2v2— 7y =0 equacdo:
2x2=T7y i
2
o
X ==y 7
2 p—
4
Entdo y=<= 5
-
2/) = — V== l ; _l_
2 4 2
7 7
= - VS e
/ 1 3

Fonte: Autor

A questao ilustrada na figura 39, foi escolhida por se tratar de uma atividade di-
ferente do que foi exposto inicialmente para o aluno na questdo exemplo (Q5). De
modo a entender se somente com o conhecimento que foi ensinado ao aluno através

do livro didatico (L1) seria o suficiente para que o aluno resolvesse o exercicio pro-
posto a ele.

Portanto, como base na figura 40, identificamos a analise praxeoldgica abaixo:

Tarefa (r): Determinar a equacdao diretriz da Parabola.
Técnica 1 (7): Colocar a equacao da Parabola na forma reduzida @? = 2aa

Técnica 2 (r ): Reconhecer os principais elementos da Parabola e saber suas
relacdes.



Técnica 3 (17): Manipulacdes algébricas.

Técnica 4 (1): Utilizar a equacdo y = - g_ para determinar a equacao da diretriz.

Tecnologia (6): Por meio de manipulacdes algébricas foi possivel chegar na equagéo

reduzida da parabola e determinar o parametro “p”. Para ent&o substitui-bna equacao

da diretriz da parabola

Teoria (0): Algebra e Geometria Analitica.

Apesar da diferenca entre as tarefas solicitadas na questdo exemplo (Q5) e no
exercicio proposto (P5), o L1 permite ao aluno aquisi¢do de conhecimento da geome-
tria sintética suficiente para o desenvolvimento da atividade. Uma vez que a mesma

exige umembasamento tedrico presente no contetudo abordado até entdo.

Dando sequéncia aos estudos conceituais da Parabola, os autores abordam a
equacao reduzida dessa da pardbola com o seu vértice fora da origem. Assim como
a abordagem realizada na equacdo com o vértice na origem, 0s autores buscam
exemplificar os casos na intencdo de complementar a forma com que a parabola pode
ser representada graficamente e neste momento fazem uso do aplicativo de cunho
matematico Geogebra, com o intuito de chegar a forma algébrica da equacao desta
cOnica, caracterizando assim mais um vez, o uso da geometria analitica como forma
principal de apoio didatico no desenvolvimento cognitivo mateméatico abordado como

apresentamos na Figura 42
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Figura 41: Questdo Exemplo: Quando o vértice esta fora da origem

; R S < S
T., ......... T ; :
1 - - :
J T
e arabalas (111 V)¢ a bra
aim parabola T
R e e ——
€ -tue iyt
e fx-y=.19

Fonte: lezzi et al. (2016, p. 111)

Assim, apés esse exercicio resolvido, fizemos a analise praxeolégica abaixo

Tarefa 1 (7): Determinar a equacgdo da Parabola com vértice fora da origem.
Tarefa 2 (1): Representar o grafico da Parabola.

Técnica 1 (1): Reconhecer os principais elementos da Parabola e saber suas relacoes.

Técnica 2 (1): Utilizar a formula da equacéo reduzida da Parabola (z- aa)?
=2a(a- aa)
Técnica 3 (7): Representacédo grafica.

Tecnologia (6): Ao reconhecer os principais elementos da Parabola, utilizou-se da
formula da equacao reduzida para assim, determina-la. Posteriormente, fez uso do
software GeoGebra como apoio para a representacao grafica da referida figura conica.

Teoria (©): Geometria Analitica.

A seguir, apresentaremos o exercicio proposto (P6) de L1 referente a figura co-
nica Parabola.



Figura 42: Exercicio Proposto (P6) de L1

37 Obtenha a equacao da parabola cuja diretriz é
d: x = —2 e cujo foco é F(6, 0).

Fonte: lezzi et al (2016, p.112)

Posteriormente, mostraremos, na figura 43, a resolucdo do exerciciopro-

posto P6.

Figura 43: Resolucao do Exercicio Proposto (P6) de L1

37- A distancia entre o foco e diretriz & igual ao parametro,
entdo:

p=Fd=+[(6-(=2)) 24+ (0-0)

p=+/(6+2)°

-

p=+/8°
p=3

O vértice € o ponto médio da distdnciaentre o focoe a
diretriz, logo sua coordenada & (2,0)

Portanto, temos a equacao:
( y— _'r”) :=3.p(.1' - .1'”)

(y=0)?=2.8(x=2)

yi=16(x— 2)

Fonte: Autor

A Escolha da questéo ilustrada na figura 42, se deu pelo fato, a priori, de repre-
sentar a mesma tarefa exemplificada na Questdo exemplo (P6), a partir dai buscou-
se saber se 0 mesmo nivel de conhecimento exposto na questao exemplificada pelo
autor era suficiente para que o aluno conseguisse resolver a questao proposta a ele.

Desse modo, como base na figura 43, identificamos a analise praxeoldgica abaixo:

Tarefa (r): Determina a equacdo da Pardbola com vértice fora da origem.

Técnical (1): Reconhecer os principais elementos da Parabola e saber suas relacoes.

Técnica 2 (r): Utilizar a férmula da distancia entre dois pontos
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V(X2 - X1)2 + (Y2 — Y1)?
Técnica 3 (r): utilizar a formula da equacéo reduzida da Parabola (y — yo)? =
2. p(x = xo0)

Tecnologia (6): Por meio da formula de distancia entre dois pontos foi possivel
encontrar o valor do parametro p e, também, o vértice da Parabola. Dessa forma ao

substituir esses elementos pdde determinar a equacao da Parabola.

Teoria (0): Algebra e Geometria Analitica.

Assim, percebe-se que na questdo acima o veértice da Parabola ndo se encon-
trava na origem, o que a diferenciou da questdo exemplificada. Contudo, mesmo as-
sim, o aluno seria capaz de resolver o0 exercicio, pois 0s conhecimentos da geometria
analitica usados na questao exemplificada (Q6) sdo os mesmos que o aluno precisaria

pararesolver o exercicio proposto P6.

Por fim os autores, utilizam-se mais uma vez da geometria analitica e abordam
dois topicos, o primeiro intitulado “reconhecimento de uma Cénica pela equacgao’,
onde o autor buscar ilustrar, aos estudantes, a maneira algébrica que as equacdes de
cada cobnica estudada (elipse, pardbola e hipérbole) se estruturara, caso ela esteja
com seu eixo maior na vertical ou na horizontal no plano cartesiano. Para exemplificar,

mostraremos na Figura 44 a abordagem realizada na figura conica elipse.



Figura 44: Representacao do reconhecimento de uma conica pela equacéo

I Reconhecimento de uma cénica
pela equacao

Elipses

Comparemos as equacoes das elipses:

x—x)  —-y) y —y) | x—=x)°
a;::{G + b2 D) =1 a2 s bzxo — 1
(elipse com eixo maior horizontal) (elipse com eixo maior vertical)

Concluimos que:
uma equacao do 22 grau nas incégnitas X e y representa uma elipse com
eixo maior paralelo a Ox ou Oy se for redutivel a forma:
(x — x)? | y—vy,)
ki k,
sek, >k, k, = a’ ek, = b’, entdo o eixo maior é horizontal.

=1,comk, =0k, =0ek, #k,

sek, <k, k, = b’ ek, = a’, entdo o eixo maior & vertical.
(%, ¥,) € 0 centro da elipse.

Fonte: lezzi et al (2016, p 113)

J& o segundo topico, intitulado: “Intersecdo de Cbnicas “, tem o intuito de apro-
fundar os conhecimentos algébricos acerca das equacdes cbnicas, mostrando como
seria realizado os calculos algébricos caso as figuras venham a se encontrar em al-

gum ponto em comum das curvas no plano cartesiano, como ilustramos na Figura 45.

Figura 45: llustracédo da interse¢do de cbnicas

Interse¢des de conicas

£ regra geral na Geometria Analitica que, dadas duas curvas f(x, y) = 0 e g(x, y) = 0, a intersecdo delas
& o conjunto dos pontos que satisfazem o sistema:

fix, y) =0
alx, y) =0
Ja aplicamos esse conceito para achar a intersecao de duas retas, de uma reta e uma circunferéncia
e de duas circunferéncias. O mesmo conceito se aplica para obter a intersecao de uma reta e uma
conica, de duas cHnicas etc.

EXEMPLO 13

Vamos determinar os pontos comuns aretar x — y = 0 e a parabola iy = x°.
Para isso, devemos resolver o sistema de equacoes:

X=y 1
Yy = x 2
Substituindo (1 em (2, resulta:
¥
) ,-"lfl r
y=0=x=0
y=y =y —y=0= ou \ S
y=1=x=1 "\\ /"
. N /o
(0, 0) x

Assim, temos: r (A = {{0, 0), (1, 1)}.
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Fonte: lezzi et al (2016, p 118)

Desse modo, percebe-se por meio das ilustragdes da Figura 36, que o autor faz
uso, novamente, da geometria analitica em ambos 0s topicos como praxeologias ma-
tematicas e didaticas para o pleno desenvolvimento do aprofundamento dos conheci-

mentos algeébricos relacionados com a construcdo conceitual das conicas.

Diante da investigacao aqui realizada no livro “Matematica Ciéncia e aplica-
¢cdes”, notou-se a preocupacdo dos autores em desenvolver por meio da geometria
sintética, o primeiro contato do aluno com o conteudo de sec¢des Conicas recorrendo
a um apanhado histérico do corte que originou cada conica, bem como, a exemplifi-
cacao por meio da ilustracdo de objetos e monumentos arquiteténicos encontrados no

dia a dia dos discentes que possuiam formatos conicos.

Tal relacdo, também, € vista dos estudos desenvolvidos por Macena (2007), a
qual aponta que a importancia desse tipo de abordagem se da pelo fato do discente
conseguir perceber a aproximagdo da mateméatica com o seu cotidiano, além de mu-

dar a alusdo de uma disciplina engessada e inalcancavel.

No entanto, ha uma discrepancia no que se refere a abordagem conceitual
guanto a exemplificacdo do transito de cdnica para outra. Uma vez que a primeira
abordagem, inicia o ensino da elipse com o uso do método de Kepler. Os autores
utilizam-se das organizacfes matematicas da geometria sintética, para desenvolver
um pensamento algébrico acerca dos conceitos que circundam a conica estudada de
forma intuitiva e quando passam para o estudo das demais cénicas ( Hipérbole e Pa-
rabola), utilizam as organizacdes -da geometria sintética somente como suporte para
ilustragéo inicial de onde encontrar a conica estudada e passam a conceituar suas
caracteristicas com enfoque maior na parte algébrica, utilizando, desta vez, da geo-

metria analitica em ambas as conicas

A falta de linearidade no desenvolvimento dos conceitos pertencentes as coni-
cas podem ocasionar confusdes no entendimento do objeto mateméatico, bem como
um menor desempenho do aluno, uma vez que segundo Jesus (2017), a retomada de

ideias auxilia na eficacia da aprendizagem do discente. Assim, entendemos que a



auséncia dessa retomada pode dificultar a fluidez desse ensino e refletir diretamente

em seu desempenho acerca da tematica estudada.

No que tange as tarefas propostas e exemplificadas presentes em todo livro
didatico, foi possivel identificar uma notoria reducao de atividades ao longo do estudo
de cada conica -e uma predilecéo dos autores em priorizar, nas tarefas propostas aos
estudantes, os técnicas algébricas em detrimento das técnicas que fazem apelo a ge-
ometria, explorando, desta maneira mais a geometria analitica do que a sintética, uma
vez que as representacoes graficas das conicas séo ilustradas por meio de prints da
tela do aplicativo Geogebra, sem explorar os conhecimentos que podem ser notados

mediante essa construcao.

Tais situacdes séo identificadas ainda na investigacdo de Macena (2007), a
qgual aponta que os estudos deixados de serem exploradas causam lacunas no co-
nhecimento para o aluno, assim como na pesquisa de Siqueira (2016), o qual explica
que no estudo de cbnica, 0 que mais se observa € que 0 ensino geométrico sendo

esquecido, com énfase para perspectiva algébrica.

A seguir, iniciaremos explanacao do livro didatico (L2): Matemética Contexto e
Aplicacdes.

4.2 ANALISE NO LIVRO DIDATICO (L2): “MATEMATICA CONTEXTO E APLICA-
COES”

Ao analisarmos o conteudo explanado acerca das conicas no livro (L2), per-
cebe-se que, assim como em (L1), analisado anteriormente, o autor, preocupa-se em
abordar o assunto de conicas inicialmente de forma contextualizada com o cotidiano
do aluno, uma vez que ele inicia os estudos com um capitulo intitulado: “Reconhe-
cendo formas”, onde busca expor exemplos ilustrativos de situacdes e espacos fisicos
gue possuem formas conicas, presente no dia a dia dos discentes. Dando exemplo de
cada uma das Conicas que ainda serdo abordadas mais adiante no livro, como vemos

ja nas proximas secoes.
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4.2.1 ESTUDO DA PARABOLA

Figura 46: Introducédo dos conceitos de cénica em (L2)

. 1, Reconhecendo formas
nsideremaos as Segu ntes situagde

® Atrajetoria de um projétil em queda livre, é um arco de parabola

1 > -
i £ j
anetasdo § m em torno d m uma trajetorla cuja forma € uma elipse
o y N
o it L '
13 v .
=3 Cores fantasa J
* O grifico que relaciona pressio () ¢ volume (V) de um gas @ temperatura constante, » W
mo o da figura, € um ramo de hipérbole .
'
: v
'
]
p a hipérbole. Associe cada figu-
i
¢

Yoy
Ponte lwscslnn Kubitschek, om Brasilla Visty sevea do estinko do Maracand,
Fotogrefia de 2015, (Detathe) ro Hio de Jarwite. Folugrala de 2014

1o Moute (Ohie)

Fotogralie de 2012 ;
Fonte: Dante (2016, p.143)

ApoOs essa abordagem inicial conforme representado nas Figuras 46 e 47, onde
ocorre o reconhecimento ludico das cbnicas em ambito geral, o autor inicia o estudo
especifico da conica, denominada de Parabola, em que mostra, a origem do respec-
tivo objeto matematico por meio de ilustracdes geométricas dos cortes que deram ori-

gem a representacao do objeto estudado, o que caracteriza 0 uso da geometria sinte-

tica como recurso metodoldégico inicial.

Figura 47: Introducdo dos conceitos de cdnica em (L2)

« 2, Parabola
Origem

Vamos consaderar ur ne circular reto seccionado por um plano paralelo A geratr, como mostram as
wslracoes seguintes

EEEEN
l" A Iy" -
{ ,A/_\y

Nesse caso, dizemos gue fol obtida uma seccao conica chamada parabola

paradbols

Fonte: Dante (2016, p. 143)




Posteriormente, o autor busca conceituar a definicdo e os elementos da para-
bola (Figuras 48 e 49), por dois métodos. O primeiro, por meio da constru¢cdo geome-
trica de pontos no plano cartesiano e o segundo, ilustra a construgcéo da curva para-
bélica com o auxilio de réguas, e o conceito de pontos equidistantes. Por fim, o autor
destaca que a definicdo de parabola se da por meio do conceito de lugar geométrico
dos pontos do plano que distam igualmente de uma reta “d”, denominada de diretriz e
de um ponto fico “f’, ndo pertencente a diretriz, chamado de foco. Percebe-se aqui o
autor apoia-se na-geometria sintética para o desenvolvimento de conceitos acerca da

parabola.

Figura 48: Definicdo dos conceitos da cdnica pardbola | em (L2)

Definicao e elementos
]
Inicialmente consideremos, no plano do papel, uma reta d e um .l
ponto F gue ndo pertence a ela.
vd
d
[
Vamos marcar, agora, uma série de pontos que estao a uma
mesma distancia do ponto fixado F e da reta d. Na pratica, isso pode
ser feito com o auxilio de uma régua, um esquadro, lapis, alfinete e
barbante. Veja ao lado.
Mo Manual do Professor este procedimento esia detalhado.
Construindo o grafico ponto a ponto teremos:
i
= T T T PP PP P 3.1
I SR RIS SR i
L AR
A SRR 125
- f i E
T HEHHHEHEHS . SHHHHED
- N NS
- EE T 1 - £ 12845154124 12, {2t
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Fonte: Dante (2016, p 144)
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Figura 49: Definicdo dos conceitos da cbnica parabola Il em (L2)

Todo ponto da pardbola
A pardbola & o conjunto de todos os pontos do tem essa propriedade e

E Fore 1 AR todo ponto do plano que
plano que estdo a mesma distancia de Fed. nossui essa propriedade

pertence 3 paribola.
Ma figura devernos destacar:
o ponto F, foco da parabola;
a reta d, diretriz da parabola;
o ponto V, vértice da paribola (ponto médio de FD, distancia de F até d);
a reta que passa por F, perpendicular a diretriz d, que se chama eixo de simetria da parabola;
a medida de FD, parametro (2c) da parabola.

Assim, definimos que parabola é o lugar geométrico dos pontos do plano gque distam igualmente de
urmna reta fixa d, chamada diretriz, e de um ponlo fixo £, ndo pertencente a diretriz, chamado foco.

Fonte: Dante (2016, p 144)

Ao abordar a equacao da reta, o autor buscou descrever a lei de formacao da
Parabola separadamente em casos (1), (2), (3), (4), onde em cada caso, ele ilustra
geometricamente e algebricamente a forma com que a curva da parabola pode se
comportar, primeiro com seu vértice na origem, e depois, em um ponto qualquer (Fi-
guras 50 e 51).

Figura 50: Apresentacdo da equac¢do da parabola com vértice na origem e simetria em rela¢éo ao
eixo oX (1) em (L2)

Equacao da parabola Alembre o JWRs de qQue 0 grafics de uma

Eguacdo da pardbola com vértice na origem

A partir do foco (F) e da diretriz [d), podemos chegar 3 equacio da pardbola formada por todos os pontos
Pix, y) do plano tais que d(P, F) = d{P, d).
¥ caso: diretriz x ¢ & foco Fc, O

£ indic 2 dislincia de
oo ao v lice = &
sernpre posiliva

Lo, —cindic wm
ndenero negalhae,

o

dP.A) =dPO)= Jlx —cF +ly —0F =Jlx +e +ly —pF = (x—F+y'=(x+cf=
=X —dx+ gy /l;:.:m;'“_;f:q{x

Messe caso, ovértice estd na origem e a parabola & simétrica em relacdo ao eixo Ox, que & o eixo da pardbola.
O demais casos sao andlogos. Assim, temos:

Fonte: Dante (2016, p 144)



Figura 51: Apresentacdo da equacao da parabola com vértice na origem e simetria em relacao ao
eixo oX (Il) em (L2)

*caso d

3" caso

¥ caso

Fonte: Dante (2016, p.145)

Nota-se, que o autor parte dos conceitos geométricos somente para chegar a
equacdao da parabola que ele deseja ressaltar, fato caracteristico da geometria sinté-
tica. Além disso, observou-se a preocupacdo do autor em esclarecer conceitos que
possam nao ter sido compreendidos pelo aluno no decorrer da explicagdo, uma vez
gue 0 mesmo se utiliza da estratégia de espalhar pequenas notas em cor citrica, neste
caso a cor laranja, intitulada “Fique atento!”, na qual faz pequenos comentarios con-

ceituais de forma complementar ao que esta sendo ensinado.

Apés a ilustracdo das diversas formas que a lei de formacdo da equacéo da
pardbola com centro na origem pode ser representada, o autor ilustra trés (3) exerci-
cios resolvidos, nos quais, em cada exercicio aborda-se questdes diferentesacerca da

Parabola como: Determinar a equacao da parabola, dado os valores dofoco e da
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diretriz da mesma; Determinar elementos como o foco e a diretriz, dadoa equacao da

pardbola e esbocar o grafico da parabola, dada uma determinada equacao.

A seguir, na figura 43, apresentaremos o exercicio resolvido (R1) de L2

FIGURA 52: EXERCIicIO RESOLVIDO (R1) DE L2

W

Esboce os graficos das parabolas de equacao

a) y° 4 ] X b) ‘,“‘ 4x = 4 1x

Resolugao:

Fonte: Dante (2016, p. 146)

Portanto, realizamos para tal exercicio a seguinte analise praxeolégica:

Tarefa (1): Representar o grafico da Parabola.
Técnica 1 (1): Reconhecer os principais elementos da pardbola e saber suas
relacoes.
Técnica 2 (r ): Reescrever a equacdo dada na forma geral da equacdo da
parabola.
Técnica 3 (r): Manipulac6es algébricas.
Tecnologia (68): Mediante a equacao reduzida da Parabola, com auxilio demanipu-
lacBes algébricas, foi possivel tragcar a representacdo da figura conica parabola
Teoria (0): Algebra e Geometria Analitica.

Na sequéncia, é solicitado aos alunos dois exercicios propostos, compostos de
4 atividades que vao de (a a d) cada. Embora os dois exercicios apresentem o0 mesmo
comando para todas as suas respectivas alternativas, o autor buscou trabalhar em
ambos, a maioria dos conceitos ensinados até aqui, uma vez que apresenta uma di-

versificacdo de casos presentes em cada alternativa.



Na primeira, cujo comando é “Determine a equacao da parabola de foco Fe
diretriz D nos seguintes casos:”. O autor buscou colocar entre as alternativas, casos
variados quanto a simetria da parabola diante dos eixos das abscisas e dasordenadas,
partindo dos valores que compdem a pardbola para encontrar a equacao da referida
figura conica. Ja na segunda atividade, de comando “Determine o foco, o vértice e a
diretriz da parabola a partir das equacfes” observa-se a mesma preocupacao em re-
lacdo a diversificar os casos quanto a simetria da parabola, colocando desta vez o
caminho inverso do proposto na atividade 1, uma vez que o aluno partira das equa-
cOes dispostas em cada alternativa para encontrar os elementos solicitados no co-
mando da questdo. Em ambos os exercicios o autor teve o cuidado de selecionar

casos que possuiam sempre o vértice na origem, como mostra a figura abaixo:

Figura 53: Exercicio Proposto (P1) de (L2)

Determine a equacad da parabola de foco F e diretniz £. Determine o foco, o vertice e a diretriz da parabola
d mos seguintes casos a partir das equacdes
1 §

3l H9. Qe d: x L] ¢} FIO. fled:y 7 a ¥ JEX L x 'l.'_,

HO, ~bledy=6 d) -5 0)ed-x=5% b x 4y d) v 16

Fonte: Dante (2016, p. 146)

Percebe-se, no entanto que apesar do autor exemplificar por meio dos exerci-
cios resolvidos, cada atividade que seria proposta aos alunos adiante, nota-se o es-
quecimento de propor aos discentes a atividade relacionada a geometria sintética ao
esboco de graficos, uma vez que esta, torna-se a Unica tarefa exemplificada anteri-
ormenteque ndo é solicitada aos mesmos nos exercicios propostos. Diante do ex-
posto, e com a auséncia de uma atividade grafica, escolhemos resolver o exercicio pro-

posto 1) letra “a” de P1 e realizar sua analise praxeologica.
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FIGURA 54: RESOLUGAO DO EXERCIiCIO PROPOSTO P1 DE L2

1-3) Pelo grafico, percebe-se que a Pardbola é dotipo
yv* = 4¢x, logo, precisamos do valor de 2c, entao:

d(F,d) = 2c = 1'{9—(—9]]‘?{0—03-‘

2c = 4182

Zc =18

Assim, temos a sequinte equagao:
¥ =dex

¥ =218x

y? =36z

Fonte: Autores

Tarefa (17): Determinar a equacéo da Parabola com vértice na origem.

Técnica 1 (1): Reconhecer os principais elementos da pardbola e saber suas

relacdes.

Técnica 2 (1): Utilizar o] conhecimento de distancia entre
doispontos V(X2 — X1)2 + (Y2 — Y1)?

Técnica 3 (1): Aplicar a formula da equacéo reduzida da Parabola & = 4cx

Tecnologia (6): Com o auxilio da construcéo grafica e da utilizacdo da formula dadis-
tancia entre dois pontos, para encontrar a medida do parametro 2c, foi possiveldeter-

minar a equacéo da figura conica Parabola.

Teoria (0): Geometria Analitica e Algebra.

Apoés a analise dos exercicios resolvidos e propostos, percebemos que, apesar
da diferenca de tarefas escolhidas por nés, os autores se preocuparam em dispor ativi-
dades propostas que apresentassem as mesmas tarefas ilustradas, por eles, nos exer-
cicios resolvidos. Sendo assim, observou-se que o conhecimento matematico da
geometria analitica necessario para a resolucdo de P1 estava de acordo com

0 saber exigido nas atividades resolvidas pelos autores.

O autor prossegue o conteudo de conicas exemplificando as equagdes da para-
bola cuja representacéo tem seu vértice em um ponto qualquer e para tal, utiliza-se

dos preceitos da geometria analitica, como praxeologias matematicas e didaticas para



o desenvolvimento pois, nesse momento as representacdes algébricas passam a ser
seu principal objetivo de ensino a ser transmitido. E utiliza-se da geometria sintética

somente como recurso visual para que o estudante consiga observar o tracado da

curva em estudo como mostra a figura a seguir:

Figura 55: Representagfes algébricas e geométricas da equacgéo da pardbola com vértice fora da ori-
gem (I) em (L2)

Equacdo da parabola com vértice em um ponto qualquer @ S
poiona
Wamos determinar a equacao da pariabola que tern como diretriz a reta de equacao x 4 e como
foco o ponto A6, 2):

X 4

; i ¥
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III

dy

Messe caso, o vértice & o ponto médio do segmento de reta FD, no qual A6, 2) e D{—4, 2}

-4 2420
v[—.—|_>v[1.z]
2 2

Pela distincia de V até F encontramos o valor de ¢
N =37 . =
c=Jlb—W+2-2 =5

Os pontos Alx, ) da parabola sao tais que d(F, F) = d{F, Q), em que O{—4, ¥):

P F) = dlP, Q) = Jix —6F +(y — 2 = Jx + 47 +{y— yF =
S x—Bf (- =+ A= (-2 =(x+4— (x— 6
2 FBx+16— x +12x—36=20x — 20 = (y — 2 = 20(x — 1)

Observemos que na equacao obtida aparecem as coordenadas do vértice x, = 1e y, = 2 e também
ovalorc = 5:

Wy—2F=20(x—1)
Vo= I ¥ - -y
4.5
c

Reciprocamente, a partir da equacdo da pardbola (y — 2 = 20ix — 1), podemos chegar ao vértice e ao
valor de ¢ {distandia de V a F ou de V 3 diretriz d) e, dai, ao foco e a diretriz-

F—2F=200x—1)=4-5x—1)

em que V{1, Zjec =5

Fonte: Dante (2016, p 147)

Apesar de ter dado, inicialmente, uma importancia maior a parte algébrica no
desenvolvimento da equacao da parabola, o autor ressalta o estudo das diferentes

representacdes da parabola de acordo com cada tipo de equacao (Figura 56).
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Figura 56: Apresentacdo da equacao da parabola com vértice na origem e simetria em relacao ao
eixo oX (Il) em (L2)

Vija 05 casos possiveds:

=’ = 4elx — ) (= = —4clx — x)
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Fonte: Dante (2016, p 148)

Portanto, nota-se que ao abordar a parabola, o autor promove um equilibrio
acerca da geometria utilizada para os desenvolvimentos dos conceitos que circundam
tal objeto matematica, uma vez que inicia seus estudos com a geometria sintética e
neste momento, utiliza-se da geometria analitica em conjunto com a sintética, salien-

tando mais a sintética desta vez, para complementar o que ja foi explanado.

Em seguida apresenta trés exercicios resolvidos, dos quais todos propdema
mesma tarefa: "encontre as equacdes da parabola, da diretriz e as coordenadasde
seus elementos (vértice e foco)”, com modificacbes somente dos valores pertencentes
a cada uma. Por esse motivo, dentre tais exercicios, escolhemos o exercicio resolvido
(R2) parailustrar o passo a passo sugerido pelo autor no intuitode se resolver questdes

com vértice fora da origem, como mostra a figura a seguir:



FIGURA 57: EXERCIiCIO RESOLVIDO (R2) DE L2

Exercicios resolvidos

4. Determine a equacao e as coordenadas do vértice da parabola que tem foco no ponto F(1, 5) e a reta diretriz de
equacao y 3
Resolucdo:
Os dados do problema permitem fazer um esboco do grafico e, assim, identificar o tipo da equacao
RLS
\ A
\
NV,
—
- — —~ - ) 3
" 3)

X Xy)* y y
O vértice e o ponto medio de FD. Entao

141 €3

! 3) Vil

o3 >
Pela distancia de V a Fencontramos o valorde ¢

- | ol C n: _ o 1 "
C Vil l 2 1] VU 16 “

Podemos escrever agora a equacao procurada
X—x)' =4y W= -"1)=4-4y-N)=2x-1) =16y
Logo, aequacaoé(x ~ 1} =16(y - e V(1,1

Fonte: Dante (2016, p. 148)

A seguir, apresentaremos a andlise praxeologica do exercicio resolvido

Tarefa 1 (1): Determinar a equacéo da Parabola com vértice fora da origem.

Tarefa 2 (17): Encontrar a coordenada do vértice.

Técnica 1 (1): Reconhecer os principais elementos da pardbola e saber suas

relacdes.

Técnica 2 (1): Esbocar graficamente a Pardbola para determinar quais dos casospos-

siveis refere-se a esta figura conica.

Técnica 3 (1): Utilizar o conhecimento de distancia entre dois pontos

VX2 = X1)7+ (Y2 - Y1)?

Técnica 4 (r): Aplicar a formula da equacéao reduzida da Parabola (¢ - a2)? = 4c(y -

yv)

Tecnologia (6): Com o auxilio da construcéo grafica, foi possivel encontrar a coorde-
nada do vértice. E com a utilizacdo da férmula da distancia entre dois pontos, para
encontrar a medida do parametro 2c, foi possivel determinar a equacao da figura c6-

nica Parabola.
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Teoria (0): Geometria, Algebra e Geometria Analitica.

Observa-se no passo a passo da questao resolvida, no que diz respeito a parte
gréfica da parabola, que apesar do autor ter dado uma grande énfase conceitual em
tal aspecto matematico anteriormente, o mesmo so € utilizado comoum apoio orienta-
dor quanto ao tipo de equacdo que sera encontrada posteriormente. Consideramos

assim, que tal aspecto revela uma preferéncia pela abordagem da geometria analitica.

Na sequéncia o autor disponibilizou aos alunos quatro exercicios propostos,
dos quais dois consistem em encontrar a equacao da parabola dado ovalor de seus
elementos como (vértice e foco); um outro com o objetivo de encontrar aspectos como:
as coordenadas do vértice e do foco, a equacéo da retadiretriz e a equacédo do eixo de
simetria da pardbola dada uma determinada equacdo. O que revela a utilizacdo da

geometria analitica como predile¢cao nas propostas dos exercicios mais uma vez.

FIGURA 58: EXERCICIO PROPOSTO (P2) DE L2

&. A parabola de equacaox” — 6x + y + 8 = O inter-
- i 4

" - N ’ ~ prgny A C sAidA VA w .
S€LLd O EIX0 X ']\Jb '—j;/"" WOSAED ):' UV YV ver LILC

da parabola, determine a area do triangulo VAB

Fonte: Dante (2016, p. 149)

A seguir, apresentaremos na figura 59 a resolucéo do exercicio proposto P2.



Figura 59: Resolucao do Exercicio Proposto (P2) de L2

4= Primeiro, iremos isolar o &y Graficamente, 1emos:
yi—Gr+y+8=0
Y= =x*kbx=8

Assim, pode-se utilizar a Formula de Bhaskara para
determinar o5 zeros da fungio,

b+ Vb = dac

2

r m

. —6 & 65 — & (—1).(-8)
L.(-1) 642
X = =y = 2
0 & 36 =32 642 -2
vl 3 = X = - '\-\\k. . 6=1 .
¥ = ——— = x" =4  Dessa forma, a coordenada do vértice & (3, 1). Assim, a
) area do tridngulo VAR &
Para determinar os vértices da Parabola, temos que 21
transformar a equagdo para a sua forma reduzida, assim: = 7 !

1 —gx+B=—y
x=-3F-1 ¥

(-3 =—y+1

(x-3)° (¥ — 1)

Fonte: Autores

Escolhemos o exercicio proposto (P2), por se tratar de um problema matema-
tico que envolve uma interpretacdo diferenciada, por parte do aluno, j& que 0 mesmo
se utiliza de duas linguagens matematicas (geometria analitica e geometria plana)
para sua resolucdo. Portanto, a partir da figura 59 identificamosa seguinte analise

praxeolégica:

Tarefa (r): Encontrar a coordenada do vértice.
Técnica 1 (r): Manipulac6es algébricas.

—-b+Vb2-4ac

2a

Técnica 2 (1): Utilizar a féormula de Bhaskara x =
Técnica 3 (r): Transformar a equacéo para a forma reduzida.

- - . , n h
Técnica 4 (r): Utilizar a férmula da area de um triangulo qualqueraz = aT

Tecnologia (68): Por meio de manipulagfes algébricas paraisolar o valor de y parapos-
teriormente encontrar os zeros da funcéo quadratica. Em seguida, foi possivelencon-
trar a coordenada do veértice e com o auxilio da construgéo grafica juntamente com a

férmula da area de um triangulo qualquer, determinou-se a areado triangulo VAB.

Teoria (0): Algebra, Geometria Analitica e Geometria Plana.
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Ao realizar a andlise praxeologica da questdo proposta P2 observa-se que
ocorre 0 uso de mais duas linguagens matematicas, além da geometria analitica, as

quais sao: algebra econceitos da geometria plana.

Dessa forma, ao fim das analises das questdes resolvidas e propostas, o autor
prop6és uma variedade de tarefas, que apresentam sempre conceito da geometria ana-
litica. Contudo, percebemos que a tarefa “Representar o grafico da Parabola”, cujo co-
nhecimentos advém da geometria sintéticasoé foi solicitada uma vez no exercicio re-
solvido. Em relacdo ao rigor matematico exigido pelas questdes propostas, nota-se

que se manteve proporcional ao longo de toda abordagem da figura cénica Parabola.

A seguir analisaremos a figura conica Elipse em L(2)

4.2.2 ESTUDO DA ELIPSE

O autor introduz o assunto de elipse, da mesma forma que a parabola, ilus-
trando a sua origem por meio das secc¢des Conicas, fazendo apelo geometria sintética.
Novamente, utiliza-se das notas em cor citrica, para chamar atencéo do aluno, para o
fato de que esta secc¢éo néo deve ocorrer de forma paralela ao plano da base, uma
vez que, caso isso ocorra a figura formada serd uma outra seccdo cénica chamada

de circunferéncia (Figura 60).

Figura 60: Representacdo geométrica da origem da elipse em (L2)

==
r

L

Origem

Vamos considerar um cone circular reto.

Utilizando um plano inclinado em relacio ao eixo e que intersecte todas as geratrizes do cone, faremos
um corte como maostram os desenhos seguintes:

bxase, olderemos
epue Larnbéen & wma

Messe caso, a seccao conica obtida é chamada elipse:

elipse
Fonte: Dante (2016, p 150)




Em seguida, o autor ilustra geometricamente por meio do método de Kepler,
presente na geometria sintética, a construcao intuitiva de que a distancia de um ponto
qualquer até dois pontos fixos denominados de F1F2 terdo sempre o mesmo valor
quando somados. Além disso, expande tal conhecimento, para o fato de que qualquer

ponto que atenda tais condicdes pertencera a Elipse como mostra a Figura 61

Figura 61: Definicdo e elementos da Elipse(l) em (L2)

Definicao e elementos
Consideremos, inicialmente, no plano do papel, dois pontos fixos, £ e F,, tais que a distancia entre eles

seja e

i3
——

# ®
r F
E]

Imagine que vamos marcar uma série de pontos tais que a soma de suas distancias aos pontos fixos F
& I3 seja sempre constante @ maior do que 2. Ma pratica, isso pode ser feito com o auxilio de um lapis, dois
alfinetes e barbante. Veja:

Mar I

Mo de=ent
Lerrn

Construindo o grafico ponto a ponto téremaos:
AR, + AR =BF, + B, = (R + CF, = . =JR + JF; = . = LR, # LF; = .. = }a [constante}, sendo 2a > 2c.

Fonte: Dante (2016, p 150)

A partir da caracterizacao da Elipse como sendo o conjunto de todos os pontos
tais que a soma dessas distancias até os pontos fixos deve permanecer constantes,
o autor de L2 define ndo sé os elementos pertencentes a Elipse, como também o
conceito de lugar geométrico por meio dos recursos metodologicos oferecidos pela

geometria sintética.

Juntamente com as caracteriza¢des dos elementos ditos, Dante (2016) preo-
cupa-se em informar as alteracdes geométricas que a excentricidade causa na conica
e destacar como observagéo a importancia do teorema de Pitagoras para a determi-

nacao de seus elementos como mostra a Figura 47.
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Figura 62:; Definicao e elementos da Elipse (Il) em (L2)

A elipse é o conjunto de todos os ponitos do plano que satisfazem essa propriedade.

8
-
e - ",
L 4 b A ™
| ALl -1 ) A
1 —
r T o —, "
'!‘\' \ s
e
Vals¥) -

Assim, definimos que elipse & o lugar geométrico dos pontos
de um plano tais que a soma de suas distancias a dois pontos fixos,
F e Fz, denominados fooos, seja constante.

Ma figura acima, temos:
Fe F; sao os focos da elipse e a distandia entre eles é a distancia focal (2c);

AA, éoeixo maior da elipse e sua medida € a soma que consta da definicao (2a);
BB, & o eixo menor da elipse cuja medida & 2b;
O é o centro da elipse (interseccio dos eixos da elipse e ponto médio de [[f,, AA, e BE,);

. C )
ondmero e = — chama-se excentricidade da elipse (0 < e < 1).

A excenlricicisle indicy quanlo a elipse

Observacoes: ;
- == aproxim de uwm segmenlo de relaow
¥ E..r, = (A, I-"‘E'i::l ambos tém medida a. e wma circunler@ncia, oonlonme seu
a : . 2 ; o virhor se aprowire de 1 ow de 0,
2] No ABOF; podemos notar que b° + ¢ = o Essa relacao & fun- resperlivamenl e,

damental na determinacao dos elementos da elipse.

Fonte: Dante (2016, p 151)

Passado esse primeiro momento de introducdo ao conceito e aos elementos
da elipse, 0 autor apoia-se somente nos conceitos geométricos, presentes na geome-
tria sintética para dar continuidade no ensino, ao abordar, sem apresentar qualquer
calculo, a representacéo grafica que da origem a relacéo algébrica presente nos pon-
tos de foco da elipse que equidistam- se no plano cartesiano conforme representado

na Figura 48.



Figura 63: Representacdo geométrica da equacao da elipse com centro na origem (I) em (L2)

Equacao da elipse
Vamos inicialmente considerar a elipse com as extremidades do eixo maior nos pontos 4(—a, 0) e Az(a, 0],

do eixo menor erm B0, b) e B;(0, —b) e, consequentemente, o centro em O{0, 0).

¥
B0, b}
P
/ —~ . Flx. ]
/ ' L
# - n L ra z
Afl-a0)} Fji—«,0) o Fie, 0 }I,L-._;:u. o) £
\xﬁ__ _,,-/
a0, -4} i

Consideremos um ponto Plx, ¥) qualquer da curva.

Pela definicao observamos que:

am

P+ Pl = AR+ A = Ay = 2a

Fonte: Dante (2016, p 151)

A partir da relacdo destacada pelo autor na Figura 48, o autor apresenta a
equacao da elipse sem desenvolver os célculos algébricos, caracteristico do uso me-
todoldgico por meio da geometria sintética. O autor, ressalta ainda que ha uma grande
guantidade de calculos por tras da equacéo reduzida da elipse, mas que esses calcu-

los ndo serdo tratados neste capitulo. Estes fatos estdo destacados na Figura 49

Figura 64: Representagdo geométrica da equacéo reduzida da elipse com centro na origem (ll) em
(L2)

[ai, temaos:

T " )
Ph+Ph=2a=lx —cf +{y—0F + Jix +cf +y—0F =2q

A partir dessa igualdade, desenvolve-se uma grande quantidade de caloulos que omitirermos neste livro.

Efetuados todos os calculos, chega-se em:

M la eq du da ehpse Wianual do Professor . - .
A revi procs @ vevcdsdeira:

2 1

x ¥
: o eqpuakies da lorma —5 + =45
X ¥ ] U P =
,:|: [T %, 0L S, apenss os ponlos
L0

1 coma # B,

Liarm el

=l salis

rep
e

ur LOETTH B B

em gue g = Od; = 0d,, ¢ = OF, = OF; e btal que &* = ¢ — ¢*. [ssa equacao ¢ denominada equacio reduzida

da elipse de focos no eixo Ox e centro na ongem.

Fonte: Dante (2016, p 151)

Dando continuidade aos estudos da elipse, o autor destacas como a figura a
fica estruturada, de forma grafica e algébrica, quando esta com seu eixo na origem ou
fora dela. O mesmo faz a representacao grafica, em quatro graficos distintos, além de
ilustrar como seriam as equacdes gerais — lei de formacé&o-, de cada Elipse represen-

tada no sistema cartesiano como vemos nas Figuras 65, 66 e 67.
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Figura 65: Representacgéo algébrica e geométrica da equacao da elipse com centro na origem (ll) em
(L2)

Vejamos agora:

b T pEag

a0}

Barm

5e 0s focos da elipse estao sobre o eixo Oy e o centro na origem, conforme a figura, a equacao reduzida
da elipse é dada por:

Fonte: Dante (2016, p 152)

Figura 66: Representacéo algébrica e geométrica da equacéo da elipse com centro fora da origem (1)
em (L2)
Analogamente, chegamos s equacoes da elipse com centro qualquer. Assim, temaos as seguintes equacoes,

considerando o centro um ponto qualquer, Ok, po). € 0s eixos paralelos aos eixos x ey
¥ f',_.l' ¢ paralelo ao eixo x, a = 04, b= OB e a = b

¥
G 3
/_,f i :
i
f Q«K}"\l f
A o o LY :
\' i 3

]
g,

Fonte: Dante (2016, p 152)



Figura 67: Representacao algébrica e geométrica da equacao da elipse com centro fora da origem (l1)
em (L2)

) F & paralelo ao eixo y, g = Oy, b= Oy e a = b,

Fonte: Dante (2016, p 152)

Por conseguinte, o autor apresenta 7 (sete) exercicios resolvidos e 13 (treze)
exercicios propostos, constituidos por tarefas diversificadas em ambos. Sendo assim,
escolhemos para analise, um exercicio resolvido e um proposto. Apresentaremos a

seguir o exercicio resolvido (R3), como indicado na figura 68 a seguir:
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FIGURA 68: EXERCIiCIO RESOLVIDO (R3) DE L2

Resolugdo

Observagao

Fonte: Dante (2016, p. 154 - 155)

Desse modo, identificamos a seguinte anélise praxeolégica:
Tarefa 1 (r): determinar a excentricidade.
Tarefa 2 (r): Determinar o gréafico da Elipse.

Técnica 1 (r): Reconhecer os principais elementos da Elipse e saber suasrelacoes.
Técnica 2 (r): Teorema de Pitagoras &2 = &® + &

Técnica 3 (r): Manipulacdes algébricas.

Técnica 4 (r): Utilizar a formula da excentricidade E= g

Tecnologia (8): Por meio do reconhecimento dos elementos principais presentesna
equacao reduzida da Elipse, foi possivel chegar no Teorema de Pitagoras e, assim,
encontrar a excentricidade. Utilizou-se a equacao para determinar pontos presentes

na referida figura conica para posteriormente construir o gréfico.



Teoria (0): Algebra e Geometria Analitica

Posteriormente aos exercicios resolvidos, tém-se os exercicios propostos pelo

autor. Assim, temos na figura 69 o exercicio proposto P3

FIGURA 69: EXERCIiCIO PROPOSTO P3 DE L2

17.

(FGV-SP) Dada a elipse de equacao
9x* + 16y* — 144 = 0, quais sao as coordenadas de
seus focos?

Fonte: Dante (2016, p.156)

Em seguida, apresentaremos a resolucdo desse exercicio escolhido para ana-

lise

FIGURA 70: RESOLUCAO DO EXERCIiCIO PROPOSTO P3 DE L2

17- Faz-se necessario, transformar a equagdo na sua forma

reduzida, logo:

Dessa forma, parcebe-se que 3 Elipse se encontra com centro na _
Origem e seu 2o maior estd na abscissa. Portanto: J

i=16el’ =9

Usando o Teorema de Pitagoras, temos:

al=h gl
0x% + 16y° — 144 =0 .
16=04¢t
0x? 4 16y° = 144 .
16=-9=¢°
9.r*‘+15_1-’_144 i
144 144 144 -¢
2 P Vi=¢
— =1
169

Assim, 05 focos sdo

Fonte: Autores

Escolhemos esse exercicio proposto (P3) por ser um problema diferente, pois,

percebemos que ele apresentava uma equacgao que nao estava em sua forma redu-

zida. Alem disso, o autor identifica a questdo como uma atividade

Tarefa (r): Encontrar as coordenadas dos focos da Elipse.

2 2
Técnica 1 (r): Colocar a equacéo da Elipse na sua forma reduzida> + <
A B

Técnica 2 (1): Realizar manipulacdes algébricas.
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Técnica 3 (7): Reconhecer os principais elementos da Hipérbole e saber suas rela-

coes.
Técnica 4 (1): Utilizar a férmula do Teorema de Pitdgoras a2=b 2+ c 2

Técnica 5 (1): Utilizar as formas do Foco, do tipo: F1 (c, 0) e F2 (-c, 0).

Tecnologia (6): Mediante manipulacfes algébricas foi possivel chegar na equacgéo
reduzida da Elipse e, assim, determinar os semieixos. Posteriormente, ao utilizar o
Teorema de Pitdgoras, obteve-se o valor da distancia entre foco e centro. Dessa

forma, encontrou-se as coordenadas dos Focos.

Teoria (0): Algebra e Geometria Analitica.

ApGs andlise praxeologicas das atividades vistas acima, notou-se que, embora
as tarefas solicitadas fossem diferentes, ambas abordam conceitos da geometria ana-
litica e o grau de dificuldade encontra- se similar. Portanto, torna-se possivel ao aluno
resolver as atividades propostas somente com o auxilio dos conhecimentos aborda-

dos em L2.

Para finalizar os estudos desta conica, o autor explana a utilizagéo do software
Geogebra para construgdo grafica das curvas que representam a elipse e a parabola
gue foram estudadas até esse momento. O autor de L2 preocupa-se em explicar
passo a passo de como fazer uso do software como ferramenta auxiliadora na cons-

trucdo gréfica.

O uso de tal metodologia € uma alternativa a-escolha da geometria sintética
como base norteadora destes conhecimentos até aqui. Segundo Oliveira (2011), tal
abordagem é de fundamental importancia para que desperte a exploracdo do pensa-
mento geométrico no aluno. Além disso, esse autor juntamente com Siqueira (2016)

apontam as vantagens em utilizar a tecnologia para o ensino de-conicas.

Ao realizar a analise da elipse, percebe-se que o autor se utilizou sempre dos
meétodos dispostos pela geometria sintética para explanar os conceitos acerca da re-
ferida conica, uma vez que utilizou métodos como: cortes conicos como desenvolvi-
mento inicial e a didatica do fio esticado para destacar os elementos presentes na
Elipse bem como as equacbes que descrevem as diferentes representacdes dessas

cOnicas no plano cartesiano sem desenvolver nenhum célculo geométrico.



A seguir, realizamos a analise acerca da abordagem da Hipérbole.

4.2.3 ESTUDO DA HIPERBOLE

Assim, como as demais conicas abordadas no livro didatico L2 até aqui, o autor
inicia o ensino da hipérbole, utilizando-se da geometria sintética, com alusbes geome-
tricas referente aos cortes das diagonais de um plano alfa com um cone, onde se deu

sua origem, como mostra a Figura 71.

Figura 71: Representacdo geométrica da origem da hipérbole em (L2)

==
i

Origem

Vamos considerar um cone duplo e um plano qualquer que seccione as duas folhas (partes de um cone
duplo, opostas pelo vértice) do cone conforme mostram as figuras:

Messe caso, a seccao conica obtida é demominada hipérbole.
Por exemplo, uma hipérbole é a curva que se vé abaixo.

\/,

/\

Fonte: Dante (2016, p 160)

Seguido desta abordagem inicial, Dante (2016) introduz os conceitos da hipér-
bole como: Sua definicdo e seus elementos de duas formas, em a primeira trata de
uma atividade ladica, utilizando-se dos conceitos da geometria sintética, na qual o
autor ilustra a construcdo da conica com o auxilio de materiais facilmente manipula-
veis como a régua, lapis, alfinete e barbante. Ja a segunda, de carater geométrico, o
escritor mostra que também é possivel construi-la, ponto a ponto, dos quais, a dife-
renca (em moédulo) de suas distancias a dois pontos fixos, F1 e F2, seja sempre cons-

tante e menor que a distancia existente entre F1F2. (Ver Figura 54).
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Figura 72: Representacdo geométrica da origem da hipérbole em (L2)
Definicao e elementos

Consideremaos, inicialmente, dois pontos fixos, [ e F;, de um plano cuja distandia dif, ) = 2c

s
F F,

Imagine que vamos marcar no plano uma série de pontos tais
que a diferenca (em modulo) de suas distancias aos pontos fixos
F e F;seja sempre constante e menor gue 2c. Na pratica, isso pode
ser feito com o auxilio de régua, lapis, alfinetes e barbante.

Mo Manual do Professor ¢ srocedirnenta et detalbado.

Construindo o grafico ponto a ponto, teremos:
|AF, — AFy| = |BF, — BF;| = |Cf — Of;] = . = |TF — TF;| = 2a (constante), com 2a << 2c

Fonte: Dante (2016, p 160)

Sucessivamente, o autor busca conceituar geometricamente cada elemento
abordado anteriormente de forma ludica, para na sequéncia formaliza-lo. Apds as ilus-
tracdes, 0 mesmo, procura nomear 0s elementos presentes em tais representacdes
geomeétricas, fazendo uso da geometria sintética mais uma vez. Assim como, apre-
senta (visto na Figura 54) o conceito de excentricidade na nota “Fique atento!”, como

vemos nha Figura 55 destacada a seguir:



Figura 73: Definicao e elementos da hipérbole (II) em (L2)

- /
.

F Bl | o |I': F,

/ \
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Assim, definimaos que hipérbole € o lugar peométrico dos
pontos Plx, y) de um plano tais que a diferenca (em madulo)
de suas distancias a dois pontos fixos, [ e F, € constante.
Ma figura anterior, temaos:
Fr e f; 530 os focos da hipérbole, sendo FF; = 2c a distandia focal;
Are Ag 530 0s vértices da hipérbole, sendo Afz = Al — A& = 20 (constante da definicao);
0 é o centro da hipérbole (ponto médio de FT, e de AA,);

O namero @ ¢ a excentricidade da hipérbole (note que & = 1, pois ¢ = a).
d

Chuzsnles prcads proxiemds de 1 ber s exeenlricidade, mais a higérboele se sproxirma

Fonte: Dante (2016, p 161)

Consecutivamente o autor faz uma observacéo para acrescentar mais dois ele-
mentos fundamentais da hipérbole, os quais sao: Eixo real e o Eixo imaginério pre-
sentes no plano cartesiano, o que caracteriza mais uma vez o uso da geometria sin-
tética como fonte de desenvolvimento cognitivo acerca dos conhecimentos da hipér-
bole, ja que ndo desenvolve algebricamente tais ilustracdes. Esses eixos apresentam
uma relacao pitagorica abordado por L2 primeiramente de forma geométrica exposta
por meio da representacao do triangulo pitagorico que surge entre as curvas da hipér-

bole e os eixos imaginarios.

E posteriormente, o autor destaca a reacao algébrica oriunda da representacao

geomeétrica feita inicialmente, como mostra a Figura 56.



102

Figura 74: Definicao e elementos da hipérbole (Ill) em (L2)

Observacio: Considerando uma hipérbole de focos e F; e vértices 4 e A;, vimos que BF; = 2Zce A4, = 2o,
Entao, OF, = ce OA; = 4.

eix, real

F A E
= s mesrmas concliobes de B
exile by = a1 el rize o
Mg, Ll gue: BBy — 20
= A A @ charmado eixo real = 5 5;
ﬁ‘.l T - - P P
i imagindrio eixn imagindrio da hiperbole.

Seja B um ponto da mediatriz de A,4; tal que o triamgulo BO0W; seja retangulo em O, com o cateto oA,

medindo @ e a hipotenusa 8,4, medindo .. Assim, chamando de b a medida do cateto 0, temos a® + B = ¢

oub®=ct—a’

Fonte: Dante (2016, p 162)

Apos a formalizacdo dos elementos que compdem a hipérbole, o autor inicia
uma nova etapa de aprendizagem, trata-se de expor a equacao reduzida da Conica,
de modo a dividi-la em casos com: centro na origem e centro fora da origem, assim

como foi feito nas demais curvas abordadas neste livro.

Neste momento, percebe-se uma preferéncia do autor em fazer uso da geome-
tria analitica para representar, graficamente, os casos em que a hipérbole estd com
seu centro na origem do plano cartesiano e 0s casos em que a curva da conica esta
com seu eixo em um ponto qualquer diferente da origem no referido plano, uma vez
que utiliza a ideia de distancia entre dois pontos para desenvolver os conhecimentos
desejados, como ilustrado nas Figuras 57, 58 e 59.



Figura 75: Representagéo algébrica e geométrica da equacao da Hipérbole com centro na origem (I)
em (L2)

Equacao da hipérbole

Consideremos inicdialmente a hipérbole da figura, na qual os fooos pertencem ao eixo Ox e o centro é a
arigerm (0, 0).
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Um ponto P{x, v) qualquer da curva deve satisfazer, de acordo com a definicao, a seguinte condicio:
|PF, — PR = 2a

Como PR = flx +c +{y —0F e PR =.flx —c + (y — OF , temos:

\l'll:x + el + y’ ~.I.'I|:x el + _y} = 2n

A partir dessa igualdade, desenvolve-se uma grande quantidade de cilculos que omitiremos agui. Efe-
tuados tﬁdns o5 'I::IIELIIGS-. ch 3-56 BT Weja o deservolvimento da equacao reduzida da hipérbole no Manwal do Professor
&8 romremm e e e
+ Fique atento!
| A reviproos & vevdksdein: eguanbes deses looms 1
gt B y representam hipérboles, ou sej, apenas ponlosde !

i_ i hipérbole salishamerm esa egquasgEn

Observando a hipérbole acima, note que-a = 04 = Od, ¢ = OF, = O e bétal que b = & — a'.

Cssa fdrmula € denominada equacio reduzida da hipérbole, quando os focos estao sobre o eixo x e sao
equidistantes da origem.

Fonte: Dante (2016, p 163)

Figura 76: Representagéo algébrica e geométrica da equacao da Hipérbole com centro na origem (Il)

em (L2)
Veja agora:
iy
3 e D) 3t
P{x, }-T'.'.‘_".'\-.._.\____ _,.,--"'f--f
' i 'A_,(n,m
X
- -
o
1o,
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__.-"- | o
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Caso os focos estejam sobre o eixo y e também equidistantes da origem, a equacao reduzida da hipér-
bole serd:
yoox
a’ b

Fonte: Dante (2016, p 163)
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Figura 77: Representacao algébrica e geométrica da equacao da Hipérbole fora da origem (1) em (L2)

Analogamente, podemos generalizar essa equacao para um centro gualguer.

Considerando o centro da hipérbole Ofxo, Vo) e 05 eixos (real e imagindrio) paralelos aos eixos x e y, temos;

¥) Lixo real paralelo ao eixo x:

\ ;
kY f’f

2% Ciwo real paralelo ao eixo ).

¥
" |'I
\\ /
AI
$Olx, v, F — ol Ix — %P
a’ b =1

Fonte: Dante (2016, p 164)

Na sequéncia, como ilustrado pela figura 60, o autor aborda o comportamento
das assintotas por meio da representacao grafica e segue o estudo ao apresentar as
equacdes dessas referidas retas sem os desenvolvimentos de calculos, caracteri-
zando mais uma vez o uso da geometria sintética como suporte principal para o de-

senvolvimento deste tépico matematico.



Figura 78: Representacao algébrica e geométrica da equacao das assintotas da elipse em (L2)

Assintotas da hipérbole
Consideremaos a figura abaixo.

Podemos construir o retangulo MNFPD, de dimensoes 2a e 2b. As retas £ e £, que contém as diagonais
desse retangulo, sdo denominadas assintotas da hipérbole.
As equacdes das retas assintotas sio dadas por: By —ay=0 ou y= Py e bx+ ay=0 ou
i
_}.l = ix L

[}

Fonte: Dante (2016, p 164)

Em seguida, propdem-se aos discentes, 17 exercicios propostos,dos quais a
tarefa que mais se repete € a de “Determinar a equacédo da Hipérbole”.Dos quais, ana-

lisaremos aqui 1 (um) exercicios resolvido e 1 (um) proposto:

FIGURA 79: EXERCICIO RESOLVIDO (R5) DE L2

15. Determine a equagdo da hipérbole de focos F(6, 0) e

. 3
Fi(~6, 0) e de excentricidade igual a 3

- - -
6.0) 0.0 (6,0
Resolugdo:
Pelos dados do problema, temos:
c=6
3 C 3 2 26
e= —=m— = —=>0 = — <
2 a 2 3 3

C=a+b=236=16+b'=2b'=20
Como os focos estao sobre o eixo Ox e 0(0, 0), vem:

x! y xt y' . .

—— e m |yt = 1= SXE - 4y = 80

a’ b 16 20 Z

Logo, a equacao da hipérbole é x _ Y 10u
' ' 16 20

5x* ~ 4yF = 80

Fonte: Dante (2016, p. 163)
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Escolhemos o exercicio resolvido R5 (figura 79), ao passo que, diferente das
demais questdes, seu raciocinio parte de uma interpretacéo de conceitos dos elemen-
tos presentes no graficos. Desse modo, identificamos a seguinte andlisepraxeologica

para a referida questao:

Tarefa (r): Determinar a equacéo da Hipérbole com centro na origem.

Técnica 1 (7): Reconhecer os principais elementos da Hipérbole e saber suas

relacdes.

Técnica 2 (1): Utilizar a formula da excentricidade.

Técnica 3 (7): Utilizar a formula do Teorema de Pitdgoras c2=a 2+ b 2

Técnica 4 (1): Colocar a equacao da Hipérbole na sua forma reduzida sz +§ =1

Tecnologia (6): Por meio da férmula da excentricidade foi possivel chegar noTeo-

rema de Pitdgoras e, assim, determinar a equacao reduzida da Hipérbole.

Teoria (0): Algebra e Geometria Analitica.

Apébs essa andlise, apresentaremos o0 exercicio proposto (P5) referente afi-

gura conica Hipérbole.

FIGURA 80: ExXeERciclo PROPOSTO (P5) DE L2

25. Em uma hipérbole de excentricidade igual a v/5, os
vértices sao os pontos A,(2, 0) e A;(—2, 0). Determine
as coordenadas de seus focos

Fonte: Dante (2016, p. 167)

A seguir, na figura 81, mostraremos a resolucdo do exercicio propostoesco-

lhido para analise.



FIGURA 81: RESOLUGAO DO EXERCIiCIO PROPOSTO (P5) DE L2

25- Aplica-se a fdrmula da distincia entre pontos para determinar o valor de a

dAjds = 2a = \|'|[2 [ 2]): f (0= 0%

2a = ﬁ,'l-l-‘!
2a = 4
a=2

Em seguida, usa-se a formula da excentricidade

c
e=—
a
— |5
5 = -
viT3
c = 245

Assim, temos que os focos s3o;

F; (2v5,0) & F; (—245,0)

Fonte: Autores

O exercicio da figura 80 foi escolhido, pois, em relacdo ao exercicio resolvido,
apresentava uma tarefa diferenciada. Assim, procuramos averiguar se 0s conheci-
mentos propostos ao aluno no contetdo da cbnica Hipérbole, proposto por L2, seriam
suficientes para que o mesmo a solucionasse. Posto isso,identificamos, a partir da fi-

gura 81, a seguinte andlise praxeoldgica:
Tarefa (r): Encontrar as coordenadas dos focos da Hipérbole.

Técnica 1 (1): Reconhecer os principais elementos da Hipérbole e saber suas

relacdes.

Técnica 2 (7): Utilizar a férmula da  distancia entre dois pon-

tos V(X2 — X1)2 + (Y2 — Y1)2

Técnica 3 (1): Manipulacdes algébricas.

Técnica 4 (1): Utilizar a formula da excentricidade
Técnica 5 (1): Aplicar a forma das coordenada dos focos.

Tecnologia (6): Por intermédio da distancia entre dois pontos, juntamente com a
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Diante do exposto, percebe-se que o grau de dificuldade apresentado nos exer-
ciciosresolvidos e propostos, aqui escolhidos, mostraram-se similares. No que se re-
fere as tarefas maisabordadas, notamos que “determinar a equacgao” foi a mais traba-
lhada tanto nos exercicios resolvidos quanto nos propostos caracterizando mais uma

vez a preferéncia pelo uso da geometria analitica.

Portanto, ao concluir a investigacdo acerca da hipérbole em L2, nota-se que o
autor buscou desenvolver novamente um equilibrio entre o uso das geometrias sinté-
ticas e analiticas ao abordar os conceitos desta conica. No entanto, pode-se destacar
a preferéncia em utilizar-se mais da geometria sintética em detrimento da analitica,
uma vez que se utilizou, desta ultima rapidamente, somente na abordagem do con-
ceito de distancia entre dois pontos presente na obtencao das equacfes reduzidas da

figura estudada.

Diante do que foi exposto no livro: “Matematicas contexto e aplicacfes”, foi
possivel inferir que o autor buscou introduzir o primeiro contato do aluno com as coni-
cas por meio da geometria sintética, na qual o autor buscou formas de contextualizar
0S conceitos matematicos com o que € visto no cotidiano do aluno. Além disso, o autor
apoia sua metodologia de ensino, de forma continua, nos cortes oriundos das sec¢des

cOnicas para formalizar conceitos e elementos fundamentais da figura estudada.

Nota-se ainda que L2, no que tangencia aos desenvolvimentos dos contetdos
acerca das cobnicas, preferiu desenvolver o conhecimento dando énfase a geométrico
sintética em detrimento da algebra oferecido pela geometria analitica, uma vez que o
autor ndo se preocupa com o referido desenvolvimento para demonstrar quaisquer
equacdes ilustradas no Livro Didatico. Ressalta apenas o0 esboco grafico e a formula
final. Portanto, segundo Siqueira (2016) tal fato é indicado como uma abordagem in-
comum, visto que na maioria das vezes é aprofundado somente a parte algébrica e é

deixado de expor este assunto (Cdnicas) no contexto da geométrico.

No entanto, ao que se refere aos exercicios resolvidos, 0 autor mostra uma preocu-
pacéo em ilustrar cada passo tomado por ele, para o desenvolvimento correto da
guestao com base na geometria analitica, uma vez que em todas as atividades exem-
plificadas o autor realizou consideraveis desenvolvimentos algébricos para se chegar
a resolucdo desejada. Com relagdo as atividades propostas aos discentes, verifica-se

hY

que o grau de dificuldade cresce gradativamente a medida que cobnicas sao



abordadas. Em virtude disso, a Hipérbole, abordada por ultimo, apresentou o maior

nivel de dificuldade entre suas questdes propostas.

4.3 QUADRO COMPARATIVO:

Para concluséo de nossas analises, elaboramos um quadro comparativo entre
os livros analisados para comparar as abordagens feitas nesses materiais didaticos,
bem como um rsumo a respeito das geometrias encontradas em cada parte das obras

analisadas. Como apresentado no Quadro 1 Comparativo entre L1 e L2
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Quadro 1: Comparativo entre L1 E L2

GEOMETRIA
SINTETICA
v' Abordagem histérica;
v' Cortes conicos;

v' Representacao cotidiana

(em todas as figuras)

GEOMETRIA
SINTETICA
v" Introducéo
v Construcédo ponto a ponto

v' Método de Kepler (Elipse)

GEOMETRIA
ANALITICA
v' Abordagem da equagao
reduzida dareta
GEOMETRIA
SINTETICA

GEOMETRIA
SINTETICA
v/ Representacéo cotidiana;
v Cortes conicos;

(em todas as figuras)

GEOMETRIA

SINTETICA
v" Introducéo

v Construcgédo ponto a ponto
v’ Método de Kepler (Elipse)

v Abordagem da equacao
reduzida da reta

GEOMETRIA
SINTETICA



v" Introducéao
v Construgédo ponto a ponto

GEOMETRIA
ANALITICA

v Abordagem da equacdao reduzida dareta

GEOMETRIA
SINTETICA
v' Introducéo
v Construcédo ponto a ponto

GEOMETRIA
ANALITICA

v Abordagem da equacéo reduzida dareta

GEOMETRIA
ANALITICA
Determinar equagao

Fonte: Autora

v Introducéao
v Construcdo ponto a ponto

v' Abordagem intuitiva

v' Abordagem da equacéo
reduzida da reta
GEOMETRIA
SINTETICA
v' Introducéo
v Construcédo ponto a ponto

v' Abordagem intuitiva

v' Abordagem da equacéo
reduzida da reta

GEOMETRIA
ANALITICA
Determinar equagao
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CONSIDERACOES FINAIS

Nesta pesquisa, realizou-se uma investigacdo nos livros didaticos do ensino
meédio da rede publica paraense afim de identificar o modelo epistemoldgico domi-
nante na exposicao do conteudo de Geometria Analitica, em particular, o estudo da
geometria das Conicas, tomando-se como referéncia a Teoria antropologica do dida-
tico (TAD) de Chevallard (1999) e os modelos epistemoldgicos de referéncia desen-

volvidos por Benito (2019), em sua tese de doutorado.

Revisou-se literaturas sobre o ensino das Cénicas, para que fosse possivel
identificar as dificuldades acerca deste conteido matematico para melhor compreen-
der de que forma a aprendizagem de cdnicas vem se desenvolvendo no ensino médio,
e porque tais dificuldades perduram entre os estudantes. Estudos cientificos como os
de Oliveira (2011), Siqueira (2016), Macena (2007) e Jesus (2017) revelam preocupa-
cdo com o ensino e a aprendizagem das Conicas. Tais estudos apontam que este
conteudo matematico é pouco tratado na educacao basica e revelam uma defasagem

acerca de seu conhecimento.

Com as andlises realizadas presentes no livro L1: Matematica ciéncias e apli-
cacoes, foi possivel verificar a partir da analise praxeoldgicas que o viés algébrico da
geometria analitica prevalece em detrimento de um ensino- aprendizagem de aspec-
tos mais intuitivos como o proposto na geometria sintética, que por sua vez é utilizada,
em sua grande maioria, somente como apoio introdutério de cada figura cénica abor-
dada.

No que se refere ao livro L2: Matematica conceito e aplicacdes, notou-se por
meio da andlise praxeoldgica que ao contrario de L1, a geometria Sintética € utilizada
como suporte principal no desenvolvimento do raciocinio de todo contetdo referente
a coOnicas, uma vez que o autor deixa explicitado ao seu leitor, que por tras de cada
equacao conica ali destacada, existe uma quantidade significativa de calculos algébri-
cos gue nao seriam destacados naquele momento. Além disso, o referente livro dida-
tico utiliza-se de nogOes de carater intuitivo sempre que faz referéncia a construgéo

de uma conica.



No entanto, as atividades mais propostas aos alunos tanto por L1 quando por
L2, focam a determinacdo da equacao de cada conicas, os tipos de tarefas propostas
exigiam para seu cumprimento por parte dos-discentes técnicas e tecnologias oriun-
das da geometria analitica para desenvolver os calculos algébricos, uma vez que as

ideias de grafico ndo sao muito utilizadas pelos autores.

Desta forma, diante das analises realizadas, reiterou-se a importancia do Livro
Didatico nos processos de ensino e aprendizagem, e entendemos que tal recurso
pode ser uma grande ferramenta de desenvolvimento intelectual quando utilizado de
maneira correta. Além do mais, estimamos que a Teoria Antropoldgica do Didéatico
seja um referencial para futuras pesquisas que abordem sobre o Livro Didatico.

Esta dissertacdo de Mestrado constitui-se em uma investigacao tedrica sobre
o modelo de geometria das Cdnicas dominante nos Livros Didaticos paraenses, to-
mando como base o modelo epistemoldgico de Referéncia desenvolvidos por Benito
(2019), em sua tese de doutorado onde o autor, buscou em seus estudos construir um
Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP) para formacéo inicial de professores, com alu-
nos da graduacao de Licenciatura em Matematica dos estados de Séo Paulo e Ser-
gipe, pautando-se em um MER elaborado pelo préprio autor, no qual aborda os tipos
de geometria (‘analitica, sintética...) encontradas nos livros didaticos dos referidos es-
tados (Sao Paulo e Sergipe), e ao coletar tais dados, o pesquisador elaborou entéo
sua proposta de PEP, voltado para o ensino desse objeto matemético a partir da cons-
trucdo de um fogdo solar como ponto de partida para a abordagem de conceitos, ele-

mentos e aplicacdes das cbnicas: elipse, parabola e hipérbole.

No entanto, no desenvolvimento de sua pesquisa e por imprevistos ocorridos ao
longo de sua trajetoria, o autor relata que so foi possivel a abordagem da cénica para-
bola em ambos os estados, ndo concluindo assim o estudo das demais conicas (elipse
e hipérbole). Portanto, tem-se na presente pesquisa a relevancia na coleta dos dados
aqui relatados, para que seja possivel dar continuidade na importante contribuicao
académica iniciada por Benito. Comtemplando desta vez, as trés figuras conicas

(Elipse, Parabola e Hipérbole).

Mediante tal constatacdo, propiciou emergir, no decorrer de sua construcao,
algumas possibilidades de pesquisas futuras. Uma primeira possibilidade seria a pro-

posi¢do de um estudo voltado para o ensino superior, no qual poder-se-a realizar uma
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andlise dos Livros Didéaticos de Geometria Analitica adotados nos cursos de Licenci-
atura das universidades publicas do Estado do Para, quanto ao contetdo de cénicas.
Outra possibilidade, seria a construg¢éo de Percurso de estudo e Pesquisa para o en-
sino do objeto matematico em estudo, destinada a educacao basica, na qual podere-
mos explorar aspectos geométricos que favoregcam a aprendizagem dos discentes, no
que se refere a tal conteddo, ou até mesmo em nivel superior, dando continuidade
nas investigacoes de Benito, ao explorar as figuras parabola e hipérbole, cujos estu-

dos ndo foram possiveis concretizar-se na obra do autor.

Ao concluir o presente estudo, acredito que tal investigacdo, pode contribuir
para abordagem do conteddo matematico sobre cbnicas, principalmente no que se
refere a escolha por propostas de tarefas e metodologias didaticas adotadas pelo pro-
fessor, que seja adequada a geometria encontrada em cada livro didatico presente
nas instituicbes de trabalho desse profissional, aliando assim, préatica docente e ma-
teriais didaticos rumo a continua melhora de uma educacdo de sucesso. Destaco
ainda, que tenho a compreenséo de que as consideracdes aqui levantadas se limitam

aos livros didaticos analisados em minha investigacao.
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