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RESUMO

MESQUITA, Flavio Nazareno Araujo. A pratica de ensino como uma trajetéria de
formacé&o docente do professor de matematica. 2017. 163 f. Tese (Doutorado em
Educacdo em Ciéncias e Matematicas) — Instituto de Educagdo Matemética e
Cientifica, Universidade Federal do Para, Belém, 2017.

Esta pesquisa trata de problematizar a pratica de ensino com um dado objeto da
matematica escolar a partir da compreensao dessa pratica como fases do processo
de transposicéo didatica interna desse objeto realizada pelo professor. Assim, ha o
guestionamento se esse processo leva a construcdo de uma trajetéria de formacao
docente relativo a um dado objeto matematico escolar. Uma resposta afirmativa é
construida a partir de um percurso de estudos e investigacdo sob o suporte teérico
da teoria antropolégica de didatico, considerando o ensino de resolucdes de
equacdes do segundo grau. A construcdo dessa trajetéria € a metodologia da
pesquisa que se corporifica em um percurso de estudo e investigacdo pessoal do
professor que busca no enfrentamento de seu problema de formagao construir ou
acessar a infraestrutura matematica escolar necessaria que dé respostas aos seus
questionamentos. Essa infraestrutura se da pela compreensdo de um modelo
espistemoldgico de referéncia pelo professor que se traduz em seu modelo
epistemoldgico pessoal de referéncia para o estudo da resolucdo de equacdes do
segundo grau corporificado em sistemas de tarefas que articula varios objetos da
matematica escolar. A construcdo da trajetoria se deu pela formacdo de sistemas
didaticos solitarios e auxiliares que compdem o processo de transposi¢cdo didatica
interna realizado pelo professor.

PALAVRAS-CHAVE: Transposicdo Didatica Interna. Percurso de Estudo e
Investigacdo ou Pesquisa. Equagcdo do Segundo Grau. Fatoracdo do Trinbmio do
Segundo Grau. Modelo Epistemoldgico Pessoal de Referéncia.



ABSTRACT

MESQUITA, Flavio Nazareno Araujo. The practice of teaching as a trajectory of
teacher training of the mathematics teacher. 2017. 162 f. Tese (Doutorado em
Educacdo em Ciéncias e Matematicas) — Instituto de Educacdo Matematica e
Cientifica, Universidade Federal do Para, Belém, 2017.

This research tries to problematize the practice of teaching with an given object of
internal didactic transcription of execution of this practice by the teacher. Thus, there
IS questioning if this process leads to the construction of a trajectory of teacher
training on a given school mathematician. An affirmative answer is constructed from
a course of studies and research on the theoretical support of the anthropological
theory of education, considering the teaching of resolutions of equations of the
second degree. The construction of this trajectory is the methodology of the research
that is embodied in a course of study and personal investigation of the teacher who
seeks in the confrontation of his training problem to build or access the necessary
mathematical school infrastructure that answers his questions. This infrastructure is
given by the understanding of a epistemological model of reference by the teacher
that is translated into his personal epistemological model of reference for the study of
the resolution of equations of the second degree embodied in task systems that
articulate several objects of school mathematics.

KEY WORDS: Internal Didactic Transposition. Course of Study and Investigation or
Research. Second degree equation. Factoring of the Second Degree Trinomial.
Personal Epistemological Model of Reference.
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1 INTRODUCAO

Iniciei como professor quando ainda era estudante do Ensino Médio por meio
de aulas particulares de Matematica, prosseguindo com essa atividade quando
ingressei no Ensino Superior no curso de Engenharia Elétrica e, seguindo com a
conclusdo do curso de Licenciatura em Matematica que ocorreu quando ja havia
assumido turmas regulares do Ensino Basico em escolas particulares de Belém.

Apés muitos anos de experiéncia docente, considerava que as praticas de
ensino que imprimia em sala de aula estavam cristalizadas, prontas e acabadas,
pois julgava que a matemética escolar ndo tinha problemas para ser ensinada e
aprendida, bastando para isso o treino repetido das tarefas impostas pelo professor
e pelos livros didaticos.

Entretanto, diante de estudos que realizei na poOs-graduacdo, desde a
especializacdo até o doutorado, no viés do professor que questiona suas praticas de
ensino, provocaram mudancas nas relagcdes que tinha com objetos matematicos
escolares prontos e acabados. Mais precisamente, durante o curso do mestrado em
que, a luz da Teoria Antropolégica do Didatico — TAD, ao me deparar com uma nova
organizacdo matematica — OM — para a tarefa de resolver equacbes do 2° grau, vi
essa mudanca se acentuar. Essa OM apresenta articulacdo de varios objetos da
matematica escolar.

Em Mesquita (2011) ficou evidente que a mudanca de relacdo que
experimentei com 0s objetos considerados, ocasionada pelo encontro com um novo
modelo para resolugcdo de equacdo do segundo grau, ndo se substanciou
suficientemente a ponto de provocar uma mudanc¢a de minhas préaticas docentes em
sala de aula, pois o jeito de fazer habitual para esse objeto se fez presente e
comprometeu as articulacdes e integracdes dos objetos do curriculo, despertando-
me interesse. Ficou claro nos resultados que houve um distanciamento entre o que
pensei em fazer para mudar minha praxeologia diante dos saberes em jogo e o0 que
fiz de fato.

O estranhamento causado no ensino por meio de organizacdes didatico-
matematicas (ODM) idealizadas e construidas acabava por determinar seu
abandono. Assim, emergiu meu projeto de tese em que assumo a investigacdo da
problematica do professor que diante do saber reorganizado para o seu ensino, nao

consegue traduzi-lo numa pratica de ensino que dé respostas ao problema da
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desarticulacao levantado por pesquisadores do programa em didatica da matematica
liderados por Yves Chevallard e Joseph Gascon.

Desse modo, passo a enxergar as praxeologias matematicas escolares
dominantes na escola sobre a equacdo do segundo grau como problematicas e,
sobretudo, como um problema praxeologico da profissdo docente que deve ser
enfrentado pelo professor.

Nesse sentido, € que questionamos se 0 percurso de estudo e investigacao
ou pesquisa (PEP), sob a compreensdo do PER (Parcours d’Etudeet de Recherche)
em Chevallard (2009a, 2009b, 2009c), para enfrentar essa problematica do
professor a ser instituido a partir das suas praticas docentes com o objeto de ensino,
produz, em retrospectiva uma trajetoria pessoal de formacéo docente?

Esse questionamento deriva de um dos problemas de formacdo docente
anunciado por Chevallard (2009a) sob a luz da Teoria Antropoldgica do Didatico,
daqui em diante TAD, que pode ser expresso do seguinte modo: o qué das praticas
do docente, incluindo seu modo de pensa-las, pode apoiar, impedir ou mesmo ser
neutra, para a aprendizagem de uma pratica desejada pelo professor sobre um dado
objeto de ensino?

Para responder a questdo posta, consideramos que a transposicao didatica
interna, daqui em diante TDI, é sempre realizada pelo professor na busca de
adequar uma pratica aos modos de fazer e pensar essa pratica para uma posi¢cao da
escola, que pode ser aqui entendida como os anos em suas modalidades de ensino,
por exemplo, para atender uma intencionalidade de ensino.

Os recursos teoricos e metodolégicos da TAD, que se ocupa da investigacao
da acdo do homem em situacdo matematica, o que inclui o ensino e aprendizagem e
a formacdo docente, sustentam nossa investigacdo, considerando a préatica de
ensino de um professor em busca de encontrar condi¢cdes, sendo cria-las, que
tornem possivel o estudo de um dado objeto da matematica escolar para si e, em
acdo continua, para uma dada posicdo da escola.

Sob esse entendimento, construo minha trajetéria sincrénica em retrospectiva
do PEP que realizei na diacronia de minhas praticas consideradas em sistemas
didaticos.

Para tanto, a organizacdo do texto traz na sec¢éo 1 a introducéo; as secoes 2
e 3 trazem a construcdo do referencial tedrico metodoldgico a partir da compreenséo

da transposicédo didatica interna e da teoria antropolégica do didatico e a construcao
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da questdo de tese, além da nocdo de formacdo de sistema didaticos para a
construgédo da metodologia.

No desenvolvimento da metodologia, a secdo 4 traz um memorial que da
pistas sobre a formacdo de meu equipamento praxeoldgico e universo cognitivo
relativo aos objetos matematicos de interesse nessa pesquisa, constituindo, assim, o
estado inicial Eq da trajetéria de formacéo.

A secdo 5 evidencia o encontro com o0 a OM que chamamos de modelo
epistemoldgico de referéncia inicial (MER) e seus desdobramentos com os estados
Ei, E2, Ez e E4 de compreensdes que tive desse modelo e que substanciam o
Modelo epistemologico Pessoal de Referéncia (MEPR) do professor.

Por ultimo, a secédo 6 traz as consideracdes finais em que é feita uma leitura
geral do trabalho evidenciando a tese e suas possibilidades de desdobramentos

para o ensino e a formacéo de professores.
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2 A PROBLEMATICA DA TESE

Neste capitulo problematizamos a pratica de ensino do professor a partir da
nocéo do papel do professor no processo da transposicao didatica, o de colocar em

texto, nem sempre em escrito, um dado saber a ensinar.

2.1 O PROCESSO DE TRANSPOSICAO DIDATICA INTERNA (TDI) E A QUESTAO
DE TESE

Os objetos da mateméatica escolar sdo construidos para ser ensinados por
meio do processo de transposicéo didatica a partir da agéo da noosfera® e tem inicio
com as escolhas dos objetos a serem ensinados até chegarem as maos do
professor para serem reconstruidos para, em processo continuo, se tornarem
objetos ensinados.

Mais precisamente, Chevallard (1991, 2005) divide o trabalho da transposicao
didatica em duas etapas: o trabalho externo realizado pela noosfera e o trabalho
interno realizado, em acao continua, pelo professor.

Essa divisdo é evidenciada quando Chevallard postula que a noosfera é que
vai proceder a selecdo do saber a ensinar que serdo submetidos ao trabalho de
transposicao, ou seja, a noosfera “vai assumir o trabalho externo da transposicao
didatica, por oposicdo ao trabalho interno, que se realiza no interior mesmo do
sistema de ensino” (CHEVALLARD, 2005, p. 36, grifos nossos).

Os elementos do saber sofrem transformacfes nesse trabalho que serao
impostas para tornarem o0s saberes ensinaveis. Arsarc (1989) citado por Ravel
(2003) ilustra (Figura 1) as etapas da transposi¢cdo didatica, ja anunciadas por
Chevallard (1985). O processo de transposicao didatica interna ocorre a partir do
trabalho de transformar o saber a ensinar em saber ensinado por meio da
elaboracdo do texto do saber. Chevallard (2005) compreende que a noosfera é

guem primeiramente constrdi o texto do saber a partir de sua sele¢do. Assim:

Quando a noosfera pretende introduzir objetos do saber no contetdo
de ensino, ela seleciona os "elementos do saber sabio" e os

A noosfera é a esfera onde se pensa o funcionamento didatico, constituida das autoridades e
especialistas da educacdo, com participacdo de diferentes agentes da sociedade, inclusive de pais e
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transforma a fim de poder, notadamente, escrever um programa
oficial de ensino (RAVEL, 2003, p. 4, traducdo nossa).

Dessa maneira, o saber a ensinar antes de passar pelo discurso do professor

ja foi (re)organizado por agentes do entorno do sistema didatico.

Figura 1: As duas etapas da transposicao didatica

Saber sabio

Transposicao didatica
Interna ¥
Saber a ensinar

y “Elaboracéo do
Saber ensinado texto do saber”

Fonte: Arsac (1989, apud Ravel (2003), p. 4)

Chevallard (1991, 2005) afirma que os conteudos do saber que séao
designados a ensinar sdo explicitamente postos nos programas oficiais e
implicitamente trabalhados por meio da tradicdo, da evolugdo e da interpretacao
desses programas, ou seja, pelo uso que se faz deles. E nesse momento que o
professor atua, pois cabe a ele a interpretacdo do saber corporificado em manuais e
livros didaticos, e, pelos habitos e tradicdes evolutivas da interpretacdo dos
programas. Arsarc (1989), citado por Ravel (2003), ao comentar o esquema da
figura 1, precisa a definicdo de saber a ensinar dada por Chevallard (1985):

Vamos retornar imediatamente para a nog¢do de saber a ensinar: ele
ndo se reduz ao programa, pois percebemos de fato que um
programa apela por uma interpretacdo. O saber a ser ensinado é
aquele que o professor pensa que deve ensinar quando os livros
publicados, os manuais, os habitos tomados, fixaram quase que
definitivamente a interpretacdo de dito programa. (ARSARC, 1989
apud RAVEL, 2003, p. 4-5, traducdo nossa).

Quando o professor se engaja na preparacdo do seu curso ele retém do
processo de transposicao didatica o inico momento em que se encontra envolvido
“solitario” com o saber: a redacao do texto do saber, realizada como notas de aula

do professor, que “nada mais €& que um metatexto que nao estad escrito
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definitivamente em nenhum lugar, que é a matriz de variantes que |Ihe dara forma
concreta” (CHEVALLARD, 2005, p. 21, tradug&o nossa). Assim, Chevallard pde em
evidéncia o papel do professor no processo de transposicao didatica interna em que
cabe a ele o discurso final do saber a ser ensinado, seja no preparo desse saber,

seja na exposicéo oral e escrita em sala de aula.

Para o professor, a ferramenta essencial de sua pratica é o texto do
saber (que se torna a palavra dele), e as variagBes que ele permite
impor. As outras variaveis de governo que pode dispor -
especialmente aquelas que ndo estdo especificamente ligadas a
conteudos do saber — séo varidveis subordinadas e o permite,
sobretudo, organizar e por em marcha sua primeira arma, o texto do
saber. Este é o0 Unico capaz de se fazer existir ao professor enquanto
tal; € a0 mesmo tempo o principal instrumento terapéutico. E através
dele e imediatamente gragas a ele, que o professor atuara para
modificar os efeitos do ensino ou para atuar sobre o que siga sendo
patoldgico, apesar do ensino dado (CHEVALLARD, 2005, p. 41- 42,
traducdo nossa).

Ravel (2003) direciona seu olhar sobre 0 processo que ocorre com um objeto
de saber desde que é designado para o ensino, até que esse objeto de saber seja
efetivamente ensinado. A partir de questdes genéricas tais como — 0 que acontece
guando um objeto de saber surge nos programas oficiais para ser ensinado? Como
é feita sua transicao para a sala de aula? Quais sdo 0s atores responsaveis por essa
transicao e quais seus papéis? Que sistemas de condicdes e restricdes atuam sobre
eles? — ela encaminha suas questdes de tese e sua metodologia.

Mais precisamente, para compreender o papel do professor no processo de
transposicao didatica interna, Ravel (2003) pde seu foco na etapa intermediaria que
chama de preparagédo do texto do saber (projeto de curso), dividindo assim, a TDI
em duas fases: do saber a ser ensinado ao saber preparado, e do saber preparado
para o saber ensinado, segundo ilustra a Figura 2.

Esse trabalho de reconstrugcdo de um objeto de ensino para se tornar
ensinado é realizado em ato “continuo” pelo professor, em duas fases distintas: a
fase da preparacdo da aula, corporificada por seu texto do saber, e, a da aula

propriamente dita.
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Figura 2: As duas etapas da TDI

Saber sabio

Transposicao didatica
interna v
Saber a ensinar

Saber “preparado” (Projeto
de curso) “Preparacéo do

texto do saber”

Saber ensinado

Fonte: Ravel (2003, p. 6)

Ravel (2003) busca evidenciar condicdes e restricdes que atuam sobre as
praticas de ensino do professor no processo de TDI. Tomando a aritmética como
objeto matematico, em duas abordagens — de raciocinio e algoritmica (com
introducdo da informética). Ela analisa possiveis maneiras de como o saber a
ensinar € apresentado nos programas oficiais, nos livros e manuais didaticos que 0s
professores tomam como referéncia na construcdo de seu texto do saber, para
assim buscar respostas sobre como o professor cumpre esse encargo.

Sua problematica se desdobra em trés conjuntos de questionamentos, mas
direcionamos nosso olhar sobre aquele que nos interessa aqui:

Quais sédo as conformidades institucionais de um professor? Que
sistema de restricbes e condi¢cdes impostas pesam em sua escolha
matematicas e didaticas e estas sujeicdes do passado definem para
ele? Qual é o "peso" da organizacdo didatica sobre a determinacao
da organizacdo matematica® que deve implementar? Por outro lado,
gual o "peso" da organizagdo matematica na determinacdo da

2 Organizacdo matematica (OM) € uma realidade matematica (praxeologia matematica) que pode ser
construida para uma classe de onde se estuda certo objeto matematico. Ou seja, é texto do saber
feito pelo professor anterior a sala de aula, feito no momento em que o professor atua solitario. Por
outro lado, a organizacdo didatica (OD) é a maneira como pode ser construida a realidade
matematica, ou seja, como vai se da o estudo do objeto em sala de aula (CHEVALLARD, 1999).
Bosch e Gascén (2001) postulam que para determinada instituicdo escolar, a organizagao didatica
escolar dependera fortemente da organizagdo matematica objeto de estudo na escola e,
reciprocamente, que a organizagdo matematica estara, a sua vez, determinada pela organizagdo
didatica correspondente. A codeterminacdo das OM e OD faz que se considere o uso do termo
organizagado didatico-matematica (ODM).
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organizacdo didatica a ser implementada? (RAVEL, 2003, p. 9-10,
traducdo nossa).

Para a construcdo de respostas Ravel analisa as préticas de ensino de dois
professores de um curso de l‘arithmétique en terminale S spécialité mathématique
em que busca compreender o sistema de condicOes e restricdes que atuam nas
escolhas do professor para o ensino de aritmética desde a preparacdo do saber
anterior a sala de aula ao saber ensinado na sala de aula.

Por meio de andlise de obras e aplicacdo de questionarios aos professores,
busca compreender o “peso” das organizagbes didaticas sobre a organizagao
matematica que se corporifica nos seus textos do saber. E, por meio das
observacdes de aulas, analisa a realizacdo do texto do saber nas praticas efetivas
de ensino. Assim, Ravel dirige seus questionamentos sobre a responsabilidade que
professores e autores de livros didaticos possuem na evolucdo da transposicdo
didatica de um saber.

Por outro lado, nesta pesquisa consideramos a TDI como um processo
problematico e pessoal, para um professor concreto, de encontrar uma resposta R
como reconstrucdo de uma OM concreta em uma instituicdo concreta. Ou seja,
nossa empreitada situa-se na fase da TDI (do saber a ensinar ao saber ensinado),
porém direcionando o foco para a formacdo pessoal do professor, a partir da
construcao de trajetorias para suas aprendizagens.

Nesse sentido, direcionamos nosso interesse para a pratica de ensino do
professor durante o processo de transposicao didatica interna realizada com base na
problematizacdo das praticas com matematica escolares® — tendo em conta as
condicdes e restricdes que se impdem sobre essas praticas — conduzindo a uma
formacado pessoal docente — de onde emerge a seguinte questdo que orienta essa
pesquisa:

A prética de ensino realizada por um professor gue questiona as praticas com
matematica em relagcdo a um dado objeto que vive nas instituicdes escolares
determina uma trajetéria pessoal de formacdo docente em relacdo a esse

objeto?

® Chevallard (2005) nos encaminha que, no processo de transposicao didatica, as escolas ensinam
praticas que usam matematica. Assim, as praticas com matematica na escola se corporificam em
uma matematica escolar distinta da matematica dos matematicos.
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O questionamento pode, inicialmente, parecer restringir-se a formacéao
continuada, no entanto, o objetivo deste trabalho consiste em problematizar a
transposicdo didatica interna como dispositivo de formacdo do professor de
matematica, tendo em conta as praticas com matematica que vivem na escola, o
que implica, de certo modo, tomar a escola também como ambiente de formacéo,
inclusive para os professores em formacao inicial.

Antes de se apresentar os fundamentos tedricos que asseguram a
problematica da questdo anunciada, torna-se necessario, mesmo que de modo
breve, esclarecer alguns aspectos sobre a transposi¢cdo didatica, considerando a
existéncia de outras compreensdes que podem pbr a questdo anunciada como
suficientemente ingénua para permitir o esforco de um empreendimento que
demanda uma pesquisa.

As fases da transposicdo didatica interna sdo ignoradas por correntes de
pensamento que interpretam a transposicéo didatica como um processo finalizado
para um saber. Esta iniciaria com a transformacdo do saber em saber a ser
ensinado e, finalmente com a delimitacdo do objeto de ensino, compreendendo,
assim, a pratica de ensino da matematica como campo de aplicacdo de
conhecimentos produzidos, sistematicamente, pela pesquisa académica e, como tal,
longe das praticas escolares, como deixa escapar essa interpretacdo o seguinte

extrato de texto.

O lugar da matematica nessa concepcao de préatica e de formacgao
docente continua sendo considerado central e fundamental, porém,
ainda fortemente distanciado das praticas escolares, pois a aplicacédo
desses conhecimentos passa por um processo de racionalidade
técnica elou de transposicdo didatica do saber sabio ou cientifico
para o saber a ser ensinado e, finalmente, em objeto de ensino,
conforme teorizacdo de Chevallard (1991) (FIORENTINI; OLIVEIRA,
2013, p. 921).

Sob esse olhar, o processo de transposicdo didatica realizado por um
professor é interpretado como a mera tarefa do professor de “preparar aulas” sobre
um dado objeto matematico de ensino que jA se encontra finalizado. Caberia ao
professor reduzir esse objeto ultimado, como manifestacdo de uma racionalidade
técnica, em sequéncias didaticas para o ensino em uma dada escola.

O que estaria em jogo na transposicao didatica seria a possibilidade ou nao
de adaptacdo dos objetos de uma matematica com letra mailscula. Essa

possibilidade de adaptacdo regularia a vida de todos os objetos matematicos de
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ensino na escola, independente de se constituirem em respostas que lhe dariam

sentido, como quer fazer acreditar o seguinte extrato de texto:

Em sintese, nessa concepc¢do de préatica pedagodgica do educador
matematico, sO existe a Matematica (com letra mailscula), aquela
que vem dos matematicos profissionais, mas que pode ser
transposta/adaptada para o contexto de ensino e aprendizagem.
Além disso, nessa perspectiva, o processo formativo enfatiza mais a
dimensdo técnica e didatica (relagbes entre professor-aluno-
conteudo e métodos de ensino) do que a pedagodgica (o sentido, a
relevancia e as consequéncias do que ensinamos) (FIORENTINI;
OLIVEIRA, 2013, p. 921).

E preciso, entdo, destacar que o processo de transposicdo didatica de um
dado saber € dindmico e ndo finalizado enquanto esse saber constituir-se como
objeto de ensino. Por um lado, pela permanente iteragdo, uma fase agindo sobre a
outra fase da transposicao didatica interna — a fase de preparacéo do texto do saber
e 0 saber ensinado de fato — como ja evidenciado em Ravel (2003) e Silva (2013) e,
por outro lado, por meio das transposi¢cdes desse saber entre as diferentes
instituicbes de ensino (CHEVALLARD, 2005, 2009a). As instituicbes precisam
“adaptar” as praticas considerando suas idiossincrasias de fazer e pensar essas
praticas.

A transposicdo didatica interna € sempre realizada pelo professor, mesmo
que nao problematizada, quando ele busca adequar uma préatica aos modos de fazer
e pensar de dada posicao escolar. Além disso, a transposicéo didatica interna pode
dar-se a partir do questionamento do professor sobre uma préatica com dado objeto
matematico da cultura escolar, incluindo as suas proprias, seja por nao ter dominio
sobre tais praticas ou por ndo encontrar sentido para elas.

Essas caréncias matematicas e didaticas podem se revelar como um dos
problemas de formacéo docente quando o professor busca responder, por exemplo,
aos seguintes questionamentos: Quais questbes da matematica escolar sao
respondidas por uma pratica com um dado objeto a ser ensinado? Em que praticas
da matematica da escola esse objeto esta presente, ou pode ser incluido?

Para os didaticos da matematica do programa epistemoldgico, os objetos a
serem ensinados ndo estdo prontos e disponiveis a priori para o ensino. Precisam

ser reconstruidos para atender uma intencionalidade de ensino.
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Para isso, a transposicdo didatica da matematica assume a compreenséao de
que os fendbmenos didaticos estdo integrados aos fendbmenos relacionados a

producdo da matematica e, igualmente importantes, ao uso da matematica.

Atividades matematicas escolares sdo, entdo, integradas a um
dominio mais amplo do estudo das praticas matematicas
institucionalizadas. O dominio da didatica vai além de instituicdoes de
ensino, para todos aqueles que abracam qualquer tipo de
manipulacdo do conhecimento matematico. Pode-se dizer que a

s

didatica da matematica — como é considerada no Programa
Epistemoldgico — estuda a cognicdo matematica no sentido de que
condicbes tornam a producédo e o desenvolvimento do conhecimento
matematico  possivel nas instituicbes sociais (BOSCH,;
CHEVALLARD; GASCON, 2006, p. 1256, grifos deles, traducio
nossa).

Nesse contexto, a transposicao didatica interna feita pelo professor remete a
busca das condicdes, se ndo, da criacao destas para tornar possivel o estudo de um
dado objeto da matematica escolar em uma dada posi¢ao dessa instituicao.

Desse modo, parece-nos claro que a pratica de ensino como uma
transposicdo didatica interna esta na pratica docente da escola, e a matematica
escolar, nesse caso, nao se confunde com outra matemética, pois € a matematica
gue vive na escola, com a diferenca que nesse processo, quando problematizada,
se busca dar uma organizacdo, ou seja, certa estrutura as praticas de modo que
permitam encontrar um saber, ndo necessariamente, matematico. Nesse sentido,
parafraseando Chevallard et al (2001) sobre o problema da elaboracéo do curriculo,
a tarefa do professor ndo se reduz unicamente em sequenciar e temporizar 0s
objetos matematicos da escola, mas realizar um trabalho de reorganizacdo dos
elementos técnicos e tecnolégicos que compde cada obra, com base nas questbes
as quais ela responde. Trata-se de uma verdadeira reconstrucao criativa das
praxeologias* que fazem parte da escola.

Mas, a teoria da transposicdo didatica, que deixa claro as diferentes
problematicas que circulam e condicionam diferentes aspectos da transposicao
didatica de um dado saber, com especial atencdo sobre o sistema didatico
constituido pelo saber, pelo professor e pelos alunos, em inter-rela¢des, ndo anuncia
claramente a transposicdo didatica interna realizada pelo professor como

problematica.

‘0 jeito de fazer e de pensar as atividades institucionais.
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A transposicdo didatica interna ganha novos contornos dentro da Teoria
Antropolégica do Didatico (CHEVALLARD,1999). Esta teoria, uma forma ampliada
da teoria da transposicao didatica, por meio de seu modelo praxeoldgico pde em
evidéncia a relatividade do saber a partir da nocdo das transposicoes didaticas entre
diferentes instituicbes, que exigem adaptacbes das praticas com o0s saberes
segundo novos jeitos de fazer e pensar o conhecimento. Na subsecdo seguinte

discorremos sobre esses novos contornos da TDI a partir da TAD.

2.2 COMPREENSOES DA TEORIA ANTROPOLOGICA DO DIDATICO (TAD)

A relatividade do saber concebida pela transposicdo entre as diferentes
instituicdes, onde ele vive e se transforma, o faz ser assumido em definitivo como
qualquer estrutura ou organizacdo possivel de atuacdo do conhecimento humano e
gue pode ser modelado por praxeologias.

De outro modo, falar de saber significa falar de atividades humanas situadas,
que podem ser compreendidas de modo mais especifico como um saber fazer,
constituido de uma tarefa (T) e um jeito de fazé-la, que é denominado de técnica (6),
gue sempre se faz acompanhar, de modo indissociavel, de um discurso, logos [0, O]
ou saber, mesmo que esse pareca ausente, constituido por uma tecnologia (8) e
uma teoria (©) com a funcao de justificar, explicar ou produzir a praxis, mesmo que
esse discurso se reduza a uma afirmacao do tipo “aqui € assim que se faz”. Assim, a
praxeologia € um produto da integracéo dos elementos T, 6, 6, ©.

Uma pessoa, que vive numa dada posicdo de uma instituicédo, realiza tarefas
relativas com dados objetos com a imposicdo, nem sempre explicita, do jeito de
fazer e do jeito de pensar dessa instituicdo para aquela posi¢ao, que o leva a criar
para si um conjunto de relagdes com esse objeto, mais ou menos em conformidade
com essa instituicdo. As praxeologias e as relacdes da pessoa com 0s objetos
correspondentes constituem o equipamento praxeoldgico e 0 universo cognitivo da

pessoa relativo aquele objeto. No quadro da TAD

Uma pessoa x € 0 resultante de seu passado e presente de
conformidades institucionais. O conhecimento de uma pessoa x pode
assumir duas formas principais. Em diacronia, podemos imaginar o
fazer da histéria da pessoa como sujeito, por meio da cronica de
suas conformidades e contra conformidades. Em sincronia, podemos
imaginar o quadro de suas relacdes pessoais, que € dizer o que eu
chamei acima de seu universo cognitivo UC (x) [...]. Mas também
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podemos encarar o conjunto de praxeologias que a pessoa dispoe,
ou que esta equipada (mesmo que ela ndo possa atualizar tal ou tal
praxeologia que venha a ocupar tal posicdo dentro de tal instituicdo):
€ 0 que chamo de equipamento praxeoldgico da pessoa. Claro que,
mesmo que haja uma histéria da pessoa como sujeito, existe uma
dindmica cognitiva, que € o que faz com que alguns objetos
desaparecam da UC (x), enquanto outros irdo aparecer, € h4 uma
dindmica praxeoldgica em que o equipamento praxeoldgico de x, que
denotamos por EP (x), muda — algumas partes deste equipamento
perdem suas caracteristicas de operag¢do, enquanto outras partes
sdo remodeladas e novos elementos sdo adicionados ao longo do
tempo (CHEVALLARD, 2009a, p. 6-7, tradu¢do nossa).

Parece claro que o0 equipamento praxeoldégico de uma pessoa,
correspondente a seu universo cognitivo relativo a um dado objeto, € fruto de sua
histéria de conformidades — passadas e presentes — em distintas instituicdes, cada
uma com seu equipamento praxeoldgico e universo cognitivo proprios®, mesmo
admitindo-se congruéncias parciais ou totais, relativas as praxeologias com esse
objeto.

Torna-se oportuno destacar que uma praxeologia que vive em uma dada
instituicdo pode ser fruto de alteracbes e recombinacdes praxeoldgicas que,
segundo Chevallard (2009a), sdo um fendmeno no coragdo da historia das

praxeologias.

Se N1 @ A denota uma praxeologia [T / 1/ 6 / ©] existente em uma
instituicdo I, a sua transposigdo para outra instituicdol*, pode-se
denotar por (M @ A)*, e pode em alguns casos (aproximadamente)
se escrever 1 @ (A*); Neste caso, a praxis sera bem
(essencialmente) a mesma, mas o logos tera mudado. A praxeologia
transposta (I @ A)* as vezes pode também ser escrita ([1%) @ A,
na qual o logos ser4 mantido, mas a préaxis alterada, e que as vezes
€ esvaziada de sua substancia (teremos M* = @) (CHEVALLARD,
2009a, p. 4, traducdo nossa).

E preciso ter clareza que as alteracdes e recombinacdes praxeoldgicas
podem ser frutos da transposicéo didatica de praxeologias entre instituicbes, como
também podem ser fruto da reconstrucdo de uma praxeologia que vive em uma
dada posicdo, de modo a atender novas condi¢cdes impostas pelos niveis mais

externos de codeterminacéo didatica advindas da pedagogia, ou da escola e até

® Para fazer coisas, nés seres humanos nos reunimos em coletivo — as instituicbes — que nos
oferecem (e impdem) determinadas maneiras de fazer e de pensar proprias — as praxeologias
(BOSCH; GASCON, 2009, p. 93).
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mesmo da sociedade, mas, sobretudo, para atender uma necessidade do professor
para o ensino de uma praxeologia nessa instituicao.

Aqui emerge o papel do professor no processo de transposicdo didatica,
como o agente das alteracbes e combinacfes praxeoldgicas, por necessidade do
ensino para levar a aprendizagem, mais precisamente, o problema anunciado por
Chevallard (2002, 1998a, 1998b) como problema praxeolégico do professor de
reconstruir uma organizacdo matematica OM, de modo que possa ser estudada

numa dada posicao da escola.

Podemos falar, entdo, de uma praxeologia didatica do professor
relativa a uma organizacdo matematica OM concreta. E a resposta
Ry = [Tn/t/9:/0,] que cada professor da ao problema de
reconstruir uma OM concreta em uma instituicdo concreta (BOSCH,;
GASCON, 2001, p. 2-3, traducio nossa).

As alteracbes e recombinacdes praxeoldgicas atendem uma necessidade
institucional e também uma necessidade pessoal do professor. Pois, ndo se deve
esquecer que um professor, sob a compreensédo da TAD € uma pessoa portadora de
uma histéria como sujeito de diferentes instituicbes, passadas e presentes, mas que
nao perde seu papel de agente social que deve ser capaz de impor dinamicas
praxeoldgicas e cognitivas capazes de transformar partes de seu universo cognitivo
e de seu equipamento praxeoldgico ao longo do tempo, de modo a construir
respostas a questdes demandadas pela pedagogia, escola, e pela sociedade e a
cultura em que esta inserido. A auséncia dessa capacidade de realizar dinamicas
praxeoldgicas e cognitivas impediriam todo o poder criativo desse professor.

Assim, a formacao de um professor para enfrentar o problema praxeologico
concreto, exigiria adequagdes do professor a novas conformidades institucionais
resultantes de suas dindmicas cognitivas e praxeoldgicas.

E sob essa compreensdo que a formagdo do professor, “formal ou informal”
(CHEVALLARD, 2009a, p.7), pode ser anunciada como o problema de leva-lo a
imprimir mudancas em seu equipamento praxeoldgico correspondente a seu
universo cognitivo relativo a um dado objeto de ensino, tendo em conta o trabalho de
identificar e tratar os conflitos relacionados aos choques entre as novas
conformidades e as conformidades anteriores, quando as primeiras se mostrem

incompativeis com a suas relacdes e praticas com um dado objeto.
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Postulamos que esse problema — um problema praxeol6gico concreto de um
professor relativo a um dado objeto de ensino, considerando as condigbes e
restricbes impostas pelos diferentes niveis de instituicbes sobre as praticas desse
objeto — pode ser enfrentado por meio do processo de transposicao didatica interna
quando realizado de forma engajada por esse professor.

Mais precisamente, esse enfrentamento pode iniciar-se a partir do problema
de formacédo anunciado por Chevallard (2009a) de encontrar as condicbes que
permitam ao professor mudar sua relacdo com um dado saber escolar.
Consideramos essa mudanca de relacdo como uma mudanca de seu equipamento
praxeoldgico e suas conexdes, incluindo as situacdes, relativas a esse saber. Assim,
postulamos que o problema praxeolégico do professor de encontrar uma resposta
para reconstrucdo de uma OM concreta pode ser denotado como um Problema
Pessoal de Formagao Docente (PPFD).

Assim, realizar uma transposicdo didatica consiste em recriar uma
organizacao articulada e integrada de praxeologias, inclusive de seus fragmentos
praxeoldgicos, para atender a uma intencédo de ensino, pois sob a TAD, o saber a
ser ensinado necessita responder uma ou mais questbes, matematicas ou
extramatematicas, que |he deem sentido. Tal processo implica reconstruir
organizacOes de tarefas da matematica escolar que atendam a intencdo de ensino
mencionado, e isso, como um problema praxeoldgico do professor faz emergir o
guestionamento sobre o que ensinar do saber e como ensinar.

A busca de respostas a tal questionamento, relativas aos saberes da
matematica escolar, conduz a uma das linhas de investigacdo previstas pela TAD
gue considera os saberes da epistemologia e da histéria da matematica, inclusive
dos saberes que funcionam com matemaética, ndo necessariamente nessa ordem ou
de modo simultdneo. Pois, essa infraestrutura de saberes, pode permitir construir
uma epistemologia artificial para o saber considerado, que é chamada de Modelo
Epistemolégico de Referéncia — MER — como uma fecunda trajetoria de
praxeologias.

E nesse contexto, que uma resposta a questdo inicialmente anunciada® se

coloca como uma das possiveis respostas ao problema de formacéo, formal ou

® A pratica de ensino quando realizado por um professor que questiona as praticas com matematica
gue vivem nas instituices escolares, relativo a um dado objeto matematico escolar, encaminha uma
trajetdria pessoal de formacdo docente relativo a esse objeto?
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informal, do professor de matemética relativo a um dado objeto de ensino. Mas,
como construir a resposta a questdo inicialmente posta? Para isso € preciso
considerar o modelo praxeoldgico proposto pela TAD por se constituir em potente
ferramenta para a analise e o desenvolvimento de organizacbes praxeologicas.
Chevallard (2002) expressa o problema praxeolégico por meio de uma sequéncia de

guestdes preliminares, segundo o trecho a seguir:

O problema praxeolégico do professor pode ser expresso em uma
pequena sequéncia de questdes altamente inter-relacionadas,
embora ndo muito especificas (Chevallard, 1999). Em primeiro lugar,
guais os tipos de tarefas que o professor deve executar na escola,
relacionadas a determinados objetos matematicos? Que técnicas
estdo disponiveis para realizar esses tipos de tarefas? Qual é o seu
significado? Que controle que ele tem de qualquer uma destas
técnicas e o dominio que os alunos tém delas? O que ele pode fazer
para melhorar esse controle, para participar na criagcdo e eventual
difusdo de novas técnicas e novos tipos de tarefas mais adequadas?
Finalmente, quais tecnologias foram induzidas por quais teorias para
justificar e explicar as técnicas e os tipos de tarefas? Até que ponto
essas tecnologias sdo conhecidas por ele? O que ele pode fazer
para melhorar este conhecimento? Para participar da criagdo e
difusdo de quaisquer teorias e tecnologias mais adequadas?
(CHEVALLARD, 2002, p. 1, tradugdo nossa).

Para o enfrentamento do problema praxeoldgico, o modelo proposto pela TAD
€ posto a partir de construcbes de compreensGes sobre a pratica docente
considerando articulagbes e combinacdes do modelo minimo denominado de
praxeologia pontual que, nas relacdes com outras praxeologias pontuais, ganha
complexidade segundo, mas nem sempre evidente, um dado saber. Isso é

compreendido pelo seguinte extrato de texto:

As organizacdes pontuais v8o assim se agregando, primeiramente
como organizacdes locais, [Tij/ai/e/@], centradas sobre uma
tecnologia 6 determinada, em seguida em organizacbes regionais,
[T;;/01;/6;/0], formada em torno de uma teoria ©. (Além disso,
nomeamos uma organizagdo praxiologica global o complexo
praxiologico [Tijk/ﬁijk/ejk/Gk] obtido em uma determinada instituicdo
pela agregacao de varias organizacdes regionais correspondentes a
varias teorias 0, (CHEVALLARD, 1999, p. 5).

Essa compreensdo orienta um modelo taxiondbmico das organizacbes
praxeolégicas que “implicitamente” aponta a construgdo por articulagdes e

combinacgdes de outras organizacdes praxeoldgicas, com certa estrutura e unidade,
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que pode ser tomado, em sentido lato, como um MER’, como j& anunciado
anteriormente, para um dado saber.

A partir dessa compreenséo, a TAD remete a modelos strictu senso em que
as praxeologias matematico-didaticas sdo construidas de modo a fazer com que o
saber surja por meio de tipos de tarefas que se desdobram em outras tarefas que
Chevallard (2002) denomina de sistema de tarefas. Assim o saber ndo surgiria de
forma repentina para o0s sujeitos da escola, mas organizado em um sistema
inteligivel que o torne visivel a medida que evolui a organizacéo didatica.

O ensino superior, em geral, faz o saber fazer parecer como uma simples
aplicacao do "saber" e também faz parecer aos sujeitos desse nivel de ensino que o
texto do saber € o préprio saber. Ali € dominante a abordagem axiomatica, por
exemplo, que pde em evidéncia a teoria por meio de suas tecnologias em

movimentos, como parece substanciar o extrato de texto a seguir:

A passagem de uma praxeologia pontual [T/6/6/0] para uma
praxeologia local [T;/6;/6,0] destaca a tecnologia 8, bem como a
posterior passagem para uma praxeologia regional [T;;/6;;/6;, ©] poe
em primeiro plano a teoria ®. Em ambos o0s casos, a visibilidade do
bloco do saber aumenta, em detrimento do saber-fazer.
(CHEVALLARD, 1999, p. 6).

Essa percepcao do saber como texto do saber pode ser tomada, em analogia,
na Educacéo Basica pelos professores. As praticas escolares, nesse sentido, seriam
versdes ou transposicoes didaticas das praticas matematicas da academia, que em
geral, sdo suficientemente ingénuas, ou mesmo infantilizadas, que dispensariam, no
maximo, olhares suspeitos quanto aos aspectos ditos conceituais dos objetos
matematicos.

As praticas escolares seriam complexas por agregarem elementos
pedagdgicos ndo conhecidos ou reconhecidos pela instituicdo de formacgéo
especifica, a Matematica, mas sem despertar questionamentos por estarem
substanciados nos textos escolares chancelados pela sociedade por meio da
noosfera com o selo do PNLD®, por exemplo. A esse respeito, Bosch e Gascon

(2009) assumem que além das praxeologias matematicas a ensinar, o professor

! Segundo Sierra (2006), um MER é uma reconstrucado racional da organizacdo matematica (OM) em
torno de um determinado objeto matematico de estudo para o desenho, experimentacédo e analise de
processos de estudo. Ou seja, a construcdo de um MER tem objetivos de analise e desenvolvimento
de organizacdes matematico-didaticas para uma instituigéo.

® Plano Nacional do Livro Didatico.
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deve ativar outros tipos de praxeologias para 0 ensino, ou seja, 0 equipamento
praxeoldgico matemético do professor ndo pode reduzir-se aquilo que deve ensinar.
Entretanto, isso ndo parece estar evidente para os professores em sua pratica de
ensino.

Assim, o0 saber escolar é o texto do saber. Sem questionamentos. N&o fica
claro que a atividade matematica da escola, em contraste com um modelo com
estrutura e unidade segundo um saber, mostra-se dominada por mobilizacdo de
nocbes paramatematicas® e protomatematicas’® que, como ferramentas
indispensaveis, engendram modos de fazer as tarefas que permitem torna-las
exercicios rotineiros naturalizados que despistam a necessidade do saber.

Esse fazer, que demanda uma situacao para evocar o modo de fazer, produz
desarticulacdes entre as organizacdes matematicas estudadas que colaboram, sem
davida, para tornar invisiveis possiveis questionamentos aos alunos e, ndo menos
importante, aos professores, sobre as praticas da escola com um saber considerado.
O problema da desarticulacdo vem sendo enfrentado pelo programa epistemologico
em diversas pesquisas em didatica da matematica (BOLEA, 2003; FONSECA, 2004;
SIERRA, 2006; GARCIA, 2005; GARCIA et al, 2006; BARQUERO, 2009; ANDRADE,
2012; GUERRA e ANDRADE, 2013; ASSUNC}AO, 2016; SILVA, 2013; SILVA, 2017,
FONSECA; BOSCH e GASCON, 2010; LUCAS et al, 2014, RODRIGUEZ, 2005) que
evidenciam que as praxeologias pontuais sdo marcadas por tarefas e técnicas que
ndo se desdobram em outras tarefas por necessidade de transformacédo ou
mudanca da técnica. Ou seja, na escola ndo é raro o ensino de matematica se dar
por praxeologias pontuais em que ndo ha articulacées entre as mesmas por meio do
trabalho da técnica. Esses pesquisadores encaram esse problema como o da

desarticulacdo como anuncia Garcia et al (2006, p.10, tradug&o nossa):

° As nocdes paramatematicas sdo objetos dos quais o professor toma consciéncia deles, que lhes da
um nome (“parametro”, “equacado”, “demonstracao”, etc.): em resumo, objetos que entram em seu
campo de percepcdo didatica. Estas nogBes sdo nogOes-ferramenta da atividade matematica:
“normalmente” ndo sdo objetos de estudo para o matematico. As nocgdes paramatematicas sao
%eralmente pré-construidas (por mostracéo) (CHEVALLARD, 2005, p.58-59, itélicos do autor).

Nocbes protomatematicas sdo aquelas mobilizadas implicitamente pelo contrato didatico. Sdo os
extratos mais profundos das noc¢des (CHEVALLARD, 2005, p.60). S&0 objetos que ndo possuem uma
denominacao e nao ha algoritmo para seu uso, mas sdo fundamentais para o ensino de nogfes
paramatematicas e matematicas. Por exemplo, a identidade a2 - b2 = (a + b)(a — b) supde a
consideragdo de nog8es paramatematicas tais como a nogdo de fatoracdo e de simplificagdo, que por
sua vez devem ser consideradas a luz de nog¢des protomatematicas, como a nogdo de padrdo, de
simplicidade, etc (CHEVALLARD, 2005, p. 65).
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Como organizar o ensino da matematica escolar, de forma a
provocar a ligacdo dos diferentes tipos de conteldo: conceitos,
procedimentos e atitudes? Como conseguir que esse conhecimento
mateméatico aprendido pelos alunos ndo serdo reduzidos a um
conjunto de técnicas desconectadas mais ou menos algoritmicas e
sem qualquer sentido?

N&o ha, assim, clareza para o professor sobre o quanto € problematica a
construcdo de novas organizacGes didatico-matematicas, um de seus problemas
primordiais para o exercicio profissional, o ja anunciado problema praxeoldgico do
professor de reconstruir OM de modo que possa ser estudada numa dada escola.
Nesse sentido, Chevallard (1998a, 1998b) anuncia as duas grandes tarefas do
professor:

A primeira consiste nas tarefas de concepcéo e organizacdao de
dispositivos de estudo e gestdo de seus ambientes (um dispositivo
sendo o componente material de uma técnica, por oposicao a sua
componente gestual); a segunda, nas tarefas de ajuda ao estudo, em
particular da direcdo de estudo e ensino, com o qual € chamado para
realizar sua implementagdo, no quadro dos dispositivos
anteriormente mencionados, de técnicas didaticas determinadas.
(CHEVALLARD, 1998b, p.10).

No entanto, a presenca de um agente perturbador sobre uma praxeologia
escolar com um dado objeto de ensino, pode fazer encaminhar tal problematica. Por
exemplo, quando emerge a necessidade de adequar uma praxeologia a uma
reducdo do tempo de ensino, como acontece para a EJA (Educacao de Jovens e
Adultos), ou um professor do Sistema Multisseriado que teria que organizar 0s
objetos de ensino para alunos de anos diversos na mesma sala, como trata a tese
de Silva (2013). Mas, sobretudo, por meio de elementos tedéricos da TAD que, em
seus fundamentos, evidencia a necessidade de se questionar o saber a ser
ensinado.

Nesse ambito, da TAD, o MER surge como um dispositivo que torna possivel
ao professor desenvolver organizacfes didatico-matematicas como respostas ao
seu problema praxeoldgico.

Contudo, é necessario considerar pelo menos as seguintes questdes,
implicadas entre si, mesmo que parecam ingénuas: Qi — Como construir um MER
para um dado objeto de ensino, ou um tema, por exemplo? Qi — Como construir um

sistema de tarefas que mantenha a unidade da estrutura estabelecida pelo MER?
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Primeiro, para a questédo Q;i;, porque o MER poderia ser desenvolvido a partir
da matematica académica que disporia de saberes capazes de fundamentar
gualquer objeto matematico. No entanto, ndo é dificil perceber que a matematica da
escola envolve objetos legitimados pela cultura escolar como objetos matematicos
que se mostram estranhos aos matematicos: a fracao, a regra de trés e a reducéo a
unidade sdo exemplos classicos dessa afirmacao. Portanto, a tarefa de construir um
MER para os objetos da matematica escolar nem sempre sera alcancada pela
matematica da academia.

De outro modo, a resposta a primeira questdo parece nao ser fécil,
principalmente tomando a atividade mateméatica académica como referéncia. Exige
grande investimento de tempo e infraestrutura matematica para tal fim, como pode
ser notado pelo esfor¢co de Felix Klein (1908), citado por Gascon (2014), ao buscar
tratar as praticas escolares com fundamentos da matematica académica, e, mais
recentemente, pelo grupo de pesquisadores da didatica da matemética liderado por
Gascon (2010) para a analise praxeologica de organizacdes matematicas que vivem
na escola.

O uso da matemética académica na constru¢do de um MER pode produzir
rupturas com as praticas da matematica escolar, como acontece, por exemplo, com
o método da reducdo a unidade, sempre rejeitado por argumentos eruditos da
matematica, mas com forte uso nas escolas e disciplinas das ciéncias aplicadas.
Alias, invariavelmente, a matematica académica, tomada como referéncia, conduz,
por conflitos com seus objetos, a morte de organizacdes praxeoldgicas escolares,
como o estudo da regra de trés, das fracOes, entre outros, que, ainda assim,
insistem em viver na escola. Bosch (1994), por exemplo, afirma que o Método da
Redugdo a Unidade (MRU) €& um instrumento discursivo pouco técnico e
eminentemente natural que se justifica pelo simples fato de realizar-se na escola ou
livros didaticos. Entretanto, Assuncédo (2016) analisa que o MRU, que esta presente
nas praticas sociais e na escola € um saber que ndo apenas se realiza para
satisfagdo da matematica escolar, mas como método para enfrentamento de
problemas reais.

Segundo, em relacdo a questao Qj;, que uma vez construido o MER, mesmo
com alcance limitado, a sua tradugdo em um sistema de tarefas ndo € Unica e nem

acabada. Isto quer dizer que pode implicar na mudanca do MER, considerando a
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emergéncia de condigcbes nao presentes na constru¢gdo desse modelo. Nesse
sentido, Bosch e Gascon (2010) amparados em Chevallard (1991), afirmam que:

A teoria da transposicdo didatica nos ensina que ndo ha nenhum
sistema de referéncia privilegiado para as andlises das diferentes
etapas do processo de transposi¢do didatica. Porém a auséncia de
um sistema de referéncia absoluto ndo faz menos imprescindivel a
utilizacdo de sistemas de referéncia relativos adequados a cada
situacdo, modelos cujo carater hipotético |hes atribui uma
provisionalidade permanente, ou melhor dito, uma evolugéo
permanente e sempre submetidos a prova do contraste empirico e
reformulados em fungc&o dos novos problemas por abordar (BOSCH,;
GASCON, 2010, p. 61, traduc&o nossa).

Ou seja, preparar e realizar o estudo de objetos ou temas matematicos a
partir de um MER nao é tarefa simples. Mesquita (2011), em sua dissertacao de
mestrado, deixa claro haver conflitos entre o que o professor organiza e aquilo que
executa no ensino. Pois pode haver, ndo raramente, estranhamentos entre um novo
tipo de tarefa planejada pelo professor, por exemplo, com respeito a ergonomia da
organizacao praxeoldgica naturalizada pela escola para as praticas do professor em
sala de aula para uma posicdo dessa escola; uma nova tarefa, pertencente ao
equipamento praxeolégico do professor e que ele considera indispensavel por
promover conexdes entre tarefas de uma organizacdo praxeoldgica, em atendimento
a um MER, pode causar estranhamentos, por exemplo, por ndo estar naturalizada
na pratica docente do professor para aquela organizacao praxeoldgica.

Em resumo, é no momento de realizar em sala de aula sua organizacao
didatica, ao justapor fragmentos praxeoldgicos, que o professor podera notar que ha
uma incompatibilidade entre novos fragmentos e os demais. Isso significa que ha
uma organizacdo matematica que precisa ser conciliada com a organizagao didatica
correspondente.

Para responder as questdes (Qi1 e Q;2), questionamos a formacédo docente
quanto a infraestrutura didatico-mateméatica que permite a empreitada de conciliacdo
da organizacdo matematica e didatica que atendam a um MER.

Essa infraestrutura ndo esta pronta e ndo € disponibilizada na formacao inicial
do professor, uma vez que a formacdo especifica e a formacdo pedagdgica, em
geral, tomam a construcéo de sequéncias didaticas de modo naturalizado, e por isso
nao questionam as praxeologias com 0s objetos matematicos a serem ensinados

como engendradores de saberes.
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Esses aspectos da formacao inicial fomentam desencontros dos professores
com o0 seu papel na reconstrucdo de organizacdes praxeoldgicas e, com isso, 0
préprio problema praxeoldgico do professor. Podendo levar o professor a ignorar
gue o uso das praxeologias com objetos matematicos estdo sujeitos a condicdes e
restricdes dos niveis de codeterminacao didatica* além do nivel da disciplina.

No entanto, considerando a TAD, persistirA 0 questionamento sobre a
possivel existéncia de um MER sobre um dado objeto de ensino da matematica da
escola que possa ser traduzido por meio de um sistema de tarefas que vivem na
escola, inclusive em potencialidades, e, portanto, sujeitos as condi¢ces e restricdes
impostas pela escola e os demais niveis de codeterminacdo didatica, mesmo que
nao se possa de todo percebé-los.

Esse MER poderd conduzir, frente o carater pontual das praxeologias
escolares, fortemente desarticuladas e com a naturalizacdo de tarefas, a uma
possivel resposta a seguinte questdo que, parafraseando Gascon (2010) sobre o
problema da desarticulacdo, pode ser assim anunciada: Como conseguir que 0s
conhecimentos matematicos da escola ndo se reduzam, para os professores, a um
conjunto completamente desarticulado de técnicas mais, ou menos, algoritmicas e
carentes de sentido?

Como j& destacamos, € inegavel que o modelo praxeoldgico estrutural e
taxionbmico da TAD orienta um modelo geral de constru¢cdo de organizacdes
praxeoldgicas segundo um saber ao postular que a passagem de uma praxeologia
pontual para uma local, pde em evidéncia a tecnologia, e de uma local para uma
regional evidencia a teoria em que o saber vai, assim, se tornando mais visivel.
Assim, este saber ndo esta necessariamente pré-construido® e sim em construcéo
por meio de combinac¢des e recombinagdes praxeologicas.

Dessa maneira, 0 MER néo estaria necessariamente pré-construido a espera

de ser descoberto, pois a passagem de um nivel de organizacédo praxeoldgica para

! Desde a formulacdo da teoria da transposicéo didatica e do elemento essencial que é o sistema
didatico em que o saber que é eleito para ser ensinado vai ter seu derradeiro discurso, Chevallard
(2005, 1999, 2009b) define que o SD sofre influéncia de diversos niveis: os niveis de codeterminacgéo
didatica que exercem seu papel no processo de TD. De forma simplificada, os niveis podem ser
dispostos em ordem decrescente em hierarquia da seguinte forma: humanidade — civilizagdo —
sociedade — escola — pedagogia — disciplina — area — tema — setor.

'2 para Chevallard (2005) um saber pré-construido esta estreitamente subordinado a uma situagao
definida, a um contexto, que é absolutamente ndo descontextualizavel. Opde-se a algoritmizacao,
que reduz o saber a algoritmos.
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outro nivel superior de organizagdo vai se constituindo em um processo de
construcdo do saber.

A busca em dar unidade as praxeologias escolares relativa a um objeto de
ensino, sem duavida, determina certa estrutura segundo uma tecnologia/teoria que
ndo estd definida a priori, mas que se constituira a partir da ecologia das
praxeologias demandadas pelo equipamento praxeoldgico, segundo a posicdo da
escola considerada. E isso requer que o professor questione as técnicas dominantes
nas praticas com matematica da escola, que estdo sempre prontas para funcionar
sem conflitos com as tarefas que as requerem. Sierra, Bosch e Gascon (2013)
propdem o questionamento tecnoldgico-tedrico em que as técnicas sdo tomadas
como objeto de estudo e ndo apenas como ferramentas prontas para uso nas
tarefas a que se destinam.

Sob essa compreensdo, o problema praxeolégico pessoal concreto de um
professor quando enfrentado sob as condicdes e restricdbes concretas de uma ou
mais escolas, o levara — por meio do processo de transposi¢do didatica interna
realizada em dialética continua, consigo e com diferentes instituices, inclusive de
professores em formacao — a construir compreensdes sobre o objeto de ensino em
comunh&o com um sistema de tarefas em unidade.

A compreensao do saber pelo professor, que é obtido em comunhao com o
sistema de tarefas que vive nas praticas docentes sobre esse saber, é aqui
denominada de Modelo Epistemologico Pessoal de Referéncia (MEPR). Pois, ndo
podemos esquecer que a dimenséo pessoal do problema praxeoldgico do professor
se impde quando se observa que a construcdo de uma resposta para o
enfrentamento desse problema demanda dinadmicas cognitivas e praxeolégicas da
pessoa do professor. Além disso, essa dimensdo se impde também considerando
que a dimensdo institucional se desenvolve em dialética com a dimenséao pessoal,

Ou seja, ndo ha instituicdo sem pessoas.

Existe uma dialética entre as relacdes institucionais e pessoais; as
primeiras proporcionam as condicdes e restricbes sob as quais se
criam e evoluem as segundas; as segundas sao pontos de apoio
para as primeiras quando alcangam um estado idéneo segundo as
exigéncias institucionais (ARAYA; MATHERON, 2007, p.262,
traducdo nossa).
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N&o queremos, assim, afirmar a dispensabilidade do enfretamento problema
praxeologico pela instituicdo docente, mas destacar a indispensabilidade da
dimenséo pessoal desse problema para a formacao do professor.

Portanto, o sistema de tarefas associado com o MEPR, forma o par (ST,
MEPR), que constitui uma das respostas possiveis ao problema praxeoldgico
concreto de um professor de acordo com o modelo praxeolégico proposto pela TAD.

Esse processo quando realizado com engajamento pelo professor, podera lhe
prover diferentes sistemas didaticos que o levardo ao encontro com diferentes
instituicbes, professores, obras académicas e das escolas basicas que irdo
providenciar a infraestrutura necessaria para o enfrentamento da problematica
anunciada.

Ressaltamos que o texto do saber, que se constitui em uma organizacao
praxeoldgica para o ensino de um saber, € construido pelo professor em iterages
com sua relacdo com o saber a ser ensinado, ou seja, a partir de sua historia de vida
com as praxeologias em situacdo de ensino ou estudo, em diferentes instituicdes de
ensino em gue atua e atuou como professor, como professor-aluno em formacdes
continuadas e até quando aluno em formacao nos diferentes niveis de ensino.

Os encontros nesse processo de transposicdo didatica interna podem ser
breves ou intensos e se constituem, em retrospectiva sincrénica, na Trajetoria
Pessoal de Formacéo Docente (TPFD) relativa a um dado objeto de ensino.

Esse caminhar constitui a metodologia da investigacdo para o enfrentamento
da questdo dessa tese, pois, ndo esquecamos que um dos objetos de interesse da
TAD € a ac¢do do professor em situacédo de estudo — sob um conjunto de condi¢des
impostas por uma ou mais instituicées, anunciada por Chevallard (2009b) — de
encontrar uma praxeologia para um objeto de ensino, considerando as restricoes
institucionais impostas, que atenda a um dado conjunto de condi¢cdes admissiveis,

mesmo que em potencialidade, por si e pelas instituicdes consideradas.



36

3 METODOLOGIA DE PESQUISA: UMA TRAJETORIA PESSOAL DE
FORMACAO DOCENTE

Neste capitulo é realizada a construgdo da metodologia da pesquisa para o
enfrentamento da questdo de tese anunciada. A formacdo de sistemas didaticos é
fundamental para o desenvolvimento da metodologia, uma vez que por meio deles, o
Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP) se concretiza. Dessa maneira, para a
organizacdo desse capitulo sdo dadas nocdes de sistemas didaticos, principal e
auxiliar, e em seguida é apresentada a metodologia para o enfrentamento da

guestao de tese.

3.1 SISTEMA DIDATICO PRINCIPAL (SDP) E SISTEMAS DIDATICOS
AUXILIARES (SDA)

3.1.1 Nog¢des Fundamentais

Comecamos pela definicdo de objeto, que Chevallard (1992, 2009a) nomeia a
qualquer coisa, material ou ndo, que exista pelo menos para uma instituicdo ou uma
pessoa. Assim, tudo é objeto, incluindo as pessoas. Em particular, qualquer prética,
ou seja, todo produto intencional da atividade humana é um objeto.

E, por outro lado, uma instituicdo | para Chevallard (1992, 2009a), é um
dispositivo social “total”, ou mesmo uma parte muito pequena do espaco social, mas
gue impde a seus sujeitos (ou mais precisamente, para as pessoas X que ocupam
nela diferentes posi¢des) o seu jeito de fazer e pensar, ou seja, suas praxeologias.
Para exemplificar, uma escola é uma instituicdo, a familia, um curso, a vida
cotidiana, o professor, sdo instituicdes. Assim, segundo Chevallard (1992, p.127,

traducao nossa), num quadro da antropologia cognitiva:

O objeto O existe para x (respectivamente para I) se existir um objeto
R (x,0) (respectivamente RI (O)), a que se chama de relacdo pessoal
de X com (O) (respectivamente, relacdo institucional de 1 com O).
Assim, 0 objeto O existe se existir ao menos para uma pessoa X ou
para uma instituicdo I, ou seja, se pelo menos uma pessoa ou uma
instituicdo | tiver uma relagdo com esse objeto.
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Podemos falar, entdo, da relacdo da pessoa com o0 objeto e de relagdo da
instituicdo com tal objeto, compreendendo que uma pessoa pode assumir o papel de
instituicdo. A dada instituicdo | esta associado um conjunto de objetos O, e existe
uma relacdo R, (O) dessa instituicdo com esses objetos. Por outro lado, o sujeito
surge para a instituicdo quando sua relacdo pessoal com o0 objeto passa a se
conformar com a relacédo institucional a este objeto, ou seja, R (X, O) = R|(O).
Dizemos que este € um sujeito conformado a instituicdo. Se a relacdo pessoal R (X,
O) passou a existir para a pessoa ou se mudou para se conformar a resposta R;(0),
ha uma aprendizagem relativamente a “O” (CHEVALLARD, 1992, 2011a).

Chevallard (1992) chama atencéo para uma noc¢ao fundamental: a relacdo da
instituicdo com o objeto ndo € Unica, mas existe para cada posicdo P na qual os
sujeitos de | ocupam seu lugar.

Além disso, uma pessoa € formada por um complexo de conformidades
institucionais a dado objeto, e isso faz com que ela nunca seja completamente
conforme, em sua histéria de conformidades, a determinada instituicdo. Isso produz
uma pseudo-liberdade do sujeito para exercer seu poder de criacdo na instituicao.
Chevallard (1992) refere-se a uma clivagem em que R (X, O) apresenta-se em duas
componentes: publica e privada. Enquanto a publica € a que se faz vista pela
instituicdo e é objeto de avaliacdo institucional em que esta da o veredicto da
conformidade ou ndo do sujeito, a componente privada é invisivel, e escapa a esta
avaliacéo.

E na componente privada que as sujeicbes a diversas instituicbes irdo
trabalhar nas relacdes pessoais, inscrevendo assim a coloracdo prépria da pessoa.
Entretanto, € devido a essa componente privada que o sujeito pode viver sua
adeséo voluntéaria a instituicdo (CHEVALLARD, 1992). Ou seja, as rela¢des pessoais
e institucionais estdo sempre em uma dialética, na qual as dinamicas praxeoldgicas

e cognitivas, institucional e pessoal, vivem em constante interdependéncia.
3.1.2 Formagéo dos Sistemas Didaticos
Nas instituicbes que tem a intencdo de ensino (no quadro da antropologia

didatica), como a Escola, cada sujeito tem sua posicdo determinada. Entre o

conjunto p (I) de posi¢des institucionais, duas merecem destaque: o professor como
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pessoa que tem a tarefa de ensinar um objeto do saber a ser ensinado (ou seja,
impor a relagdo institucional/pessoal ao novo sujeito) e o aluno como sujeito do
saber (CHEVALLARD, 1995). O professor, representando a instituicdo de ensino, ira
dispor de seu equipamento praxeoldgico para dar inicio ao processo de estudo de

um dado objeto “O”, momento em que o sistema didatico (SD) se forma.

O sistema didatico se forma cada vez que algumas pessoas se
deparam com uma questdo cuja resposta ndo seja evidente e
decidem fazer algo para resolvé-la. Nesse caso as pessoas se
transformam em estudantes da questdo, sem que por isso devam ser
forcosamente alunos. [...] Também podem ser, claro, professores que
estudam questdes de matemética no ambito de uma atividade
docente (CHEVALLARD; BOSCH; GASCON, 2001, p.195).

Assim, um SD pode ser formado por alunos e um diretor de estudo
(professor da escola, professor particular, pai de alunos, etc.) que exerce o papel da
instancia de ajuda ao estudo; ou simplesmente por alunos que dispensam toda
ajuda exterior, que, neste caso, Chevallard (1992) denomina de sistema

autodidatico.

Um SD nunca existe sozinho. Ecologicamente sua existéncia apela
geralmente a de outros tipos sistemas didaticos que reunirdo, por
exemplo, a escola primaria, ou mesmo aluno a volta de outros
professores: a crianca e a sua mae, ou 0 seu pai, etc.; e, sobretudo,
a crianga consigo propria — caso dos sistemas autodidaticos, em que
a mesma pessoa ocupa as posicoes de professor e de aluno [...]
(CHEVALLARD, 1992, p. 135, grifos dele).

Nessa perspectiva, Chevallard (1998) postula a existéncia de sistemas
didaticos que se formam no sistema de ensino em diversos niveis. A escola é um
dispositivo didatico que engloba outros dispositivos didaticos como as salas de
aulas. Por outro lado, a sala de aula n&o é um sistema didatico em si, sendo um
amalgama de sistemas didaticos que Chevallard (1998b, 2011a) denomina de
sistemas didaticos principais (SDP) (S (X, Y, O)) que se formam para o estudo de
obras O, onde X é a coletividade de alunos (mas pode representar um Unico aluno)
da classe e Y o professor.

Por outro lado, Chevallard (1998b, 2011a) considera todo e qualquer sistema
didatico, formado ao redor do sistema principal, para ajudar X a estudar a obra O,

como um sistema auxiliar. Assim, um sistema didatico auxiliar (SDA) é todo aquele
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que é formado (formal ou informalmente) para manter em curso o processo de
estudo, mesmo que X ndo conte com a presenca de uma instancia Y de ajuda, ou
mesmo com a presenca de Y’ (professor particular, pai, mde ou um estagiario da
escola) para auxiliar no estudo da obra. Embora possam ser efémeros, os SDA
podem ser cruciais na aprendizagem tanto de X como de Y.

Chevallard (2005, 2009b) ressalta que em um sistema didatico S (X, Y, Q)*®
podemos ter X = Y (sistema autodidatico). Para melhor exemplificar, esse tipo de
sistema didatico pode ser formado por um “pesquisador que se instrui sobre
determinado tema matematico para avancar em suas pesquisas, ou o professor que
estuda alguma questdo matematica para ensina-la melhor” (CHEVALLARD; BOSCH,;
GASCON, 2001, p.195-196). Unificando esses exemplos, consideramos aqui 0
professor também como pesquisador que busca respostas R para questdes
problematicas da sua profissao. Isso constitui 0 cerne do processo de transposi¢ao
didatica interna que ressalta o papel do professor nesse processo: sua pesquisa,
seu ensino e sua aprendizagem, ou seja, sua formacao pessoal.

Na escola, mais precisamente na sala de aula, podemos falar de um sistema
didatico principal S (X, Y, Q) que, segundo Chevallard (1998b), € o lider de uma rede
de sistemas didaticos induzidos por ele até certo ponto, que sdo os sistemas
didaticos auxiliares S (X, Y’, Q) que vivem no interior da escola — SDA; — ou externos
a ela— SDAe — (Figura 3).

3 0 estudo da obra O consiste em formular questdes Q sobre essa obra (CHEVALLARD, 2011).
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Figura 3: Sistemas didaticos que vivem na escola ou
fora dela

Escola

Q’a

Fonte: Do autor

E claro que um sistema didatico no se realiza de qualquer maneira, pois ha
condicbes e restricbes impostas pelo meio em que ele vai funcionar. Uma das
condicBes € a existéncia de um contrato didatico e um contrato pedagdgico em que
cada sujeito do sistema desempenha, em sua posicao, seu papel em conformidade
com a instituicAo (CHEVALLARD, 20l1la). Outras condicdes e restricdes sao
aquelas que cada instancia leva para o sistema didatico, como por exemplo: o
professor com suas relacbes e praxeologias com a obra O, os alunos e suas
relaces e praxeologias com a obra O, e as préprias condi¢cdes e restricdes da obra.

A partir da nocdo de SDP e SDA, apresentamos a Seguir a proposta
metodoldgica da pesquisa.

3.2 CONSTRUCAO DA METODOLOGIA

O problema praxeolégico concreto de um professor de realizar a transposi¢cao
didatica interna sobre uma organizacdo praxeoldgica exige o enfrentamento de um
problema do tipo primordial, anunciado como a terceira questdo de pesquisa da

educacéo por Chevallard (2009b), mais especificamente, como segue:
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Dado um projeto de atividade em que tal pessoa ou instituicdo
objetiva realizar, qual é para essa pessoa ou instituicdo o
equipamento praxeologico que se julga indispensavel, ou pelo menos
atil, na concepgdo e execucdo desse projeto? (CHEVALLARD,
2009b, p. 29, traducéo nossa).

O enfrentamento dessa questdo devera levar o professor ao encontro da
infraestrutura didatico-matematica necesséaria para a constru¢cdo de uma resposta
para a questdo inicialmente anunciada dessa pesquisa.

O problema primordial mostra sua complexidade a luz da TAD, no minimo, em
sua dimensao cognitiva, quando restrito a uma pessoa, no caso, ao professor. Pois,
sua resposta R dependerd de suas abstracdes sobre as praticas em situacéo,
mesmo que supostas, por esse professor.

As abstracfes das praticas exercem importante papel para 0 acesso as
praxeologias que poderdo ser mobilizadas, segundo a posi¢cdo da escola a que se
destina o sistema de tarefas a ser construido, considerando a programabilidade do
ensino, em conteudo e tempo, por exemplo, e de outras condi¢cdes e restricoes
impostas nem sempre diretamente observaveis por ele.

Para serem mobilizadas, as praxeologias do professor, em seu equipamento
praxeoldgico, exigem uma relacdo pessoal com o0s objetos matematicos
considerados, cuja qualidade viabilize uma dinamica praxeolégica e cognitiva que
possibilite a integracdo de novas tarefas ou organizacdes didatico-matematica em
seu equipamento, levando-o ao encontro da infraestrutura julgada por ele como
necessaria para a construcéo da resposta R.

A relacdo pessoal com um dado objeto matematico, segundo a TAD, se da
por meio de manipulacdes de praxeologias com o objeto em diferentes situacdes e
contextos, concretos ou nao: em aplicagbes ou usos, como fazem os engenheiros,
por exemplo; para a producdo de outros objetos matematicos, como fazem os
matematicos; para o ensino, como fazem os professores e para as constru¢des de
praxeologias para o estudo, denominado de transposicéo didatica.

Os encontros do professor com essas praxeologias ocorrem em condi¢cbes
distintas, nem sempre percebidas por ele, em processos de ensino ou estudos
propriamente ditos, ou seja, em sistemas didaticos do tipo S (P, A, O), que unem em

relacdes distintas os encontros do professor P e dos alunos A com o saber O.
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Seguindo a compreeenséo da TAD, podemos pensar a diacronia da TDI em
duas fases. A primeira fase se desenvolve por meio de um SDP que denotamos aqui
por sistema didatico solitario S (P, Q) que mobiliza, sincronicamente, praxeologias, e
fragmentos destas, sujeitas a uma diacronia escolar. Ou seja, as praxeologias
aprendidas que participam da histdria de vida do professor e as praxeologias delas
decorrentes, com ajuda do estudo, como o0s saberes aprendidos por meio da
sincronia das diacronias de praticas e de obras até entdo estudadas pelo professor.
Assim, a partir de S (P, Q) um novo sistema solitario S (P, O) de estudo e analise é
instaurado para a manutencdo do modelo epistemolédgico pessoal de referéncia
(MEPR) ou construcdo de um novo MEPR que permitird confirmar ou mudar a
resposta R, que n&o sendo definitiva, denotamos agora por R°.

A resposta R’ é construida na primeira fase com base no modelo didatico de
referéncia lato sensu proposto por Chevallard (1999) e € constituido de seis
momentos didaticos: 1) momento do encontro com a praxeologia; 2) momento
exploratério; 3) momento de estudo e constru¢cdo do entorno tecnoldgico-teorico; 4)
momento do trabalho da técnica; 5) momento da institucionalizacdo, 6) momento da
avaliagdo; com énfase em quatro desses momentos, os momentos didaticos dois,
trés, quatro e cinco, que sdo aqui traduzidos, respectivamente, como momentos de
naturalizacdo, problematizacdo, reconstru¢do e institucionalizacdo da técnica em
jogo no MEPR.

Essa resposta R’ é sempre tomada como provisoria, entdo se inicia a
segunda fase da TDI que consiste em por a prova empiricamente por meio da
exposicdo de R® em um novo sistema didatico, chamado de sistema didatico auxiliar.
Esses sistemas didaticos auxiliares podem ser instaurados em uma sala de aula
com alunos S (P, A, R) ou em encontros com colegas docentes P’, inclusive em
formacao inicial, S (P, P’, R%, e, ndo menos importante, com um professor orientador
P”, S (P, P”, R%.

Os questionamentos Q; oriundos dos sistemas didaticos auxiliares,
independente do agente questionador, aluno, colega docente, orientador, inclusive o
préoprio professor agente da TDI, leva a instauracdo de um novo sistema solitario que
reinicia a primeira fase da TDI.

A reiteracédo desse processo busca encontrar de uma resposta R que esteja
dentro do que o professor julga admissivel como pratica matematica da escola,

segundo os programas oficiais, inclusive a respeito do tempo de ensino necessario,
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em consonancia com a intencdo didatica do professor de ensinar um saber, em

conexao com outros sabres, de modo a dar sentido a essa resposta R encontrada.
Essa reiteracdo das duas fases da TDI constitui a diacronia de um percurso

de estudo e pesquisa (PEP) que pode ser representado esquematicamente na

Figura 4.

Figura 4: Percurso de estudo e investigacdo ou pesquisa

22 Fase: Sistena

12 Fase: Sistena Solitario Auxiliar

[Si(P; Q) — Si(P; &) >MEPRii—R%i] [ S(P:LR%1) |5 R

T Qi+1 <€

Em que | denota os sujeitos que interagem com o professor P no sistema

Fonte: do autor

auxiliar, como alunos A, colegas P’, e orientador P”, por exemplo, e © a obra

estudada entendida como textos tedricos e respostas prontas ja existentes.
O processo iterativo dado pelo esquema acima nos diz que a resposta R’ é a

resposta construida e ndo definitiva dada pelo sistema didatico solitario S; (P; &) que

encaminha o estudo de obras e respostas prontas instaurando outro sistema didatico
solitario S; (P; Qi) das analises tedricas das R% até entdo encontradas. A resposta
R’ é entdo difundida e defendida pelo professor P no(s) sistema(s) didatico(s)
auxiliar(es) S; (P; I; R%:1) e, quando sucumbe a um questionamento Q. julgado
pertinente por P, o desenvolvimento da TDI gera, entdo, um meio M
esquematicamente representado por M = {MEPRy, MEPR,..., MEPRy, R%, R%,...,
R%, Qo,..., Qm, Oo...., Op} que passa a constituir tambem as condi¢es de construgao
de uma resposta R pelo professor.

Esta metodologia encaminha uma investigacao dita completa por Chevallard
(2012-2013), pois implica a realizagdo dos seguintes “gestos” basicos realizados nao
necessariamente de modo linear:

|. Observar as respostas R’ que vivem nas instituicées.
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[I. Analisar — notadamente em duplo plano experimental e tedrico — essas

respostas R’.

lIl. Avaliar essas mesmas respostas R’.
IV. Desenvolver uma resposta prépria, R.
V. Difundir e defender a resposta R assim produzida.

Segundo Chevallard (2012-2013) quando P simplesmente “copia” — isto &,
retoma sem alteracdes — uma resposta existente, R’, como uma resposta R, entao,
nesse caso, ha em estado “puro”, a condigdo de P nao ter que, de qualquer forma,
apresentar para comentar, analisar, e especialmente para defender sua resposta, ou
seja, ndo hé investigacdo e pesquisa.

As caracteristicas desta metodologia, aqui descritas, nos permitem afirmar
que ela é o seguinte PEP:

[S (P; Qo)] I {MEPRy, MEPR;,..., MEPRy, Ro, Ry, ..., Rn, Qo,...,Qm, Oo...., Op} L R

De outro modo, o sistema didatico S (P; Q) instaura o problema de formacéao
pessoal do professor (PFPP), cuja resposta é fundamentada pelo meio M
construido. Assim, a resposta R pode ser explicada, justificada e até produzida a
partir dos MEPR; e das questfes Q; que levaram as modificacfes transitorias de R;
ou MEPR,;.

O desenvolvimento do PEP é tomado de forma finalizada quando o professor
encontra um MEPR, admissivel por ele, que atenda tanto sua intencao didatica
como a da escola, em conformidade com o programa oficial da disciplina, e, com
tempo de ensino compativel com o preconizado por essa escola, para o objeto de
ensino em questao.

As reconstrugcbes de MEPR, que fundamentam a resposta R, indica a
mudanca de relacdo do professor com o saber em jogo, e, portanto, sob as
condigbes aqui expostas, pressupomos que a TDI possa ser tomada como uma
resposta a dimensdo pessoal do problema praxeolégico do professor, ou
simplesmente, PFPP como ja anunciado.

Além disso, 0 meio M pode permitir a construcdo de diferentes respostas para
o problema praxeolégico do professor com relacdo a um dado saber. Isto quer dizer
gue a construcdo de uma resposta R pode ser expressa como uma em trajetoria de
sistemas didaticos do PEP, em geral, complexo em relacdes entre os sistemas

didaticos que o constituem.
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Parafraseando Chevallard (2002), a construgdo de um tipo de resposta R
pode ser vista como uma trajetoria de sistemas didaticos em diacronias sincrénicas,
no sentido da diacronia dos sistemas didaticos atenderem uma sincronia do MEPR,
eliminando as rotas sem saida, os fracassos, mas conservando toda a riqgueza do
desenvolvimento fecundo do PEP considerado.

O PEP é um dispositivo de formacdo para o professor que, interpretando
Bosch e Gascon (2009), conforma-se a cada situacdo, e estd em permanente
evolucdo sendo submetido a prova do contraste empirico, reelaborados para o
enfrentamento de novas questbes. Assim, postulamos que essa construgao
continua, em sincronia, revela uma possivel trajetoria pessoal de formacdo docente
(TPFD).

Para exemplificar, a dinamica interativa das fases da TDI representada na
Figura 4 pde em evidéncia um percurso de estudo e investigagcdo para provocar
mudancas no equipamento praxeolégico e, consequentemente, Nno universo

cognitivo do professor & (autor da tese), relacionadas a objetos do saber matematico
escolar ap6s & se deparar com uma organizacdo matematica para a resolucdo de

equacOes do segundo grau proposta em Silva e Guerra (2009) e que traduz a
compreensao desses pesquisadores sobre as praticas com matematicas da escola
relacionadas a resolucdo de equacao do 2° grau. Assim, essa OM — que inicia todo

processo de questionamento das praticas de ensino de & relacionadas a resolucéo

de equacbes do 2° grau - serd tomada aqui como o Modelo Epistemoldgico de
Referéncia Inicial (MERy) do objeto matematico em questao.

O PEP realizado por & se revela aqui por meio cronicas, inspiradas nas

cronicas realizadas por Chevallard (2011b), e que, em diacronia sincronica,

substanciam a trajetdria de formac&o docente do professor & relacionada a objetos

matematicos da escola na busca de organiza-los de maneira que torne o saber cada
vez mais evidente. Ou seja, a preparacdo do texto do saber para o ensino da

resolucdo de equacées do 2° grau a partir do encontro de ° com MER, que integra a

fatoracdo, os produtos notaveis, sistemas de equacdes do 1° grau, entre outros
objetos da matematica escolar, como ilustra a Figura 5, presentes no trabalho de
Silva e Guerra (2009) e que marca a dinamica praxeolégica e cognitiva
substancializada pela dialética do sistema didatico solitario - daqui em diante SDS -
de 7°com os SDA.
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Figura 5: Saberes articulados no MER,

Produtos
notaveis

Fatoracéo

Equacdes do

Sistema de
equacdes do
1°grau

Produtos de
bindbmios do
1° grau

Fonte: Do autor

As aprendizagens de &’ sdo evidenciadas por meio das mudancas de estados
Ei i =0, 1, 2,...) que denotam as dinamicas praxeolégicas e cognitivas e que
ocorrem por meio do estudo de questdes ou obras como ja anunciado
anteriormente, em que essas aprendizagens se corporificam em um sistema de

tarefas da matematica escolar desejado por & Em outros termos, suas

aprendizagens sobre o0 ensino da resolucdo de equacgéo do 2° grau sdo marcadas
pela acéo continua de %’ na busca da construcdo de seu projeto de atividade.

Nos capitulos seguintes, apresentamos o0s varios sistemas didaticos
instaurados por & que evidenciam sua trajetéria a partir do estudo da TAD que traz a

tona o problema da desarticulagdo dos objetos da matematica escolar, entre outros,
e apOs seu encontro com o MER, em que, diante de uma nova relacdo com a
resolucdo de equacdo do segundo grau, questiona sua pratica de ensino com esse
objeto que foi construida desde aluno do Ensino Basico, professor de aulas
particulares, até se tornar professor de escolas oficiais, evidenciados pelo sistema
solitario Sy(7°, Qg) associado a Sy(%, MER) e que constitui o que chamamos MEPR,
gue marca o estado inicial Eq do seu EP e UC relacionados aos objetos matematicos

apresentados no MER,. A partir desse encontro sdo apresentados sistemas

didaticos instaurados por & na busca de construir compreensdes sobre sua pratica
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de ensino que substanciam os varios estados ordinais (Ei, E,, Es € E4) do seu
modelo epistemoldgico pessoal de referéncia (MEPR) sobre a resolugcdo de
equacdes do segundo grau, corporificados por cinco sistemas de tarefas (ST, STy,
ST,, ST; e ST,) elaborados a partir das interacdes de sistemas didaticos solitarios

de 7’ com os sistemas didaticos auxiliares.
A primeira compreenséo de 7’ sobre 0 MER, 0 levou a elaboragdo do sistema

de tarefas ST, associado ao MEPR; como resposta R% apds a instauracdo do

sistema solitario So(%, Qo) associado ao sistema Sy(7, MERy) e que constitui o
estado E;; dos sistemas didaticos SDA; e SDA,, da aplicacéo (realizada por 7 em
sala de aula e andlise (realizada por &’ e seu orientador de estudo) do ST, posto a
prova, foi gerado um conjunto de questdes Q,, que levou 7’ em seu sistema solitario
S.(%, Q.) associado a S;(#, ST,) a resposta R, corporificada pelo o sistema de

tarefas ST, associado ao MEPR,; (estado E, da TPFD); do SDA3, surge 0 conjunto

de questdes Q, que, estudadas em S,(#, Q,) associado ao sistema S,(7, SDA;) foi

elaborada a resposta Rj; substanciada por (ST3, MEPRj3), a partir das discussoes
realizadas com alunos de licenciatura, que marca o estado E; da trajetoria;
finalmente, as discussdes e analises de ST, realizadas nos sistemas didaticos

auxiliares SDA, e SDAs, surge um conjunto de questdes Qg;, estudadas por & em
nos sistemas solitarios S;(7°, Q3) associado a S;(#°, Oy) das obras estudadas por &

gue leva a resposta desejada R representada pelo sistema de tarefas ST, (MEPR,)

que substancia o estado E, da trajetoria pessoal de formacio docente de % Todo

esse processo esta representado na Figura 6.

Embora a construcdo dessa trajetoria pessoal de formacdo docente do
professor seja a do proprio autor da tese, optamos em escrever as crénicas ora na
primeira pessoa do singular, ora na terceira pessoa do plural, uma vez que o
desenvolvimento da mesma é da pessoa do professor sob infléncia das instituicées
de formacédo e ensino, e ndo do individuo e suas idiossincrasias. Contudo, ha
passagens da trajetoria que precisam ficar claras que foram vividas pelo autor da

tese (#°) e outras com o orientador de pesquisas que simbolizaremos por 7.



Figura 6: Trajetoria pessoal de formac&o docente de 7

Sistena Solitario

[So(7 Qo) — So(Z MER, ) -MEPR; —R%]

=

Sistera Auxiliar

SDA1—SDA;

Q €

Sistena Solitario

[Sl(le) — Sl(%STl) —>MEPR2 —>R02]

=N

Sistera Auxiliar

SDA;

Qy €

Sistera Solitario

[So(7 Qa) — So(7 SDA3s) —>MEPR3; —R’]

—->

Sistema Auxiliar

SDA,—SDAs

Qsi€

Sistera Solitario

[S3(7 Q3) — S3(# On) >MEPR; —R%]

Fonte: Do autor

—>R
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4 A (RE)CONSTRUCAO DE UM PERCURSO COM OBJETOS MATEMATICOS DA
ESCOLA: ESTADO INICIAL DA DIACRONIA DA TRAJETORIA

Neste capitulo, reconstruo uma possivel trajetéria em que narro meus
encontros, em diferentes momentos, com objetos da matematica escolar, desde o
curso do Ensino Bésico até me tornar professor, quando buscava evidenciar
praxeologias cristalizadas em meu EP e UC ao longo do tempo. Essa reconstrucao
se da a partir de narrativas de minhas memarias sobre as praxeologias realizadas
em diferentes instituigcdes: pois enquanto sujeito delas “é valido pensar em termos
pluralistas sobre o uso da memoéria por diferentes grupos sociais, que devem ter
diferentes visdes do que €& importante ou memoravel” (BURKE, 2000 apud MIGUEL,;
MENDES, 2010, p. 84). Revelando, desse modo, as conformidades institucionais
que constituem meu fazer docente e alcancar o objetivo de (re)construir o
equipamento praxeoldgico e minhas relagdes pessoais com a equacao do segundo

grau, com o auxilio de tarefas propostas em livros didaticos.

4.1 UMA TRAJETORIA COM OBJETOS MATEMATICOS NOS ANOS INICIAIS DO
ENSINO FUNDAMENTAL

Antes de comecar a frequentar a escola, frequentei aulas particulares de
matematica nas quais, a época, muitos pais enviavam seus filhos para “desemburra-
los” antes de entrarem na escola formal. As aulas eram realizadas com objetivos
bem claros: fazer as criancas memorizarem boa parte da tabuada envolvendo as
operacbes de adicdo, subtracdo e multiplicacdo e efetuar calculos com essas
operacdes por meio de expressdes numéricas. Assim, quando entrei na escola, tinha
alguma relagéo com as operacgdes numericas.

Nas séries iniciais, a matematica era ensinada nos moldes das aulas
particulares — com o uso de palmatéria ou régua como punicdo a quem nao
acertasse a resposta. Dai, a primeira aprendizagem relacionada a matematica que
tive, foi a da memorizacéo da tabuada.

Era perceptivel a valorizacdo das respostas corretas, e a memorizacado como
recurso para obté-las. A énfase dada exclusivamente as respostas prontas néo abria
espaco ao surgimento de questdes durante o processo de estudo. Além disso,

qualquer resposta que fugisse a essa dinamica era passivel de punicdo, de modo
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gue o ensino era marcado por respostas prontas e acabadas em si. Nesse sentido,
Bosch e Gascon (2009, p. 95, traducao nossa) afirmam que:

Tal como ocorre com a maioria dos processos formativos atuais,
especialmente no ambito da escolaridade obrigatéria, porém também
em grande parte da formacdo profissional, os sistemas de ensino
tendem a cair no que Chevallard (2001, 2004a, 2004b, 2006) tem
denunciado de pedagogia do ‘monumentalismo” que antepbe ao
estudo de determinadas construcbes praxeolégicas (oS
‘monumentos”) aos estudos das questdes, problemas ou
necessidades que estdo na origem do projeto de formacdo. Quando
0 projeto de formagéo esta mais baseado naquilo que o formador
pode oferecer do que naquilo que as pessoas em formagdo
necessitam, os contetidos de ensino — que podem ser “saberes” com
um claro componente tedrico, porém também “saberes-fazer’ com
uma marcada orientacdo pratica — se converte em “obras” ou
monumentos que os estudantes devem conhecer (no sentido do
“saber visitado”), embora nada saiba muito bem porque foi construido
num dia e para qué serve hoje.

A pedagogia do monumentalismo a que se refere Chevallard parece envolver
toda minha trajetéria escolar enquanto aluno, pois ndo recordo de, em algum
momento, ter sido encorajado a questionar algum objeto matematico ensinado pelo
professor, a ndo ser responder a pergunta sempre presente ao final de uma
explicacdo: entenderam?

Durante o curso da 42 série do 1° Grau, (5° Ano do Ensino Fundamental nos
dias atuais) recordo-me que as tarefas de matematica eram sempre voltadas para a
resolucdo de problemas aritméticos, resolugcdo de expressfées numéricas, calculo do
termo desconhecido e uma sentenca matematica (que na 42 série aparecia como:
calcular o valor do quadradinho). Ao fazer uma busca de como se dava o ensino do
calculo do valor do quadradinho, encontrei em Affonseca (1980) um exemplo do uso
de uma técnica para calcular o quadradinho nas operacdes de adicdo e subtracéo. O

Quadro 1 traz esse exemplo.
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Quadro 1 — Calculo do termo desconhecido

...Observe:
9-4=5 &5+4=9
Que relacao existe entre adicédo e subtracdo?
Descobriu? Vamos conferir.
A subtracdo e a adicao sdo equivalentes. Veja
9-4=5&5+4=9

(minuendo — subtraendo = diferenc¢a) <> (diferenca + subtraendo = minuendo)

Entao,
o-6=17=17+6=23 o =23 (se falta o minuendo)
23-0=17©23-17=6 o = 6 (se falta o subtraendo)

Fonte: (AFFONSECA, 1980, p. 96)

O algoritmo para calcular o valor do quadradinho para a operacdo de
subtracdo (quando o quadradinho estava no minuendo ou subtraendo) era assim
explicado: se o quadradinho estivesse no minuendo, fazia-se a adicdo entre a
diferenca e o subtraendo; caso o quadradinho estivesse no subtraendo, fazia-se a
subtracdo entre minuendo e a diferenca. O mais importante nesse algoritmo € a
memorizacdo dos termos da subtracdo para efetuar o célculo corretamente. Se
houvesse alguma confuséo sobre qual termo era o subtraendo ou minuendo, haveria
o risco de insucesso no célculo. As séries iniciais foram marcadas pelas quatro
operacdes fundamentais da Aritmética e as tarefas sempre voltadas ao uso das
quatro operacdes como objeto fundamental dessa modalidade de ensino.

4.2 UMA TRAJETORIA COM OBJETOS MATEMATICOS NOS ANOS FINAIS DO
ENSINO FUNDAMENTAL

Na 62 série do primeiro grau (7° ano do Ensino Fundamental nos dias atuais)
como num passe de magica surgiram os nameros negativos. A nogcdo de numero
inteiro e suas regras operatdrias permitiam realizar subtracdes que antes eram

consideradas impossiveis, por exemplo, em Andrini (1989a, p.25), ha uma

“‘indicagao simplificada” para expressar a adi¢gao (+7) + (-9) por simplesmente 6 -9
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gue resulta - 3. As regras de sinais causaram uma confusdo nas praxeologias que
eu possuia sobre opera¢des numéricas e na comparacao entre numeros.

Para os célculos dos termos desconhecidos, o quadradinho ndo mais
aparecia nas tarefas, pois nessa série, o calculo do valor quadradinho passava a ter
um carater de tarefa “sem moral” perante os alunos, considerando-se que este tipo
de tarefa havia se tornado rotineiro. Em seguida, introduzia-se a nocéo de variavel e
a letra x entrava em cena. A tarefa que antes era calcular o valor do quadradinho
passou a ser resolver a equacgao do 1° grau. Por exemplo, para calcular o valor de x
na equacao x — 3 =5, Andrini (1989a) baseia-se na propriedade da igualdade em que
se pode “somar (ou subtrair) um mesmo numero aos dois membros de uma
igualdade, obtendo uma sentenga equivalente” (p.106). Assim, na equagdo x —3 =5
basta somar 3 aos dois membros para obter x + 0 = 8, donde vem x = 8. “Com base
nessa propriedade, ele conclui que ‘para passar um termo de uma equacgao de um
membro para outro, troca-se o sinal desse termo” (p.106). Andrini (1989a) usa de
forma analoga tal propriedade para a multiplicacédo e divisdo. Em seguida apresenta
um “método pratico para resolver equacgdes” (p.109), apresentado segundo o

Quadro 2 a seguir.

Quadro 2: Roteiro para resolucdo de equac¢bes do 1° grau

Vamos resolver as equacdes abaixo usando um modo pratico,
organizando o seguinte roteiro:

1) Isolar no 1° membro os termos em x e no 2° membro o0s
termos que ndo apresentam x (devemos trocar o sinal dos termos que
mudam de um membro para outro).

2) Reduzir os termos semelhantes.

3) Dividir os membros pelo coeficiente de x.

Exemplos:

1) Resolver a equagdo 2) Resolver a equagéo
3X—4=2x+8 7Xx—2+4 =10+ 5x
3X-2x=8+4 TX—5x=10+2-4
x=12 2x =8

X =8/2

Fonte: Andrini (1989a, p.109)

Héa nesse fazer um conjunto de regras em que a finalidade é isolar a variavel
no 1° membro da equacdo. E ndo é raro que o habitus (BOURDIEU, 1989,
BOURDIEU e WAQUANT, 2005) faca com que o sujeito que se depare com a

equacao 10 = 2x a resolva da seguinte maneira:
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-2x = - 10 que multiplicada por (-1), resulta em
2x=10

x=10/2

x=5

A maneira de proceder a resolucédo da equacao esta correta, porém ha gasto
de tempo maior, uma vez que pela propriedade reflexiva da igualdade, se a = b,
entdo b = a.

Além disso, o0 2° passo do roteiro se refere a reducdo dos termos semelhantes
gue sO é definido no livro da 72 série da colecédo. Reduzir termos semelhantes na 62
série é tarefa indiscutivel, aprendida por imitacéo, e incorporacdo de um habitus. Por
exemplo, 5x + 3x = 8x, pois assim deveria ser feito, e ndo raramente isso se
explica ingenuamente na escola pela tarefa de somar cinco magés com trés macas
gue resulta oito macas.

Ainda nesse ano, estudei a resolucdo de sistemas de equacdes do 1° grau
com duas equacdes e duas variaveis em que trés métodos eram ensinados para sua
resolucdo: método da adicdo, da substituicdo e da comparacdo. Nas tarefas de
resolucdo de sistemas nao raramente ja vinham com a indicacdo do método que
seria usado indicavam o método que deveria ser usado.

Na 72 série os termos de uma equacéo, por exemplo, 5x e 3x, encontraram-se
dentro da definicho de monémios, mais especificamente termos (ou mondémios)
semelhantes, pois por meio de regra matematica somente termos semelhantes
poderiam ser somados e subtraidos entre si. Para a soma de 5x com 3x, bastava
somarem-se seus coeficientes e manter a parte literal dos termos. Brandao (1975,
p.38) afirma que “os termos semelhantes de um mondmio podem ser substituidos
por um unico. Para isso, da-se como coeficiente a soma algébrica dos coeficientes
desses termos e conserva-se a mesma parte literal”.

Em um exemplo de Brand&o (1975, p. 38) a regra distributiva que antecipava
a tarefa de fatorar um polinbmio, aparece sem ser revelada nesse momento nem

pelo professor, nem pelos autores de livro didatico.

5a°x? — 7a%% + 4a°%? = (5 — 7 + 4)a®¢® = 2a%¢?
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Nesse ano de curso da 72 série a algebra escolar surge para mim como se
nada tivesse a ver com as operacbes entre letras e numeros estudadas em
equacdes do 1° grau. As expressoes algébricas surgiram com a definicdo de serem
aguelas que apresentam letras e nUmeros em sua cComposicao.

As operagbes entre os polinbmios (adicdo, subtracdo e o produto de
monomios, de polindmios, a divisdo de mondmios e de polinbmios), os produtos
notaveis e a fatoracdo de polinbmios pareciam ser estudadas para atender
obrigacdes de um curriculo escolar que ndo era revelado aos alunos.

Tarefa do tipo calcular o valor numérico da expressao algébrica foi exigida no
inicio do tema “expressbdes algébricas”. Recordo-me que ndo tive grandes
dificuldades para enfrentar esta tarefa, pois ao substituir as letras por niameros a
expressao se tornava “familiar’, ou seja, calcular expressao numérica ja fazia parte
de meu equipamento praxeoldgico. Entretanto, essa tarefa ndo mais surgiu no
decorrer desse ano, somente retornou no ano seguinte quando estudei equacéo do
2° grau.

Memorizar os tipos de tarefas e as técnicas era minha estratégia para obter
éxito nas provas. As praxeologias que aprendi com 0s polindmios na 72 série foram
praticas de repeticdo de tarefas e técnicas. Tarefas do tipo: multiplicar dois
polindmios, desenvolver os produtos notaveis, desenvolver os produtos e reduzir 0s
termos semelhantes, fatorar as diferencas de dois quadrados, fatorar os trindbmios
quadrados perfeitos, fatorar completamente os polinbmios, as enfrentava seguindo
um modelo de resolucéo para cada uma. Os Quadros 3 e 4 ilustram técnicas para
realizacdo de tarefas de fatorar polindmios (SCIPIONE, 1972). Assim, comecaram
minhas relagbes com o0s objetos matematicos produtos de polinbmios, produtos

notaveis e a fatoracdo de polindbmios.
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Quadro 3: Fatoragéo de trinbmios quadrados perfeitos

Trinbmio quadrado perfeito

Sabe-se que (a + b)2 = a2 + 2ab + b?; e (a — b)2 = a2 — 2ab + b2 Vale dizer que podera
escrever:

az+2ab+b2=(a+b)2 e az2—2ab + bh2=(a-b)?

0 que significa ter fatorado o polinbmio a2 + 2ab + b2 no produto (a + b).(a + b) e a2 —2ab +
b2 no produto (a — b).(a — b).

E necessario, entdo reconhecer-se quando um trinémio do tipo a2 + 2ab + b2 é decomponivel

no quadrado de um bindmio do tipo (a + b)?, ou seja, quando um trindbmio € quadrado

perfeito.

Vejamos:

az+2ab + b2

\l / Os termos extremos admitem raizes exatas e o terceiro termo € duas
a b vezes essas raizes. Al, fatora-se az+2ab + b?2= (a + b)?2

Fonte (Scipione, 1972, p. 55)

No Quadro 3, a fatoracéo do trinbmio quadrado perfeito se da pelo calculo das
raizes quadradas exatas dos termos extremos. Assim, qualguer mudanca na forma
de apresentacdo do polindbmio poderia levar a erro. Por exemplo, se o polinémio
estivesse registrado como a® + b? + 2ab, este ndo poderia ser fatorado, pois 2ab nao
tem raiz exata. Isso parecia factivel com o enunciado da técnica. Assim, fatorar o
trinbmio x2 + 6x + 9 era uma tarefa que para enfrenta-la bastava seguir os seguintes
passos:
1°) Calcular as raizes quadradas de x2 e 9, donde vem, respectivamente, x e 3;
2°) multiplicar o produto dessas raizes por 2;
3°) observar se o resultado dessa multiplicacéo era igual ao termo central; e
4°) caso afirmativo, escrever x2 + 6x + 9 = (x + 3)2, pois o trinbmio é quadrado
perfeito. Caso o termo central tenha sinal negativo, entdo x2 - 6x + 9 = (x — 3)2.

Para a fatoragédo do trinbmio do 2° grau, as tarefas propostas no quadro 4
tinham sempre a prerrogativa de que os trinbmios eram fatoraveis como produto de
binbmios do 1° grau e os numeros procurados, sempre inteiros e possiveis de ser
encontrados.

A técnica usada para fatorar o trindmio do 2° grau é a da decomposicdo do

termo independente em fatores primos, mas a mesma n&o era ensinada para fatorar
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os trinbmios quadrados perfeitos conforme os procedimentos citados no quadro 3.
Obviamente a fatoracédo do termo independente em fatores primos pode ser usada
para qualquer trinébmio do 2° grau de uma variavel, fatoravel em binémios do 1° grau,

seja ele quadrado perfeito ou ndo. Os trindbmios nao fatoraveis nao eram discutidos.

Quadro 4: Fatoracéo do trinémio do 2° grau

Trindmio do 2° grau do tipo x°+ px +q

Vejamos o produto (x + a).(x = b) graficamente:

x b
a ax ab
x x? bx

Qu(x+a){x+b)=x*+ax+bx+ab
=x*+ (a+b)x+ab
Donde: x*+fa+blx+ab=({x+a)l(x+bloux*+px+qg=(x+a)l{x+b
Do que se conclui:
Cuando num trindmio do 2% grau do tipo x* + px + g, 08 ndmeros p e g s8o, respectivamente, soma e
produto de dois numeros a e b, entdo fatora-se x* + px + g no produto de x + a por x + b.
Mesta altura do curso, apenas estudaremos 0s casos em que os valores de p, g, @ b s30 inteiros,
assim como o coeficiente de x* & sempre igual & unidade.
Examinaremos 0s cas0s possiveis:
1) Fatorar : x*+ 11x + 30
Devemos procurar dois nimeros cujo produto seja +30 e cuja soma seja +11. E facil ver que s30 o5
nimeros +5 e +6.
Donde: x*+ 11x+ 30 =(x + 3).(x + 6)
2) Fatorar: x* + 17x + 52
Cuais 530 08 nOmeros cujo produto & + 52 e cuja soma € +177 N&o os encontrando, & primeira vista,

basta decompor o produto 52 em seus fatores primos e fazer as altemnativas possiveis:

52 | 2

26 2 ==4 4 & 13 s3o 05 nimeres procurados.
13 (13 =>13

1

Donde: x*+ 17x+32 = (x + 4).(x + 13}

3- Fatorar: x*— 17x + 30

+30 representa o produto dos valores a e b que procuramos. Como 30 = 0, entdo a e b tem sinais
iguais (ambos positivos ou ambos negativog). — 11 representa a soma dos valores que procuramos e
que ja sabemos, possuirem o mesmo sinal. Logo, o sinal de a e b sera negativo, porque a soma (—11)

também o &. Teremos

¥—11x+30={x-3).{x-8)

Fonte (Scipione, 1972, p. 56-58)
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Para tarefas de calcular o m.m.c. (minimo multiplo comum) entre expressdes
algébricas, simplificar fracdes algébricas, fazer operacdes entre fracdes algébricas e
resolver equacdes literais e fracionarias (que eram redutiveis as equacfes do 1°
grau) houve necessidade do uso de algumas operacdes entre polinbmios, além da
fatoracao, conforme ilustram as tarefas nos quadros 5 e 6, que pareciam dar sentido

a essas tarefas de operar e fatorar polinbmios naquele ano.

Quadro 5: Resolucao de equacéo literal com fatoracéo e simplificacdo

E.2) Seja resolver a equacdo: ax + bm = bx + am.
Isolando os termos que contém a incégnita, no primeiro
membro, vem:

ax — bx =am —bm.

Fatorando-se, tem-se
X(a—-b)=m(a—-b)=>x=m(a-b)/(a-b). Simplificando
X=m

Fonte: Brandéo (1975, p.89-90)

Quadro 6: Resolugdo de equagdo fracionaria com produto de

polinbmios
1) Sej | . x—1 x—5 (1)
eja resolver a equagdo: — = — :
) quag x+2 x—8
Resolucéo

1) O m.m.c. é o produto (x + 2)(x — 8)

2) Dividindo o m.m.c. pelos denomindadores e multiplicando os
quocientes obtidos pelos respectivos numeradores, tem-se

(x=1) (x=8)=(x+2) (x-15)

3) Efetuando os produtos em cada membro, isolando os termos que
contém a incégnita e reduzindo, vem:

6x=18=>x=3

Ora, x = 3 ndo anula nenhum denominador em (1). Logo 3 é a
solugéo da equacéo

Fonte: Brandéo (1975, p.93)

Na 82 série (atualmente 9° ano), entre outros objetos, tive 0 encontro com a
equacao do 2° grau por meio de uma sucessao de acdes do professor que parecia
naturalizada em que eu, no topos de aluno que ja estava habituado como um
contrato didatico enrijecido, ja esperava que ocorresse: definicdo seguida de

exemplos e exercicios. Em Bongiovanni et al (1990) encontra-se a seguinte
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definicdo que é, essencialmente, a mesma que o professor dava em sala: Uma
equacao que pode ser colocada na forma ax2+ bx + ¢ = 0, onde a, b e ¢ s&o niumeros
reais e a # 0, € chamada de equagdo do 2° grau (ibdem, p. 65). Essa definicao
parecia ser a chave que abria a porta para o estudo desse objeto, pois a partir dai, 0
professor se sentia livre para navegar em um mar de tarefas que seriam propostas
no caminhar do curso.

Dada a definicdo, o professor escrevia exemplos de equacdes do 2° grau
seguidos de uma tarefa que, posteriormente, seria “essencial” para a resolugao de
equacodes: determinar os coeficientes da equacgao. Assim, resolver equagdes do 2°
grau era tarefa aparentemente simples, pois bastaria definir seus coeficientes e usar
a técnica indicada conforme o caso.

No caso da equacao ser incompleta do tipo ax2 + bx = 0, o procedimento a ser
seguido era fatorar o binbmio e igualar a zero seus fatores. Neste caso, um dos
fatores sempre resulta na tarefa de resolver uma equacéo do 1° grau. Noutro caso
em que a equacao era do tipo ax2 + ¢ = 0, procedia-se da mesma maneira como era
resolvida uma equacdo do 1° grau: isolando a variavel no 1° membro, com a
diferenca de se calcular uma raiz quadrada, se fosse possivel (caso o radicando
fosse positivo).

Para a equacdo completa ax? + bx + ¢ = 0, o professor indicava o uso da

—b+Vb2—-4ac
2a

formula x = em que precisava apenas substituir os valores de a, b e c

e calcular o valor numérico. Ndo encontro em minha memdria alguma vez o
professor ter discutido essa formula em sala, apenas destacou que b? — 4ac era o
discriminante da equacdo (A) que, na hierarquia das tarefas, era o primeiro a ser
calculado, pois determinava se a equacdo tinha raizes reais ou ndo, além de
determinar também o tipo de raizes (reais e iguais; reais e diferentes, ou se elas nao
existissem).

Varias tarefas surgiram em decorréncia desse encontro com equacgdes do 2°
grau gue eu, enquanto aluno, apenas enfrentava sem questionar. Por exemplo:
discutir as raizes da equagdo do 2° grau (k- 2)x* — x + 1 = 0; calcular a soma e
o produto das raizes de x2 — 6x + 8 = 0 sem resolvé-la, etc.

Parecia que este objeto era 0 mais importante a ser estudado nessa posicéo
e tempo da escola. De fato, em muitos outros tipos de tarefas posteriores, resolver

equacao do 2° grau se constituiu como a tarefa que seria usada no enfrentamento
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de ditas tarefas, tais como: resolver equagOes biquadradas; resolver equacdes
irracionais redutiveis a equacfes do segundo grau; resolver equagdes fracionarias
redutiveis a equacdes do segundo grau; calcular os zeros da funcdo quadratica;
calcular éareas, resolver problemas com triangulos retangulos, etc. Resolver
equacgdes do 2° grau parecia um “remédio genérico” que ajudaria a enfrentar muitos
problemas nessa cadeia ecoldgica dos saberes.

As dificuldades iniciais que enfrentei no estudo das equacdes na 82 série
(erros de calculo, discussao das raizes, tarefas que envolviam soma e produto, entre
outras) foram aos poucos sendo atenuadas por entender que bastaria resolver os
exemplos ja resolvidos pelo professor e os exercicios propostos no livro didatico,
além das listas de tarefas, pois desde a minha época de aluno da escola basica
acreditava que sO se aprendia matematica por meio de treino de suas tarefas, que
deveriam se tornar rotineiras.

Além disso, busquei ir além da sala de aula ao resolver as tarefas propostas
em outros livros didaticos ndo adotados pela escola. E, quando comecei a chegar
aos resultados corretos sem o auxilio do professor, parecia que a matematica havia
se desvendado. Desde esse tempo, ja formava um sistema didatico auxiliar para a
escola, mas que de fato, era a obrigacdo que tinha com minha prépria formacéo que
estava norteando meu fazer, minha trajetoria.

Foi assim que comecei a ter maior interesse pelo estudo da matematica e, o
suposto sucesso que tive nessa disciplina, parecia me tornar um matematico para
outras pessoas a tal ponto que, ainda como estudante do Ensino Médio, ja dava
aulas particulares para alunos do Ensino Fundamental. O fato de um individuo
considerar valido o conhecimento matematico que eu tinha naguele momento, fazia
de mim um matemaético para ele (CHEVALLARD; BOSCH; GASCON 2001). Parecia
gue ensinar a alguém era tao simples, pois estava tudo pronto. Bastava seguir 0s

modelos de ensino da matematica cristalizados em meu fazer.

4.3 UMA TRAJETORIA COMO PROFESSOR DE AULAS PARTICULARES

Desde cedo (entre 15 e 16 anos de idade) comecei a dar aulas particulares de
matematica e o modelo docente espontdneo (GASCON, 2001) parecia se
corporificar em uma prética de repeticdo de como aprendi a fazer enquanto aluno:

resolver exemplos e fazer os alunos repetir as tarefas em exercicios, pois nessa
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modalidade informal de ensino, ndo tinha a preocupag¢dao de organizar um curso,
mas, de fazer com que os alunos enfrentassem as tarefas propostas da escola por
seus professores, seja no caderno, seja no livro didatico ou em listas de exercicios.
Obviamente que obtinha antecipadamente o conteddo que iria ensinar e levava para
essas aulas meus livros e listas de exercicios prontos.

Houve um tempo em que dei aulas para muitos alunos do Ensino
Fundamental e, quando era solicitado, nem me preocupava em estudar as tarefas,
pois considerava que nessa modalidade de ensino essas tarefas ja estavam
cristalizadas em meu equipamento praxeoldgico e universo cognitivo.

Embora, as praxeologias com matemética do nivel fundamental parecessem
estar cristalizadas em meu EP, as condicbes poderiam fazer com que, mesmo
temporariamente, eu tivesse que mobilizar meu EP para vencer tarefas que
pareciam estranhas a ele.

Assim, tarefas que nédo reconhecia eram estudadas por mim durante o curso
da aula e, apés vencé-las, tinha que ensinar de imediato ao aluno naquela aula. Ou
seja, o mobilizar praticas para vencer uma tarefa e ensina-las, nesse caso, era
guase simultaneo. Nesse momento, teria que tentar refazer o passo a passo do que
tinha articulado em minha caixa de equipamento praxeoldgico para que pudesse ser
transformado em ensino. O resultado disso era o ensino da resolucéo das tarefas
sem supostamente ter preparacao prévia, mas que parecia atender as necessidades
do aluno, pois raramente ndo conseguia o resultado esperado: o aluno ter éxito nas
avaliacdes escolares.

Para exemplificar, lembro que em uma dessas aulas, um aluno da 82 série
apresentou um exercicio da escola que naquele momento ndo me parecia rotineiro e

gue vou mostrar aqui outro analogo a ele, segundo ilustra o Quadro 7.

Quadro 7: Problema envolvendo equacéo fracionaria redutivel a equacao do 2° grau

As despesas de um condominio totalizam R$600,00. Trés conddminos, ndo dispondo de
dinheiro para pagar sua parte, obrigam os demais a pagar, além de sua parte, um adicional

de R$45,00 cada um. Considere x 0 numero de condéminos desse prédio. Calcule x.

Fonte: Bongiovanni et al, 1990

Como esse exercicio fazia parte de resolucdo de equacdes fracionarias
redutiveis a equacdes do 2° grau, sabia que sua resolucdo se daria por meio desse

objeto matemético. Pedi para o aluno resolver outra tarefa enquanto pensava sobre
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a resolucdo dessa tarefa. A organizacdo de como cheguei ao resultado foi a
seguinte:
1 — Escrever uma expressao que representasse quanto cada condémino pagaria se

todos dessem sua parte.

600
X

2 — Escrever uma expressao que representasse quanto cada condémino pagaria se
3 conddminos n&o pagassem.
600
x—3
3 — A partir de uma simples légica financeira de que o valor que cada condémino

pagaria se 3 ndo pagassem, menos o valor que cada um pagaria se todos

pagassem, € igual a 45 reais, escrevi a seguinte equacao:

600 600
=45

Xx—3 X

que é equivalente a equacdo x* — 3x — 40 = 0, cujas raizes sdo — 5 e 8, calculadas
simplesmente por soma e produto das raizes ou por meio da formula de resolucéo
de equacdes do 2° grau. Como a quantidade x ndo pode ser negativa, entdo a
guantidade procurada é x = 8. A técnica usada para resolver a equacdao fracionaria é
transforma-la numa equacdo cuja resolucdo € rotineira, supostamente n&o
problematica para o ensino.

Embora pareca ficar evidente em minhas memodrias que ensinar as
praxeologias com matematica de objetos que supostamente eu ja sabia fosse uma
mera traducéo das praxeologias instituidas para o ensino e que ja havia engessado
em meu EP, compreendo que cumpria meu papel na transposicdo didatica ao
realizar a ajuda ao estudo num sistema didatico auxiliar ao da escola. Ou seja,
comecava assim, a minha trajetéria de formac&o docente em que deveria de alguma
forma exprimir o saber que parecia ja estar pronto para ser ensinado.

Ser professor de aulas particulares me impulsionou para a sala de aula formal
e o jeito de ensinar 0s objetos matematicos na escola ndo era mais inédito. A partir
dai ja faziam parte de meu EP e UC as praxeologias e relacdes com o0s objetos

matematicos que iriam impulsionar minha docéncia, ou seja, as praxeologias para
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ensinar foram iniciadas nas aulas particulares e continuadas na escola e que sera

abordada na sessao seguinte.

4.4 UM TRAJETORIA COMO PROFESSOR DO ENSINO BASICO

Quando iniciei a docéncia na escola formal as condi¢des mudaram, pois tinha
que atender a turmas de alunos e ndo somente um aluno em particular. Mas, as
praticas adquiridas nas aulas particulares contribuiram sobremaneira para que meu
ingresso na escola ndo comecasse sem nenhuma nocdo de como ensinar.
Obviamente que as responsabilidades aumentaram, uma vez que o professor esta
envolvido na escola em condicbes e restricbes de toda ordem que fazem parte do
seu trabalho docente, tais como: fazer plano de curso, plano de aula, lidar com
comportamentos diferenciados dos alunos, preencher diarios de classe, corrigir
tarefas propostas aos alunos, avaliar, etc.

Além disso, as praticas com matematica que experimentei enquanto aluno,
deram-me a noc¢éo do funcionamento do sistema didatico nos intramuros da escola,
da sala de aula, em particular do sistema didatico para o estudo dos objetos da
matematica escolar. Nesse sentido, Goncgalves e Mendes (2007, p. 48), apoiados em
Camargo (1998), afirmam que “[...] situagdes vivenciadas como alunos sédo de forte
influéncia no trabalho do professor em sala de aula, porgue correspondem a
experiéncias relativas ao ensino, a aprendizagem [...]".

Assim, quando comecei a lecionar matematica na escola (ainda ndo tendo
formacdo em licenciatura'®), ndo enxergava grandes dificuldades, pois em meu
equipamento praxeoldgico e universo cognitivo ja havia desenvolvido praxeologias e
relacdes com os objetos mateméaticos desde quando fui aluno do Ensino Basico e do
Ensino superior, além de professor de aulas particulares em que treinava os alunos
por meio de listas de exercicios em grande quantidade, com tarefas similares da
escola (Mesquita, 2011). Ou seja, ja havia algo que para mim era natural no ensino
da matematica: resolver bastantes exercicios. Assim, Liston e Zeichner (1993)

citados por Gongalves (2006, p. 182) reafirmam que:

Esta claro que os futuros professores ascendem a sua formacao
profissional com uma bagagem histdrica de experiéncias educativas

* Minha formac&o inicial era em Engenharia e os objetos matematicos da escola ndo me
pareciam nem um pouco problematicos.
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como estudantes. Tém ideias prévias sobre o que significa ser um
bom professor, o contetdo que deve ensinar, como deve fazé-lo e o
tipo de ambiente de aula que gostaria de proporcionar. Nao chega
em branco.

As praxeologias que possuia como professor de matematica no Ensino
Béasico parecia ir ao encontro com o modelo docente dominante (GASCON, 2001).
Ensinar equagéo do 2° grau no 9° ano, por exemplo, era tarefa rotineira do professor
e considerava ndo haver nenhuma dificuldade em seu ensino. As tarefas para
resolucdo dessas equacdes ja estavam organizadas e prontas para serem
ensinadas bastando realizar a acgao corporal de reprodugcdo, como habitus
(BOURDIEU, 1989, 2005) de fazer sem questionar apenas para afirmar seu status
quo. Por exemplo, ao perguntar para uma turma como resolver uma equacao
completa do 2° grau, seria natural que ouvisse a resposta unissona: usando a
formula de Baskara.

Em Mesquita (2011) assevero que as OM propostas na colecdo de Andrini
(1989) adotada pela primeira escola em que lecionei corroborou a construgéo de
meu conhecimento sobre o saber a ensinar que ja possuia, pois o encadeamento do
contetdo nesse livro parecia estar em acordo com meu pensar e fazer o ensino.
Embora que, enquanto professor de aulas particulares néo tinha responsabilidades
de organizar um curso, mas de fazer os alunos enfrentar as tarefas que ja estavam
postas pela escola.

A organizacdo dos objetos na colecdo de Andrini (1989a, 1989b, 1989c)
apresentava 0s objetos matematicos traduzidos em uma grande quantidade de
exercicios para serem resolvidos, ap6s serem dadas breves definicbes desses
objetos, seguidas de exemplos que mostravam como resolver as tarefas propostas.

O Quadro 8 mostra tarefas propostas em Andrini (1989 c) como preparacao
para o uso dos recursos disponiveis para resolugdo de equacdes do 2° grau, sejam

completas ou incompletas.
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Quadro 8: Tarefas propostas para resolucéo de equacdes do 2° grau

5 - Equacdo do 2° grau

Definicéo

Uma equacao do 2° grau com uma variavel tem a forma
axt+bx+c=0 a#0

X é a incdgnita

a, b e c numeros reais, chamados de coeficientes
Exemplos:

1) x*—7x +10,ondea=1,b=-7ec=10
3)8x°—4x=0,ondea=8,b=-4ec=0

Exercicios

2) Determine os valores dos coeficientes a, b e ¢ nas equacgdes seguintes:
a)2x*+8x+7=0 9) 4x*—16=0
e)—x—4x+9=0 h) x*~3x=0

3) Coloque na forma ax? + bx + ¢ = 0 as seguintes equacdes do 2° grau:
a)5x + 3¢ =4x—7 b) x* + 4x = 2 (x — 1)

4) Coloque na forma ax? + bx + ¢ = 0 as seguintes equacdes do 2° grau:
Resolvido x+3°2=1,x+6x+9=1x+6x+9-1=0,
X +6x+8=0

a) (x-5)%-9=0 b) (x + 1)>—x=7

Fonte (Andrini,1989c, p. 49-50)

As tarefas propostas no quadro 8 pareciam factiveis e bem direcionadas para
a resolucédo equacgdes do 2° grau, pois escrever as equacdes na forma reduzida e
determinar seus coeficientes sao tarefas indispensaveis para a escolha da técnica
adequada para a sua resolucdo. Além disso, no item 4 parecia haver uma relacéo de
produtos notaveis com a equacdo do 2° grau, pois para escrever a equacao na
forma ax? + bx + ¢ = 0 seria necessario o desenvolvimento do quadrado da soma ou
da diferenca de dois termos e assim pensava que o estudo de produtos notaveis no
ano anterior estava se justificando para além do seu habitat natural que € o 8° ano.

Embora o desenvolvimento do produto notavel seja imposto pela tarefa de
escrever a equacgdo na forma reduzida, essa tarefa torna habitual uma pratica de
sempre desenvolver o produto notavel em qualquer situacdo em que ele se encontre
na equacdo. Se a tarefa fosse resolver a equacao (x + 3)>= 1, ndo seria raro ensinar
aos alunos a desenvolver o produto notavel antes para reduzir a equacao e depois

usar a férmula para resolvé-la™.

'* Durante uma aula no ano de 2015 em gue estava debatendo sobre tarefa, técnica e tecnologia para
alunos de licenciatura em matematica de uma faculdade em Belém, propus que a turma resolvesse a
equacdo (x + 3)2 = 1. Pedi que explicassem como resolveriam. Um dos alunos foi ao quadro e
desenvolveu o produto, reduziu a equacdo e usou a férmula resolvente e muitos disseram ter
resolvido da mesma maneira. Perguntei se havia outra técnica para sua resolucdo e ndo obtive
resposta.
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Por outro lado, se considerarmos que equacéo (x + 3)* = 1 pode ser resolvida
escrevendo-a na forma x2 — ¢ = 0, pois ela poderia ser escrita assim com uma
simples mudanca de variavel (que nado faz parte das praxeologias com esse tipo de
tarefa no 9° ano). Assim, pode-se proceder das seguintes maneiras:

e Substituir x + 3 por y em que resultaria em y2 = 1. Calcular as raizes
guadradas dos dois membros da equacdo que levaay=1ouy=-1, e que
retornando com a variavel x, vem x + 3 =1 e x + 3 = -1, cujas raizes séo
X=-2ex=-4;

e Considerar (x + 3> = 1, (x + 32 — 1 = 0, que é uma diferenca de dois
guadrados e que quando fatoradavem (x + 3+ 1).(x +3-1) =0, (x + 4)(x + 2)
=0, que resultaem x= —4 ou x=- 2. Este ultimo modo de fazer privilegia a
fatoracdo e justifica algebricamente a pratica do uso do sinal + na frente da
raiz quadrada.

Mas ndo questionava as tarefas contidas nos livros didaticos de Andrini, pois
a forma como se encadeavam os conteudos me era familiar, parecia simples e
eficaz. Resolver a equacédo (x + 3)? = 1 fazendo a diferenca de dois quadrados n&o
fazia parte de minhas praxeologias para o ensino, apesar de estar dentro de meus
possiveis. Esse discurso que apresento € um reflexo do presente, de um novo olhar
para as praxeologias para o ensino desse objeto matematico que sera ainda mais
discutido nos capitulos seguintes.

A colecao de livros de Andrini foi adotada por trés anos letivos seguidos pela
primeira escola em que trabalhei e o encadeamento dos conteudos por ela
apresentada acabaram por se tornar habitual para mim, ndo somente pela imposi¢ao
que a escola fazia ao adotar o livro, mas, sobretudo pela conformidade em que
achava que estavam as organizagdes do livro com meu jeito de fazer desde aluno.
Ou seja, a relagdo que construi com a organizacdo contida nesta obra dava-me
seguranca e familiaridade necessarias a minha atividade de ensino. Nao havia em
meu EP e UC nenhum estranhamento com a organiza¢c&o proposta na colecao.

Recordo que em uma das escolas que lecionei para o0 9° ano, o livro adotado
foi da colegao “Matematica: uma aventura no pensamento” de Guelli (2005a) em que
apresenta a resolucao da equacao (x — 3)? = 25, como ilustra o quadro 9.

Guelli (2005a) apresenta a equacao sendo resolvida pela extracdo da raiz

quadrada em ambos os membros da equacdo em que considera o modelo de
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resolucdo X2 = ¢, donde sai que X = ++/c. Toda equacdo do 2° grau pode ser
transformada nesse modelo, “basta” usar a técnica de completamento de quadrado,
gue esse autor assume como a técnica de fatoracao do trinbmio quadrado perfeito,
para que se transforme numa equacéo do tipo X2 =c.

Apesar do modelo proposto no livro de Guelli (2005a) possibilitar uma tarefa
intermediaria para resolver a equacao por completamento de quadrado de um
trinbmio do 2° grau, abrindo espaco para a discussdo das suas raizes, pois para c
negativo a equacdo ndo tem solugcédo e para ¢ = 0 as raizes séo reais e iguais, 0
autor s6 apresenta equacfes que tém duas solucbes reais e diferentes para a
técnica que ele denomina de resolucdo de equacdo por fatoracdo do trinémio
quadrado perfeito (Quadro 9).

Quadro 9: Resolucdo de equacdes do 2° grau completando quadrado

Resolvendo equacGes por meio da fatoracdo do trindbmio
quadrado perfeito

Veja como resolvemos a equacéo do 2° grau (x — 3)? = 25:

x—3=+25 ou X—3=-+25

x—3=5 x—3=-5

Xx=8 X=-2

S={-2,8}

Entdo, podemos resolver a equacéo do 2° grau x> — 6x + 8 = 0 assim:
1)x*—6x=-8

2t (9= 8+(-2)

)xX¥-6x+9=1

4) (x-3)*=1
x-3=+1 ou x-3=-41
x—3=1 x—3=-1
Xx=4 X=2
S={2, 4}

Fonte: Guelli (2005a, p. 61)

Em seguida, ele usa a mesma técnica para exibir a formula resolvente usual
da equacao do 2° grau, como ilustra o0 Quadro 10. Obviamente que a fatoracdo do
trinbmio quadrado perfeito se mostra como tarefa rotineira, e 0 completamento de

guadrado é a tarefa que parece nao estar clara ou pronta para ser ensinada.



Quadro 10: A formula usual de resolucao da equacéo do 2° grau no livro didatico

dos coeficientes a, b e ¢:

1) 2x+7x+3=0

AP | 3
2) ;x-+§x+§=0

0
~
]
Il

2

4

A formula quadratica

Uma equacao do 2° grau na variavel x pode ser escrita na forma
ax®+ bx + ¢ =0, sendo a, b € ¢ nimeros reais € a # 0.
Podemos transformar essa equacao do 2° grau e expressar a variavel x em termos

ax?+bx+c=0

B .. D c
2)=x*¥+=x4==0
a a a

s i c
a2 +ox=——
Q a
4)x° + +(b):- c+(b)2
L 2a/ ~ a 2a
b\* c b?
X+—) =—— -
) (t 2a) a 4a-
LI "—4ac+b:
* Za_—q 4q°
b Vb%— 4ac
Nx=—et ———
1% 265 2a
—-b + Vb*— 4ac
8)x = g
A
9)x=
2a
—b— Vb* - 4ac
ou x =
2a

Fonte: Guelli (2005a, p. 64)
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A partir da exibicdo da formula resolvente, Guelli apresenta as resolugdes das

equacOes como aplicacédo dessa formula e abandona o completamento de quadrado

e a fatoracgéo.

O método de resolucdo de equagbBes do 2° grau por completamento de

quadrados nao fazia parte de meu EP e nem me interessava que fizesse, pois

acreditava que o custo para o ensino seria muito alto, ou seja, desprenderia muito

mais tempo para 0 ensino e nao conseguiria vencer o contetdo naquele ano.

Obviamente que a clareza que nao tinha do problema praxeoldgico do professor de
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preparar 0 curso para se tornar um objeto ensinavel favoreceu o abandono da
técnica de completamento de quadrado, pois essa apresentacdo de Guelli é tarefa
exclusiva do professor em seu topos.

O livro de Guelli passou a ser usado como uma mera lista de exercicios em
que recorria apenas para a fixacdo das técnicas, pois as praxeologias estavam
cristalizadas e ndo usava mais epsis litteris os livros adotados pelas escolas a ndo
ser para resolucdes de tarefas propostas que escolhia em acordo com a ODM
dominante em meu EP para o Ensino de Matematica em Nivel Fundamental. Apesar
de tomar os “problemas” propostos nos livros que seriam enfrentados por meio do
uso da equacédo do 2° grau, as situagbes em que esses “problemas” surgiam eram
pontuais e longe de serem rotineiras.

Assim, as praxeologias com o0s objetos em destaque no MER, eram as
dominantes e ingénuas, seja pelo encadeamento nos programas escolares, seja na
organizagdo posta nos livros didaticos. Por exemplo, no 7° ano eram estudados
entre outros objetos da matematica escolar equa¢des do 1° grau com uma variavel,
sistemas de equacdes do 1° grau com duas equacdes e duas variaveis; no 8° ano,
as expressbes algébricas, valor numérico, definicdo, grau e operacdes entre
mondmios e polindbmios, produtos notaveis, fatoragcdo de polinbmios e equacdes
fraciondrias; no 9° ano, as equacdes do 2° grau e as equacdes redutiveis a equacao
do 2° grau e parecia nada ter mudado para mim, pois assim havia aprendido
enquanto aluno e continuava mantendo enquanto professor o mesmo pensar sobre
0s objetos de ensino.

Comecei a lecionar para alunos da EJA (Educacdo de Jovens e Adultos) e
nessa modalidade de ensino, duas séries eram cursadas no mesmo ano. Por
exemplo, a 42 Etapa do EF se compunha do 8° e 9° anos e os conteddos eram 0s
mesmos das seéries ordinarias. O que se estabelecia como um contrato informal era
gue os conteudos da 8° ano fossem estudados no primeiro semestre do ano letivo e
0s contetdos do 9° ano, no segundo semestre. Assim, 0s objetos matematicos que
trabalhava num ano letivo completo teriam que ser estudados na metade do tempo.
Ou seja, ndo havia uma organizacao propria dos objetos matematicos para a EJA.
Um livro que encontrei para a EJA so se diferenciava dos livros das séries ordinarias
pela quantidade de tarefas em um ddnico livro, mas as abordagens em nada

mudavam, ndo havia uma praxeologia para ensinar matematica para a EJA.
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4.5 O SISTEMA DE TAREFAS STy

Apés toda essa experiéncia praxeoldgica que tive desde aluno do Ensino
Basico, mais precisamente as praxeologias para resolucdo equacfes do 2° grau,
naturalizei uma organizacdo para o0 ensino desse objeto. Essa organizacéo
encaminha uma compreensdo que abstrai sobre esse objeto matemético denota o
modelo epistemoldgico pessoal de referéncia inicial (MEPRy), em que associado a
ele ha o de sistema de tarefas inicial denotada por ST,. Cada tarefa € denotada por

Toi (iI71,2,3,4...), e se apresenta da seguinte maneira:

To1 — Definir uma equacéo do 2° grau.
E toda equacdo do tipo ax2 + bx + ¢ = 0, com a, b e ¢ sendo nimeros reais e

a # 0, € uma equacao do 2° grau.

To2 — Exemplificar equacdes do 2° grau;
Exemplos: a) x2-2x+4 =0 b) -2x2+5x—-1=0
Cc)x2-4x=0 d)x2-9=0

Tosz — Determinar os valores dos coeficientes da equacao;

Exemplo:a) x*-5x+6=0(@=1,b=-5ec=06)
b)-22+x+1=0(@=-2,b=1,c=1)
C)x2-4x=0(@=1,b=-4,¢c=0)
d)x-9=0(@=1,b=0,c=-9)

To4 — Classificar as equacdes do 2° grau como completa ou incompleta;

Tos — Resolver a equacado incompleta do tipo ax?- ¢ = 0;

Exemplo: Calcular as raizes das equacfes incompletas do 2° grau.
a)x*-25=0

Resolucao: Usando a técnica da extracéo da raiz quadrada,

X2:25,x = +25,x = +5

Tos — Resolver a equacado incompleta do tipo ax? + bx=0;

a)x*—5x=0
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Resolucdo: Usando como técnica a fatoracao do polindmio pondo o fator comum em
evidéncia, vem x(x —5) = 0, donde se obtém x=0e x =5.

To7 — Resolver equacdes completas do 2° grau;
—-b+Vb2—4ac

Aqui é apresentada a formula de resolucdo x = o
Exemplo: Calcular as raizes da equagéo x* — 7x + 12 = 0.
Resolugdo: Usando a férmula com a =1, b =-7 e ¢ = 12, calcula-se as raizes x=3

e Xx=4.

A praxeologia dominante em meu EP em questdo apresenta as técnicas de
resolucdo de equacdes por meio de exemplos, cada uma com sua técnica distinta,
sem relacbes claras entre elas, o que contrasta com o preconizado pelo modelo
praxeologico de Chevallard (1999), que trataria a resolucdo das equacdes em
unidade, a partir de uma clara integracédo de praxeologias que vivem na escola do
ensino fundamental.

O enfretamento dessa problemética foi realizado por um PEP, como método
de pesquisa legitimado pela TAD, que se constitui em unidade complexa em volume
de dados e relacdes entre os sistemas didaticos nele construidos, que torna
herculeo o trabalho de descrevé-lo em sua totalidade. Entretanto, seus dados
permitem construir uma trajetéria a partir do estado inicial Eg, € por meio de varios
sitemas didéaticos intermediérios, atingir os estados intermediarios, até atingir o
sistema didatico final, ou estado final, que produz uma resposta R admissivel.

Assim, é apresentada a seguir uma trajetoria cujos estados ordinais s&o
tomados em sincronias, mas em acordo com a diacronia do PEP. A trajetdria assim
construida, que constitui uma entre outras possiveis, denominamos de trajetoria em
diacronias sincronicas da TDI que fundamenta o MEPR e, consequentemente, a
resposta R encontrada, segundo o preconizado pelo modelo praxeoldgico de
Chevallard (1999) sobre a articulacdo e integracdo praxeolégica segundo um saber,

no caso, 0 que contempla a resolucao da equacao do segundo grau.
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5 A INSTAURACAO DOS SISTEMAS DIDATICOS E OS ESTADOS ORDINAIS DA
DIACRONIA DA TRAJETORIA

Nesse capitulo séo realizadas cronicas desde encontro que tive com o0 MERy
em que, a partir disso, questiono a pratica de ensino de resolu¢do equacdo do
segundo grau corporificada por STo. Esse encontro produz mudancas na minha

relacdo pessoal com esse objeto de ensino, que séo evidenciadas a seguir.

5.1 O ENCONTRO DE #COM O MER,

No curso de mestrado iniciei os estudos, no Grupo de Estudo de Didatica da
Matematica (GEDIM)®, de teorias da didatica da matematica francesa, em especial
a transposicao didatica e seu desdobramento com a teoria antropoldgica do didatico
em que o professor #” é um dos diretores de estudos e orientador de minha tese.

Durante o curso, e ainda buscando reorganizar meu projeto de pesquisa de

mestrado, " apresentou-me o artigo Contextualizagdo do Ensino de Matematica

(SILVA; GUERRA, 2009) que se encontra no livro Formacao de professores: mitos
do processo em que ha uma proposta de organizacdo da resolucéo de equacdes do
2° grau (Quadro 11), considerado como o MER, para exemplificar a
contextualizacdo da matematica pela propria matematica na escola, inspirado em

um trecho da obra de Queysanne e Delachet (1964).

* E um dos grupos de estudos do Instituto de Educacdo Matematica (IEMCI) e Cientifica da
Universidade Federal do Para (UFPA)
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Quadro 1: Organizagcao matematica para resolu¢édo de equacdes do 2° grau (MER)

A equacdo do 2° grau é apresentada na forma, ax’> + bx + ¢ = 0, com a # 0, que permite
escrevé-la como sendo x? + px + q = 0, que é um polindmio do segundo grau que pode ser pensado
como um produto de polinémios do 1° grau

X+ px+q=(x-a)(x-B). (I)

A solugéo da equacdo (X - @) (x - B) =0 pode ser encontrada observando-se que o produto de
dois numeros reais A e B é nulo ( AB = 0) quando um dos fatores for nulo (A =0 ou B = 0). Assim, x -
a=0 ou x-B=0, obtendo-se x=0o oux="R. (Il

Tudo se resume, portanto, em fatorar um polindmio do 2° grau em um produto de fatores do
primeiro grau: x° + px +q = (X - o )(x - B). Desse modo, (X - a)(x - B) =x* - (. +R)Xx + o B que
identificado com o polindmio x* + px + g, obtém-se

{-( a+p)=p
af =q
Em alguns exemplos podem ser fatorados mentalmente® como a seguir:

X2 -Tx +12 =0 =>(x - 3).(x - 4) =0. Pois, - (3 +4) =-7e 3.4 =12

Em geral, ndo é tdo facil encontrarmos o e 3 por operacdes mentais. Para isso, observamos que o
quadrado da diferenca de dois termos € igual ao quadrado de sua soma menos quatro vezes o produto
entre eles, ou seja, (o - B)? = (o + B)? - 4aR = p? - 4q, (111) que permite obter o sistema do primeiro
grau

{ “larf)=s que pode ser resolvido pelo método da adigdo. Assim, o exemplo anterior x*
a—f =4p*—4q | |

7x +12 =0, result Jeq=12 pois| “@TAI=s {“+ﬁ=7
X =0, resultaemp =-7eq=12, pois ,

donde resulta @« = 4 e =3 . ApOGs Vérios exercicios, resolvemos o caso geral, e obtemos a formula
de resolucéo da equacgéo do 2° grau.

__ —b+Vb?-4ac

2a

X

! E evidente para nés professores que nem sempre é possivel a fatoragdo, mas abordaremos para nossos alunos
como se fosse sempre possivel e, posteriormente, ap6s adquirirem o dominio da resolugdo, apresentamos 0s
casos ndo possiveis (...).

Fontes: Silva e Guerra (2009, p. 93-96)

Na OM proposta no Quadro 11, Silva e Guerra (2009, p.93-96) assumem o0

problema do isolamento do objeto matematico da escola ao afirmarem que:

Temos observado que a maioria dos professores de Matemética, e
os livros-texto, procuram apresentar contetados de forma isolada,
estanque, como um produto acabado. Tudo comecando e
terminando sem propésito de continuidade, de relacdes com o0s
contetidos ja abordados na mesma série ou anteriores e ainda sem
apontar para um objetivo pratico, seja com as relacdes do cotidiano
ou para fornecer significado para os alunos dos proximos contetdos
matematicos. Temos insistido com 0s nossos alunos-docentes que
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procurem observar como 0s contelidos estao relacionados e que 0s
mesmos nao estdo providos necessariamente de seriacao.

(...) Ao longo desta explanacgéo, foram utilizados varios contetidos
que se interligam nos moldes dos mapas conceituais de Ausubel
(1968), como por exemplo: Equacdo do Primeiro Grau (6° e 7°
séries), Produtos de Polindmios (7° série), Sistema de Equag&o do
Primeiro Grau (6° série), Valor Numérico (7° série), Identidade de
Polindmios (3° ano do EM), Fatoragdo e Produtos Notaveis (7¢ série).
Além disso, outros contetdos estdo de forma implicita nesses
contetudos abordados explicitamente, como € o caso de expressdes
numeéricas (no contetido Valor Numérico), iniciada na 4° série do EF;
Operagbes Fundamentais etc.

Nesse modelo pareciam-me evidentes as articulacbes da tarefa resolver
equacgdes do 2° grau com tarefas outras, do seu passado e futuro (CHEVALLARD,
2005) na posicdo que ocupa no programa da escola basica.

Assim, o MER, fez-me pensar que poderia realiza-lo em sala de aula em uma
sequéncia de tarefas que proporcionaria uma nova praxeologia para o ensino de
equacdes do 2° grau e, assim, enfrentar o problema da desarticulagdo dos objetos
matematicos na escola que inspirou diversos trabalhos de pesquisa em didatica das
matematicas sob a égide da TAD ja citados aqui em gque as conexdes de objetos do
saber e suas integracdes sdo fundamentais para a superacdo de obstaculos no
ensino de matematica relacionados ao tempo didatico e ao isolamento dos objetos
de ensino no curriculo. Ou seja, vislumbrei uma maneira de romper com as
praxeologias dominantes de ensino de equacdes do 2° grau.

E, mais ainda, a integracdo dos objetos matematicos do MER da sentido ao
uso de férmulas e algoritmos tdo criticado por correntes de pensamentos que
anunciam sua ineficacia para o aprendizado da matematica escolar, mas que Silva e
Guerra (2009) discutem sua importancia para o desenvolvimento do saber fazer
matematico na escola.

Mais precisamente, a formula de resolucédo da equacéo do 2° grau ndo surge
como um passe de magica para solucionar equagdes, mas de uma necessidade de
facilitacdo da manipulacdo do objeto matematico. Nesse caso, a necessidade de
romper com o ciclo de resolver equagdes por soma e produto de suas raizes, em
gue os produtos notaveis sdo 0s objetos matematicos usados para encontrar o
sistema de equacdes do 1° grau que resolve a tarefa de encontrar as raizes de uma
equacao do 2° grau.

A caracteristica de integracdo das praxeologias escolares acima me fez
encaminhar um tipo de compreensao que € considerado como meu MEPR;. Esse
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modelo epistemoldgico permite, entdo, analisar e questionar diferentes praxeologias
sobre a resolucéo da equacao do segundo grau presentes no Ensino Fundamental,
e em particular, a praxelogia dominante usada pelo professor.

Ap6s minha relacéo ter sido modificada pelo encontro com esse modelo novo
que ao mesmo tempo traz relagBes entre objetos ja consagrados pelas préticas da
matematica escolar, pensamos em numa possivel organiza¢do didatico-matematica
que poderia ser desenvolvida em uma turma de 42 etapa da EJA, pois ha objetos
matematicos articulados no MERy que fazem parte dos programas do 7°, 8° e 9°
anos do Ensino Fundamental e supostamente ndo encontraria restricdo pedagogica
para seu uso, um dos niveis de codeterminacao didatica.

Por exemplo, no 7° ano séo estudadas as operacfes que envolvem nimeros
negativos, além de equacdes do 1° grau e sistemas de equacdes do 1° grau com
duas equacdes e duas variaveis; no 8° ano sao estudadas as expressodes algébricas,
os polindbmios e suas operacdes e a fatoracéo. E, no 9° ano, as equacdes do 2° grau
e sistemas de equacdes do 2° grau com soma e produto. Além disso, a tarefa de
escrever a equacdo do 2° grau na forma fatorada, envolve também um saber
implicito, o Teorema fundamental da Algebra, que mesmo n&o fazendo parte do
curriculo do Ensino Fundamental, surge como objeto do futuro visto no presente,
mas sem necessariamente ser feita sua formalizacao.

Além disso, as praticas de ensino para a EJA se resumiam para mim em
ensinar “resumidamente” os conteudos de dois anos regulares em um ano. Por
exemplo, para a 42 etapa ensinava os conteddos do 8° ano no 1° semestre e
conteudos do 9° ano no segundo semestre de um ano letivo. Entretanto, a escolha
dos objetos a serem estudados e como deveriam ser ensinados ndo estava em jogo.
Havia uma tentativa de resumir o que era feito nos anos regulares pondo énfase nos
objetos matematicos que eu pensava ser mais importante para o aluno da EJA.

Vislumbrei, também, o enfrentamento da complexa tarefa de fazer emergir o
saber, por meio das articulagbes de praxeologias presentes na escola. No caso em
tela, as praxeologias com o0s objetos matematicos da escola envolvidos no modelo
atenderiam a um saber que as justificassem. Assim, resolver equacgdes do 2° grau
(ou do 1° grau) ndo se justifica apenas pela busca de suas raizes, mas

fundamentalmente pelo método utilizado, ou seja, como € feita essa busca.
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No enfrentamento dessa tarefa de fazer emergir o saber surge no MER, a
relacdo entre os produtos notaveis (o0 —B)°— (o + R)? = — 4aB que introduzimos

como a seguinte tarefa: Calcular a diferenca entre o quadrado da diferenca e o
guadrado da soma de dois termos. Essa tarefa estabelece uma relacdo entre a
diferenca, a soma e o produto desses termos e se constitui na ferramenta que vai
quebrar o ciclo ilustrado na Figura 7, pois o sistema do 2° grau se transforma em um
sistema de 1° grau, considerando a tarefa de resolver sistemas do 1° grau como
uma pratica rotineira ou um elemento estavel'’. E essa tarefa ser4 denominada
daqui em diante de Tarefa Intermediaria Transformadora (T | T ), pois transforma um
problema de solucdo ndo conhecida em outro cujo método € conhecido, tarefa essa

tdo comum na atividade matemaética, mas que na escola parece ser transparente.

Figura 7: Tarefa intermediaria transformadora (TIT)

X1+IE=S

Fonte: Do autor

A partir disso, minha relacao pessoal com esses objetos sofre alteragdes, pois
me despertou o pensar sobre como poderia se da o ensino da resolugcéo da equacao
do 2° grau sob um novo jeito de fazer e pensar esse objeto. Assim, um

questionamento surge:

" Elementos estaveis sdo aqueles que, subjetivamente, isto €, para os sujeitos da instituicao I,
parecem naturais, transparentes, ndo problematicos (CHEVALLARD, 1992, p. 130).
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Qo: Como organizar os objetos matematicos do MER( para o ensino? Como se d&a

essa organizacédo em sala de aula?

Essas questbes, que substanciam o sistema didatico solitario So(%, Qo) nédo

me pareciam problematicas, pois considerava que a resposta estava dada pelo
préprio modelo, uma vez que as tarefas que se relacionam nele ja faziam parte do
meu EP e UC, entdo bastava apenas colocar as tarefas ali presentes em
determinada ordem, e po-lo em acdo em sala de aula. Sempre tendo a intencao de
fazer acontecer as conexdes dos objetos do saber e levar os alunos a

compreenderem a importancia de uma férmula na atividade matematica.

5.1.1 O Sistema de tarefas ST, e o primeiro estado da diacronia da trajetoria

Essa nova compreensédo sobre o saber resolucdo de equacdes do segundo
grau, entendida aqui como um MEPR;, evidencia-se no estudo realizado em
So(#, Qo) associado ao sistema didatico solitario So(#’, MERg). Assim, a partir de
MEPR; desenvolvi um sistema de tarefas que simbolizo por ST;, em que as tarefas
sao designadas como Tj;, (i =1,2,3...). Dessa maneira, 0 primeiro estado E; da
diacronia da trajetdria é constituido como uma nova maneira de assumir a resolucéo

de equacao do segundo grau para o ensino.

Sistema de tarefas ST,

» Intencéo didatica: Tarefas T1; em conexdo com Ti, criam condi¢des para

encaminhar a resolucdo de segundo grau na T3

T11: Desenvolver os produtos de polindmios do tipo (x + a)(x + b).

A tarefa de desenvolver os produtos notaveis: o quadrado da soma e da
diferenca de dois termos: (a + b)?2 e (a — b)2, bem como o produto da soma pela
diferenca estéo incluidas em Ti;. A técnica é a regra distributiva.

Ex. Desenvolver os produtos:

a) (X + 5).(x + 6).

Solucgédo: (x + 5).(x + 6) =x2+5x + 6x + 30 = x2 + 11x + 30
b) (x + 5).(x + 5).

Solugdo: (x + 5).(x + 5) = x2+ 5x + 5x + 25 = x2 + 10x + 25
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T12: Fatorar polinbmios do 2° grau com uma variavel do tipo x2 + Sx + P como
produto de bindmios (x + a)(x + B)
A técnica usada para essa tarefa € a soma e produto, por tentativas fatorando

o produto P.

Ex. Fatorar o trinbmio
a)x2+11x+ 30

30|2

15(3 Por combinacfes dos fatores primos, chega-se aos niumeros 5 e
515 6. Assim, tem-se x2 + 11x + 30 = (X + 5).(x + 6)

1

T13: Resolver equagdes do tipo x2 + px + ¢ = 0.

A técnica a ser usada é a fatoragdo do trinbmio do 2° grau.
EX. Resolver as equacgoes:
a)x2+11x+30=0

Por T1,, tem-se que (x + 5).(x + 6) = 0. Assim, aplica-se a regra do produto
nulo, donde vem x = -5 ou x = - 6.

b) x2-2,5x +2,5=0.

Nessa equacdo, a técnica de fatoracdo usada em Ti,, pode se tornar
inadequada, pois a decomposicdo de numeros decimais ou fracionarios nao é tarefa
da escola. Além disso, para equacdes sem solucBes reais, essa técnica nao
convém. Assim, as tarefas Ti4 € Ti15 Seguintes sdo propostas no sistema para o
enfrentamento desse tipo de equacao.

» Intencéo didatica: Encaminhar nova técnica de resolugédo por meio das seguintes

tarefas.

T14: Desenvolver a diferenca (a — b)2 — (a + b)2 (T | T- tarefa intermediaria
transformadora).

A técnica é o desenvolvimento dos quadrados por regra distributiva e a
reducdo de termos semelhantes.

Assim, (a—b)2—(a+b)2=az—ab—ab +b2—-(a2+ ab + ab + b2) = - 4ab, ou

seja (a—b)2 - (a + b)2=- 4ab.
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Usando exemplos numeéricos, (5 —3)2— (5 + 3)2=-4.5.3 = - 60.

T1s: Solucionar sistemas de equacgdes do 1° grau com duas variaveis.

A técnica € o método da adicao.

a+b=5

Ex. Solucionar o sistema {a Cp=1

Usando o método da adicao, tem-se que

a+bh=5
a-b=1
2a =6

a = 3, que substituido em uma das equacdes, levaa b =2

T16: Solucionar equacgfes do 2° grau do tipo x2 + Sx + P = 0, onde S e P séo,

respectivamente, a soma e o produto das raizes a e  da equagao, por meio do

sistema
{ at+B=-5 Sistema S
a—B =./(=S)2 — 4P !

A resolucéo de equacao do 2° grau consiste em tomar a soma S e o0 produto
P das raizes dados na equacédo e substitui-los no sistema S; em que a 22 equacgao

a—B =vS2—4Pvem da tarefa intermediaria transformadora Ti4. Assim, por

exemplo, para resolver a equacdox? — 25x + 25 = 0, basta tomar
a+B=25 a+B=25 a+B=25
=> => _=>a=15 =1
{a—B = J(25)% - 425 {a—B = J0,25 {a—ﬁ =05 ° ep
— Vh2—
T17: Desenvolver a féormula x = % da equacédo do 2° grau ax? + bx + ¢ = 0,

por meio do sistema S;.
Essa tarefa foi posta para a institucionalizagdo da férmula usual de resolugao

de equacao do 2° grau.

O sistema ST, que é a resposta R% para Q,, foi difundida e defendida no
sistema didatico auxiliar S1(%%, A, R%) que serd apresentado a seguir, em que A

denota alunos da quarta etapa da EJA de uma escola publica .
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5.1.2 O sistema didatico auxiliar SDA;: realizacdo de ST; na sala de aula

No sistema didatico auxiliar S; (%, A, R%) a organizacéo das tarefas descritas

e analisadas em Mesquita (2011) foram aqui reescritas e reanalisadas, pois € nesse
espaco-tempo que surge a problematica da tese.

Ha tarefas que, apesar de serem mobilizadas no MERy, ndo estavam
claramente postas na organizagdo que elaborei para estudo em sala de aula. A
essas tarefas chamamos — inspirado na nocéo de OM intermediaria'® anunciada em
Bosch e Gascon (2001) — como Ferreira (2014), de tarefas intermediarias (TI) que
sdo estratégicas e indispenséaveis para o desenvolvimento da ODM. Apés o relato
sobre desenvolvimento das tarefas, séo realizadas algumas analises escritas como

notas.

Tarefa T11: Desenvolver os produtos de polinbmios

Apbs obter informacdes sobre 0 andamento do programa com a turma, iniciei
as aulas com a seguinte tarefa: Desenvolver o produto (x + 3).(x + 5). Como nao
obtive respostas dos alunos, desenvolvi um produto usando apenas nimeros, Como

indicado a seguir:

"

AN
(4+3}\|{f&+2 =44+42+34+32=4+(3+2)4+32

Em seguida, escrevi no quadro a seguinte tarefa: Desenvolver o produto
(5 + 4)(5 + 4). Alguns alunos responderam rapidamente 81. Expliquei que a resposta
estava correta, mas que queria que eles desenvolvessem a tarefa usando a regra
distributiva, e ndo escrevessem o resultado das multiplicacbes. A intencdo era de
facilitar a compreensao de produtos do tipo x.x ser igual a x°.

Em seguida, retomamos o produto (x + 5) (x + 3). Mas, ao perguntar a turma o
resultado de x . X, a turma respondeu 2x. Retomei o produto anterior exibindo 5.5 =

5%. Apds isso, pareceu haquele momento que a turma havia superado produto X.x,

'® Se uma OD consiste, essencialmente, em uma resposta a questdo: Como construir uma

determinada OM em uma instituicdo escolar 1? Entdo, deve incluir em sua base, uma sequéncia de
OM em evolucao, das quais se situa a OM considerada: aquelas a partir das quais a OM se constréi e
aguelas a partir das quais a OM acaba por incluir-se. Geralmente as “razbes de ser” de uma OM se
encontram nas OM que a precedem ou nas OM que se integrard. Estas tendem a desaparecer a
medida que a construgdo avanca, porém pode ser importante, desde o ponto de vista da eficacia da
OD correspondente, saber manter vivas estas OM “intermediarias” ao menos durante a construgao
da OM considerada. (BOSCH e GASCON, 2001, p. 18)
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pois todos responderam x?. Assim, o produto (x + 5) (x + 3) foi novamente retomado
e foi resolvido por meio da regra distributiva.

X+ 3).(x+5)=x2+5x+3x+ 15
W

Continuando com o produto de polindmios, a minha intencéo era fazer com
que T1; se tornasse rotineira para que posteriormente, estivesse no campo de
percepcao dos alunos que, por exemplo, no produto (x + 3).(x +5) =x2+8x + 15,8 é

asoma 3 + 5 e 15 é o produto 3.5. Isso ficou evidenciado no seguinte trecho da aula:

Escrevi no quadro o produto (x + 3) (x + 5) = x? + 8x + 15 e apontei
para 0 8 e para o 15, perguntando a respeito de alguma relacéo
desses resultados com os bindmios. A aluna Murielli respondeu que
8 era a soma 3 + 5 e 15 era a multiplicacdo 3 x 5. Escrevi mais
alguns exercicios analogos no quadro e pedi para os alunos
realizarem os produtos de forma rapida. Apesar dessa percepcao da
aluna, eles tentaram resolver os exercicios sem dar respostas
diretas, ou seja, usaram a regra da distribuicdo (MESQUITA, 2011,
p.74).

Objetivando mostrar para os alunos que o trinbmio do 2° grau pode ser obtido
por meio das operacfes de soma e produto dos termos independentes dos
binbmios, explicitei essa tarefa com os seguintes exemplos:
a)(x+4) (x+3)=x*+4x+3x+4.3=x+(4+3)x+4.3=x*+7x+12
b) (x-5) (x-2)=x*-5x—2x+5.2=x*-(5+2)x—-5.2=x%-7x + 10.

Assim, propus exercicios analogos aos exemplos a e b. Nas tarefas em que
surgiram os produtos notaveis, estes foram sendo classificados segundo os tipos
gue aparecem nos livros didaticos e nas praticas de ensino, a fim de que os alunos
tomassem conhecimento dos termos usados nesses produtos. Por exemplo: (X + 5).
(x + 5) = (x + 5) (Quadrado da soma de dois termos), (x —5) (x — 5) = (x — 5)?
(Quadrado da diferenca de dois termos), (x + 6) (x — 6) (Produto da soma pela
diferenca de dois termos). A tarefa de desenvolver os produtos notaveis usando as
letras a e b também foi proposta, (a + b)?, (a — b)2 e (a — b).(a + b), para suas
generalizagbes, pois seriam utilizadas no andamento das aulas.

Assim, encerramos a tarefa T;; e demos inicio a proxima tarefa prevista em

ST,: fatorar polindbmios.
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Notas sobre Ti;

Tinha a intencdo de tornar Ty rotineira 0 mais breve possivel para que eu
pudesse avancar para as fatoracdes e equacdes. Entretanto, houve a necessidade
do estudo das operacfes entre mondmios, pois ao perguntar para a turma qual o
resultado de x.x, muitos na sala deram a resposta 2x. Uma técnica didatica (BOSCH
e GASCON, 2001) que usei naquele momento foi substituir x por nimeros, por
exemplo: 5.5 = 52, E mesmo eu tendo que dispor de tempo para que os alunos nao
tivessem davidas sobre essa tarefa, isso ndo fez parte de minhas analises, pois nédo
tinha a intencdo naquele momento de problematizar tarefas que deveriam ser
rotineiras para a turma. O uso de produtos de numeros para justificar o porqué

X.X = x2 foi espontaneo (ndo estava previsto na OM). Nesse sentido:

Dizemos que esta praxeologia é “espontanea” porque as tarefas
didaticas que a geram nédo estdo organizadas de antemado em todos
0os seus detalhes sendo que, pelo contrario, muitas delas se
improvisam dependendo do curso que tomem 0S acontecimentos.
(BOSCH e GASCON, 2001. p. 3, grifos deles, traduc&o nossa)

Assim, as novas tarefas comegcam a surgir na organizacdo, como por
exemplo: desenvolver o produto (4 + 3) (4 + 2) sem realizar as multiplicagbes dos
nameros, que mesmo sendo estranha aos alunos, foi proposta para atender outra
tarefa: escrever os produtos do tipo (x + a).(x + b) como x2 + (a + b)x + a.b. Essa
Gltima tarefa se torna estratégica para tornar visivel a tarefa inversa®® de fazer
ax + bx = (a + b)x e, assim, evidenciar a soma e 0 produto dos termos
independentes dos binbmios.

Dessa maneira, realizar a tarefa T1; fez emergir tarefas intermediarias que
sdo condicbes encontradas no sistema didatico que jogam importante papel na
composicdo do MEPR. N&o esquegamos que para Chevallard (2009a, 2009b),
Bosch e Chevallard (1999) e Bosch e Gascon (2010), a TAD define a didatica como
a ciéncia das condigbes e restricdes da difusdo social de praxeologias. Assim,
gquando uma tarefa que, considerada como rotineira na organizacdo matematica,

torna-se visivel na OD, entédo ela passa a compor a OM. Dessa forma, desenvolver

19 Segundo Lucas et all (2014), uma das conjecturas especificas do questionamento tecnolégico das
técnicas matematicas escolar é que “nao ha reversao das técnicas para realizar a tarefa matematica
inversa” (ibdem p.1334), o que permite a atomizagao das técnicas usadas na escola.
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os produtos do tipo (x + a).(x + b) é uma tarefa que deve ser considerada na
organizacdo matematica para que a soma e o produto dos termos independentes se

tornem visiveis no trinbmio do 2° grau.

Tarefa T1,: Fatorar polindmio do 2° grau com uma variavel

Apresentei T, para os alunos como uma tarefa inversa a tarefa T11. Ou seja,
fatorar um trinbmio do 2° grau é escrevé-lo como um produto de binémios do 1° grau
polindbmios. Por exemplo, a partir da tarefa: calcular (x — 2)(x — 3) = x2 — 5x + 6, surge
a tarefa: fatorar o trindbmio x?2 — 5x + 6, que tem como resultado (x — 2).(x — 3). No
trecho a seguir descrevo como fiz a introdugéo de Tj,.

Para ilustrar, escrevi no quadro alguns exemplos, tais como: x* + 2x
=X (X+2),xX*=5x=x(x—=05), 5x*~10x =x (5x —10), x¥*—=5x + 6 =
X—2)(x=3), X2 —4x+4=(x-2) (x=2), x* =16 = (x + 4) (x — 4),
entre outros. (...) Todos os polinbmios que foram apresentados eram
fatoraveis. Mas, expliquei que havia polindmios néo fatoraveis, e que
n&o irfamos trabalhar com eles naquele momento®.

Para os alunos que apresentaram dificuldades para realizar a
fatoracdo do trinbmio por soma e produto, sugeri que fatorassem o
termo constante do trinbmio, pois esse poderia fornecer o produto
dos termos constantes dos binémios resultantes. Por exemplo, dado
o trindmio x*> — 8x + 12, fatorar o termo 12 escrevendo 12 = 2.2.3 =
2.6 e testar a soma desses fatores, no caso 2 + 6 = 8. Assim, obtive
melhores resultados para os trindmios (MESQUITA, 2011, p.76)

A intencdo era fazer com que os alunos fatorassem o polinémio do 2° grau de
uma variavel por meio da soma (que € dada pelo coeficiente do termo do 1° grau do
polindmio) e do produto (que é dado pelo termo independente do polinémio) de dois
nameros que sado os termos independentes dos bindmios do primeiro grau. Ou seja,
x2—Sx+P=(x-a).(x—b),ondea+t+b=Seab=P.

Alguns binbmios do 2° grau com uma variavel foram também fatorados da
mesma forma, como destacado no seguinte trecho:

E seguindo essa mesma estratégia, para os binémios do tipo
x? — 16 ou x* + 5x, sugeri o registro do termo nulo. Dessa forma,
x? — 16 poderia ser escrito como x* + 0x — 16 e x* + 5x, como x* + 5x
+ 0. A partir disso, a fatoracdo se dava pela soma e pelo produto

novamente. Assim, todos os alunos que realizaram as fatoragfes, as
fizeram dessa forma. Contudo, ressaltei que essas fatoracbes

% Essa fala sera revista em analises posteriores dentro do texto, pois a constatacdo de que ha
trindbmios do 2° grau ndo fatoraveis (para o nicho ecolégico considerado na pesquisa) tem que ser
potencializada pelo sistema de tarefas e ndo dada de antem&o aos alunos. Estava tentando realizar o
MER, 0 mais préximo possivel do que havia compreendido dele.



83

poderiam ser feitas de forma direta, sem colocagdo do termo nulo.
Ou seja, x* — 16 = (x + 4).(x — 4), no qual expliquei que os termos
independentes dos binbmios teriam que ser simétricos, pois como o
termo de x ndo aparece, isso indica que a soma desses numeros é
zero e o produto deveria ser igual a -16. Para o caso do polindmiox?
+ 5x, apenas escrevi x como um fator comum e fiz sua fatoracéo
direta x* + 5x = x.(x +5)(MESQUITA,2011, p.76).

As tarefas de fatorar os trinbmios e os bindbmios do segundo grau deveriam
ser propostas de tal forma que fossem usadas no estudo de equacdes completas e
incompletas do 2° grau. Ou seja, havia a intencdo de fazer a tarefa de fatorar
polindmios do 2° grau com uma variavel se tornasse habitual de tal forma que ao se
deparar com equacdes do segundo grau, o aluno dispusesse dessa tarefa para a
resolucdo de ditas equacdes. No sentido de Bourdieu (2005), as estruturas de um
habitus racional logicamente anterior comandam o processo de estruturacdo de
novos habitus racionais a serem produzidos.

Numa tarefa proposta em Mesquita (2011) cujo enunciado era: Fatore 0s
polindmios: a) x> — 7x + 12, b) x* — 10x + 25, c) x* — 5x, d) x* — 16, e) x* —=5x — 6, f)
X2 —Bx + 6, g) x* — 7x, h) x* + 6x + 9, i) x* + 4x — 21, indiquei a técnica de fatorar o
termo independente para dar as pistas sobre quais seriam os niumeros a e b no
produto (X + a).(x + b).

Mesmo 0s numeros a e b podendo ser encontrados por tentativas, que
ocorreu mais rapidamente nos item (a), (b) e (f), houve dificuldades na fatoracéo dos
itens (c), (d) e (e), em que tive que ajuda-los da seguinte maneira: em (c) escrevi
X2 — 5x como x2 — 5x + 0 para ressaltar que se a soma de dois numeros € diferente
de zero e o produto deles é zero, entdo um deles é igual a zero; em d) x> — 16 como
x? + Ox — 16 expliquei que se a soma de dois nimeros é zero, entdo eles sdo
opostos; em (e) x> — 5x — 6 expliquei que se a soma de dois niimeros é -5 e 0
produto € — 6, quer dizer que 0s numeros tem sinais opostos (produto deles
negativo) e que o maior deles (em valor absoluto) é negativo (soma deles é
negativa). Ou seja, assumi para todo tipo de polinbmio do 2° grau do tipo ax? + bx +
c, com a =1 com b e ciguais ou diferentes de zero, a fatoracdo por soma e produto.

Apos realizar varias tarefas do mesmo tipo, dei inicio ao estudo da préxima

tarefa de resolver equacdes do 2° grau.
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Notas sobre Ti,

Em T, ficou evidente que n&o ocorreu a problematizacao da tarefa de fatorar
o trindbmio do 2° grau. Apesar de impor 0s mesmos exercicios de produtos notaveis
para que os alunos fizessem sua fatoracdo, ndo apareceu aqui uma tarefa que
imputasse dificuldades maiores para eles. Embora, os alunos tivessem apresentado
alguma dificuldade com regras de sinais, por exemplo, nas fatoracbes que foram
propostas, minha inteng&o era problematizar a tarefa seguinte: Calcular x de modo
que x* —5x -6 =0.

A fatoracéo de bindmios do 2° grau por soma e produto surgiu na OD sem ser
pensada na OM, pois 0 programa exigia a exibicdo dos casos de fatoracdo. Além
disso, a tarefa de fatorar os binbmios foi posta tendo em vista a resolucdo de
equacdes incompletas do 2° grau que também fazem parte do programa da 42
Etapa.

Ocorreu assim, uma desarticulacdo, nao relatada em Mesquita (2011), entre a
fatoracao e a resolucéo de equagdes, uma vez que a tarefa de fatorar o polindbmio do
2° grau engendra a tarefa resolver equacdes do 2° grau. Tal situacdo s6 ficou

evidente a partir da tarefa T13 que sera mostrada a seguir.

Tarefa T13: Resolver equacdes do 2° grau
A introducéo dessa tarefa foi realizada segundo a descricao feita em Mesquita

(2011), conforme o trecho a seguir:

Aproveitando o trabalho desenvolvido pelos alunos com fatoragédo do
trindbmio do 2° grau, iniciei o célculo de raizes de equacdes do 2°
grau. Antes discutimos a respeito do produto de dois fatores ser igual
a zero. Ex. Quais as possibilidades de A . B = 0, sendo A e B dois
nameros?

Em seguida foi mostrada a equacdo x> — 5x + 6 = 0. Fizemos a
fatoracdo do trinbmio e obtivemos (x — 2) (x — 3) = 0, donde
calculamos x = 2 ou x = 3. Foram calculadas raizes de algumas
equacbes do 2° grau completas e incompletas, conforme o exemplo
3 abaixo.

Exemplo 3
a)x’—25=0=>x"+0x-25=0=>(x-5 (x+5) =0=>x=50u
X =-5.

b) x*-5x=0=>x*-5x+0=0=>(x-0)(x-5)=0=>x=0o0uXx=
5.

Expliquei para os alunos que resolver uma equacao do 2° grau é
calcular o valor da variavel do polinémio do 2° grau para a qual seu
valor numérico é igual a zero. Essa explicagdo pareceu nao ficar
muito clara para eles. Entdo, fizemos a verificagdo da igualdade em
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dois exemplos, calculando o valor numérico do trindbmio para as
raizes encontradas (MESQUITA, 2011, p. 77).

Na introducao de resolucdo de equacdes do 2° grau, o trecho acima revela
que uma das propriedades do produto para numeros reais é estratégica para a
realizacdo da tarefa. Se A.B =0, entdo A =0 ou B =0 e isso € uma regra (produto
nulo) que ndo era rotineira para os alunos, mas que seria usada para resolver
equacao por meio da fatoracdo, ou seja, se o polindbmio do 2° grau estiver fatorado
em fatores do 1° grau, a equacédo esta resolvida, pois resolver equacdes do primeiro
grau é tarefa que considerava rotineira.

A tarefa proposta para a resolucao de equacgdes do 2° grau por fatoragéo se
deu pela minha intencdo de fazer com que ficasse explicito para os alunos que
numa equacao do tipo x2 — Sx+ P =0, S € a soma das raizes e P € o produto delas.

Isso ficou expresso no seguinte trecho:

Realizamos célculos de raizes de algumas equag¢des completas do
2° grau, até que questionei que relagdo tinha os resultados
encontrados com os trinbmios das equacdes? A aluna Claudia
respondeu que “a soma dos numeros dava o nimero do meio e a
multiplicacéo deles dava o ultimo namero”. A partir dai indiquei que a
soma das raizes numa equacdo do tipo x> — Sx + P = 0 seria 0
ndmero S e o produto das mesmas o numero P. Deixei outras
equacdes para eles resolverem em casa (MESQUITA, 2011, p. 77).

Propus equacdes para serem resolvidas por meio da soma e do produto de

suas raizes modo que, por algumas tentativas, havia aluno (s) que dava(m) a

resposta sem escrever no caderno. Mas, antes que sugerisse uma equacao em que

a técnica por tentativas ndo tivesse o alcance desejado, uma das alunas questionou
essa técnica, segundo expresso no trecho:

Durante a resolucdo das equacdes usando a técnica da fatoracéo do

polinbmio a aluna Marilia falou: “professor, estou cansada de fazer

essa matematica tendo que adivinhar”. Expliquei que era isso mesmo

gue eu estava tentando levar o aluno a refletir e que a partir deste

momento o trabalho seria conduzido no sentido de encontrar um jeito

de fazer a resolucao das equagbes sem ter que “adivinhar” os
resultados (MESQUITA, 2011, p. 77).

Parecia que a aluna havia fornecido a “chave” para o sucesso da ODM, pois a
partir dai, pensei estar realizando, de fato, o MERy em sala de aula. Isso fica

evidente no seguinte trecho:



86

Foi muito importante a fala da aluna, pois pareceu nesse momento
gue minhas intences e objetivos estavam sendo realizados. Esta
aluna percebeu a dificuldade ou limitagdo da técnica, o que me
proporcionou fazer um discurso sobre o aprimoramento de uma
técnica ou utilizacdo de novas maneiras de enfrentar uma tarefa, seja
matemadtica, seja qualquer tarefa do nosso dia-a-dia. Nesse discurso,
exibi de maneira clara a intengdo de buscar outra forma de calcular
as raizes de uma equacao do 2° grau e mostrar a importancia das
generalizacdes que a algebra pode proporcionar. A partir daqui as
formulas e o0s algoritmos podem ser fundamentados por
necessidades sociais e consolidados como facilitadores de atividades
com a Matematica.

Esse momento se configurou para mim como o “envelhecimento” do
saber, ou seja, 0 momento em que ficou claro que deveria agir e
provocar a renovagdo do saber, pois a aluna ao mostrar seu
descontentamento com a técnica me leva a refletir sobre as
restricbes da técnica que foi aplicada. Essa colocacao feita pela
aluna fez-me pensar que o direcionamento que eu estava dando as
aulas encontrava-se realmente com minhas intencionalidades antes
planejadas com meu aluno hipotético (MESQUITA, 2011, p.78)

ApoOs os alunos resolverem algumas equacdes ainda por tentativas, indiquei a
seguinte tarefa Exz (que chamei na ocasidao de exercicio 3): Dados o perimetro P =
1l4cm e a area A = 12 cm? de um retangulo, calcular suas dimensdes. Antes de
comecar a resolucéo junto com os alunos, fiz uma retrospectiva de calculo de areas
e perimetros de retangulos. Nao vou aqui me deter nos detalhes do como se deu
essa retrospectiva, mas de fato essa tarefa parecia estar relacionada com o MERg
gue me propunha a desenvolver em sala. A tarefa Exz foi proposta naguele momento
com a intencdo de contextualizar o modelo algébrico a partir uma tarefa da
geometria. Obviamente essa que tarefa tem suas limitacdes, pois as dimensdes do
retdngulo séao valores estritamente positivos.

Tomei Ex3 para exibir o sistema de equacdes do 2° grau, que denominei de
Sistema S..

2x+2y=14 . X+y=7 Sistema S,
X-y=12 X-y=12

ApOs perguntar para os alunos quais 0os numeros cuja soma é igual a 7 e cujo
produto € igual a 12, a aluna Marilia respondeu rapidamente que os resultados eram
3 e 4. Entéo, escrevi no quadro um sistema com dados cujo resultado ndo pudesse

ser tdo 6bvio:
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{x +y=55
xX.y =6
Apés algumas tentativas sem sucesso, expliquei para a turma que iriamos

estudar um método para resolver esse tipo de tarefa. Assim, dei inicio a tarefa T4.

Notas sobre a tarefa T3

Iniciei escrevendo a tarefa de resolver a equacéo do 2° grau x2 -5x +6 =0
esperando que os alunos fizessem a fatoracdo do trinbmio para usarem a técnica do
produto nulo. Entretanto, penso factivel iniciar com polindmios ja fatorados para que
se possa por em evidéncia algumas tarefas na ODM e ressalte ainda mais a
fatoracdo para a resolucdo de equacgdes do 2° grau. Ou seja, a tarefa inicial (T 13)
para resolver equacdes do 2° grau com a intengdo de articular esse objeto com a
fatoracdo é a seguinte: Resolver a equacao (x — 2).(x — 3) = 0. A partir dai, definir a
equacdao do 2° grau e resolvé-la por meio da fatoracéo.

Iniciar T13 por meio de um trinémio ja fatorado p6e em evidéncia a técnica do
produto nulo e sua resolucéo se da pela tarefa de resolver equacédo do 1° grau, além
de relacionar um polinbmio fatorado com resolucédo de equacgfes. A compreensao €
gue se um trinbmio do 2° grau estiver escrito na forma fatorada, suas raizes estardo

determinadas.

Tarefa T14: Desenvolver a diferenca (a — b)?2 — (a + b)?

A partir da dificuldade de sistematizacdo da resolucdo de sistema de
equacbes do 2° grau do tipo S,, propus para os alunos desenvolverem a tarefa
intermediéaria transformadora (T | T) por meio da tarefa: Desenvolver a expressao

algébrica (x + 2)2 — (x — 2)2.

Alguns alunos apresentaram erros de regras de sinais. Em seguida
fizemos alguns exercicios analogos, tais como: (a + b)> — (a — b)* =
4ab, (X1 + X2)° — (X1 — X2)® = 4x1%,. Perguntei a turma se eles haviam
notado algo nesses resultados. Logo recebi a resposta da aluna
Claudia que disse que “sempre aparecia 0 4 na frente das letras”.
Retomei a atividade da aula anterior com (x + 2)> = (x —2)* = 4. x. 2 =
8x, para que eles percebessem o produto exibindo os termos x e 2
dos binbmios e esses multiplicados por 4. Apds isso, reescrevi a
igualdade e chegamos a seguinte relacéo (x — 2)° = (x + 2)* — 4.x.2.
Em seguida pedi para os alunos calcularem y nas igualdades:
a) (x—a)’=(x+a)’—y, b) (}X=x)* = (x'+x")* =y, d) (a= )’ = (a+
B? —y. Alguns alunos chegaram ao resultado correto y = 4ax na
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equacao (a). ApGs a corregdo de (a) no quadro, mais alunos
conseguiram fazer a equacédo (b) (y = 4xx”) e, na equacao (c)
perguntei se eles poderiam fornecer-me a resposta sem fazer
calculos e eles responderam y = 4 ¢, mostrando assim, que tinham
observado a regularidade nos resultados. No final os solicitei que
substituissem y pelo resultado encontrado. Dessa forma, ficou
estabelecido para a turma que (a + £)* - (a - f)* = 4af, ou que
(a—p)? = (a+ P —4apf. (MESQUITA, 2011, p. 80)

Parecia, dessa forma, que a tarefar TIT estava resolvida. No seguimento das
aulas, propus outra tarefa: resolver sistemas de equacdes do 1° grau.

Notas sobre Ti4

A tarefa (T | T) foi proposta nesse momento para que o modelo de resolugéo
de equacbes do 2° grau por meio de produtos notaveis se realizasse em sala de
aula. Mas, a T | T ndo estava rotineira ou ndo era habitual, pois foi estudada apenas
no momento de resolucdo de equacdes do 2° grau. Na organizacdo didatico-
matematica, 0 momento do surgimento de determinada tarefa é determinante para
gue néo se perca o trabalho da técnica.

Tornar T | T rotineira assim como qualquer outra tarefa € uma necessidade
imposta pelo MER,. Assim como um sujeito que responde naturalmente a entrada de
(a + b)2 em que a saida € o quadrado do primeiro mais duas vezes o primeiro pelo
segundo, mais o quadrado do segundo, T | T é a tarefa que precisa fazer parte do
universo cognitivo e do equipamento praxeoldgico dos alunos de forma que a
resposta seja imediata: a diferenca entre o quadrado da diferenca e o quadrado da
soma de dois numeros € igual a quatro vezes o produto deles. Porém, ressalto que
ndo € possivel que isso seja apenas dito, mas que haja compreensdo da relacéo
entre soma, diferenca e o produto. E fundamental que haja tal racionalidade para

gue o sistema de tarefas seja inteligivel.

Tarefa T15: Resolver sistemas de equacdes do 1° grau
A tarefa de resolver sistemas de equacdes do 1° grau e do 2° grau foi
introduzida na sala de aula apds o trabalho com a T | T, segundo o trecho o trecho a
seqguir:
Essa aula foi destinada a minha apresentacéo sobre uma forma de

resolver equagdes do 2° grau sem ter que “adivinhar” suas raizes.
Iniciei com o sistema S..
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X+y=7

X-y=12
Antes de solucionarmos tal sistema, apresentei o sistema do primeiro
grau (sistema Ss) abaixo, no qual foram feitas perguntas aos alunos
sobre quais seriam os valores de x e y que satisfaziam as duas

igualdades. Em pouco tempo houve alunos que deram a resposta
correta(x=5ey=3).

X+y=8
{ y (Sistema S;)

X-y=2

Disse a eles que isso voltava a ser adivinhacao, tal como havia dito a
aluna Marilia.

O método usado por mim para resolver S; foi 0 da substituicdo. Mas,
usamos também o método da adicdo que € ensinado na 62 série do
ensino fundamental. Em seguida, foi usado o método da substituicdo
na resolucdo do sistema S,. Assim, surgiu a equac¢do do 2° grau
x> — 7x + 12 = 0 com apenas uma variavel e a solugdo dessa
equacao eram os valores das variaveis x e y do sistema. Ainda
assim, voltamos novamente a adivinhagdo das raizes da equagéo e
os alunos calcularam mentalmente esses valores (x = 3 ey = 4).
Dessa forma, argumentei sobre uma possivel articulacdo de objetos
matematicos estudados até entdo com a finalidade de encontrarmos
uma técnica de resolucdo de equacbes do 2° grau sem ter que
“adivinhar” as raizes. (MESQUITA, 2011, p.81)

Notas sobre a tarefa Tis

Ao fazer a releitura desse episédio, observei que Tis também foi introduzida
intempestivamente para atender a necessidade de resolver um sistema de equacfes
do segundo grau do tipo S,. Mas Tis precisa ser introduzida na ODM numa posicao
anterior a técnica (T | T), pois a transformacédo do sistema do 2° grau para o sistema
do 1° grau pela TIT requer que o sistema do 1° grau seja tarefa rotineira.

Além disso, a tarefa de resolver o sistema S, por meio da substituicdo foi
pouco explorada. Serviu apenas naquele momento para falar para a turma sobre o
ciclo que se formava ao resolvé-lo, pois recaia na equagdo do 2° grau. Ou seja, essa
tarefa passou apenas como um monumento visitado pelos alunos, parafraseando
Chevallard (1999, 2009a).

Até aqui ndo tinha explicitamente definido o que é uma equacédo do 2° grau
para os alunos, mas a resolucao de S, que resulta em equacao do 2° grau precisava

tornar-se rotineira para que houvesse o surgimento do ciclo.
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Tarefa Ti6: Resolver equagdes do 2° grau por meio do sistema da soma e da
diferenca
Em seguida exibi novamente a tarefa intermediaria transformadora (T | T) que

relaciona os produtos notaveis com a resolucéo de S, da seguinte maneira:

Assim, exibi a igualdade (p — q)? = (p + q)* — 4pq (igualdade 1) que j&
haviamos trabalhado em aulas anteriores. Em seguida voltamos a
equacao x> — 7x + 12 = 0 e reforcamos que a soma das raizes é igual
a 7 (coeficiente do termo de primeiro grau com o sinal trocado) e o
produto das raizes é o termo independente do trinbmio, mantendo
seu sinal.
A troca de sinal na soma das raizes e da manutencao do sinal no
produto ja havia sido trabalhada com a exibicdo do trindbmio na sua
forma fatorada. Escrevi que numa equacao do 2° grau de raizes p e
g, temos quep + g = S e p.q = P e a equacdo poderia ser escrita ha
formax?—=Sx+P=0. A partir da igualdade 1, reescrevi o sistema S;
gue havia exposto no texto do saber.

xX+y=S _ xX+y=S$
{(x—y)2 = 5% — 4P _>{x—y =VS2 - 4P

(Sistema S,)

Nota: Expliquei que se o coeficiente numérico do termo do 2° grau
fosse diferente de 1, por exemplo, 2x2 - 6x + 8 = 0, entdo deveriamos
dividir todos os termos por esse coeficiente para que a equacgdo

: o 2x*  6x 8 0
flcassenaformaxz-Sx+P=0.Ouseja,T—7+ E=§=>

x* — 3x + 4 = 0. Assim, teriamos S = 3 e P = 4. A partir disso, as
equacdes do 2° grau foram resolvidas usando-se 0 sistema
S1.(MESQUITA, 2011, p.82).

Assim, pareceu-me ter realizado o ensino da resolucéo de equacdes do 2°
grau sob uma nova forma de fazer e pensar. A inculcacdo desse habitus parece néo
ter problema para o sujeito que ainda ndo experienciou outras formas de fazer, como
por exemplo, o aluno D, que usou a férmula apresentada, conforme ilustra a Figura
8.
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Figura 8: Resolugéo do aluno D
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Fonte: Mesquita (2011, p.84)

+ ac .,
(férmula usual) por

. . . . —b+Vb?-4
Em seguida, foi desenvolvida a formula x = e

meio do sistema S;.

Notas sobre Tig

A tarefa Ty, apesar de estratégica, pois articula as tarefas Ti14 € Ti5 que
romperia com o ciclo j& anunciado - formado pelo sistema de equagdes do 2° grau
gue ao ser enfrentado pelo método da substituicdo que retornaria a equacao do 2°
grau - foi posta na organizacao didatica como um “remédio milagroso” que curaria

uma enfermidade a qualquer tempo.
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Tarefa T17: Desenvolver a formula usual de resolucdo de equacdes do 2° grau

Apés resolvermos varias equacgdes do 2° grau por meio do sistema Si,
inclusive usando calculadora para a resolucdo das equacdes x> — 7x + 5 =0 e
2x? — 5x + 3 = 0, falei para os alunos da férmula usual que poderiamos desenvolver
a partir do sistema S;. Dessa maneira, tomei como exemplo a equacgéo 2x° — 6x + 8
= 0, e desenvolvi a formula usual, segundo o roteiro (Quadro 12) apresentado em
Mesquita (2011).

Quadro 2: Institucionalizagdo da formula usual de equacdes do 2° grau

- Escrevi a equacio do 2° grau sob a forma ax® +bx + ¢ =0,

- Por comparagio escrevi junto comos alunos a=2 b=-6ec=_§;

- Cologuei o sistema 54 no quadro, porém substituindo x e y pelas supostas raizes p e
g da equacio

{p—q=ﬁsz—4p
|lp+g=S

- Expliquel aos alunos gue resolver a equacio sena calcular as raizes pe q;

- Perguntei acs aluncs quais os valores de 5 e P. Apos consultarem os seus
cademos, alguns alunos responderam 3 e 4. Ent3o substitui estes valores no sistema,
contudo escrevendo S=62e P= 82

;_p—q: ||||;E.I|-._4E ‘ _ 6" 4 8 ‘ _ |6: —4 28

J W2} 2 JFTIENTETTR PPTITYTTY

' & _ 6 _ 6 _
|P+g=; == ‘p+q=; == ‘P_Q=T ==
- J6 4238

|pP—g=——"—""

4. &

p+q=ﬁ

' 2

Substituindo 6 por — b, 2 por a e 8 por ¢, obtive

J=B)Y —dac

1F—g=

4 a
|P+¢i‘=_— . donde veio que
| a
~b+J(-b) -4a —b—/(-b) —4a.
p= i {2) e g= ﬁ} I Como x & a variavel da
a 2a

equacio, entdo escrevi de forma simplificada a formula usual:

_-b +(-b) —4ac

- 2a

Fonte: Mesquita (2011, p.85-86)
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Assim, com a institucionalizacdo da formula usual realizada por mim, parecia
que havia realizado uma praxeologia segundo os momentos didaticos de Chevallard
(1999).

Entretanto, a organizacdo didatica realizada em SDA;, que € a segunda
resposta do questionamento Qg sucumbe frente as praxeologias dominantes no
meu EP quando é confrontada pelo questionamento de uma aluna quanto ao carater
empirico de adivinhacdo usado na técnica da tarefa Ti3. Esse questionamento
encaminha a problematizacédo da técnica por mim feito e em seguida continuo com a
organizagdo por meio da tarefa T14. NoO entanto, esta tarefa se mostrou estranha as
minhas praticas de resolucdo de equacdo do segundo grau. Essa estranheza so6
ficou evidente quando eu e meu orientador de estudo realizamos as anélises de ST,

apos sua realizacdo em sala, considerada aqui como uma resposta proviséria RST .

5.2 — O SISTEMA DIDATICO SDA,: OS DESDOBRAMENTOS DE ST; EM SALA DE
AULA

O sistema ST; me pareceu satisfatério num primeiro momento, pois havia
elaborado um texto do saber diferente do habitual em que pensava estar realizando
a conexao de sabres, além de uma pratica de ensino que d& significado ao uso de
férmulas e algoritmos (GUERRA; SILVA, 2006) como produto do trabalho da técnica.
S6 ficou claro para mim que a integracdo entre os produtos notaveis e a féormula de
resolucdo de equacdes do 2° grau ndo aconteceu a contento em minhas analises,

clarificadas pelo orientador da tese & "que, no sistema didatico Sx(#, ", RSTy),

apontou para tal problema em destaque no trecho a seguir.

A relacdo entre tarefa, técnica e tecnologia ficou evidenciada para
mim desde o planejamento do meu texto de saber, mas as aulas me
encaminharam a refletir sobre as tarefas e perceber um aspecto
sobre a razdo de ser delas no curriculo. Uma nova praxeologia
construida por articulacbes e integracdes praxeoldgicas s6 €
realmente exequivel e aceita, se todas as praxeologias articuladas e
integradas forem do dominio do sujeito, inclusive do professor. No
caso deste, se uma das praxeologias articuladas ndo se faz presente
em seu equipamento praxeoldgico, este podera abreviar essa
praxeologia por mecanizagdo ou algoritmizagdo e correlativamente
ndo mudara sua relagdo com o objeto em uma nova praxeologia. De
outro modo, o ndo dominio de todas as praxeologias articuladas e
integradas interfere na mudanca do equipamento praxeoldgico e
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correlativamente do seu universo cognitivo de relagdes com o objeto
da nova praxeologia.

Quando tomei a organizacdo matematica posta por Silva e Guerra
(2009) para referéncia do meu texto de saber, considerei
principalmente a concepc¢do tedrica da transposi¢do didatica interna
como o momento do professor de fazer valer a transacionalidade do
objeto de ensino por meio de articulacbes e integracbes
praxeoldgicas e isso parecia ali ser contemplado.

Assim, busquei ir mais longe me pondo de modo a seguir uma
intencionalidade que iria catalisar as articulacdes, a tecnologia. Claro
gue tais articulagBes estdo sujeitas as restricbes, em nosso caso, de
ordem curricular. Sé poderia articular praxeologias constantes do
curriculo e isso parecia ser contemplado na organizacdo de
referéncia, ja que a principio reconheci as praxeologias ali postas, ou
seja, faziam parte de meu equipamento praxeoldgico, mas uma se
mostrou ndo muito conforme com o que seria desejado.

Havia uma praxeologia que envolvia a relagdo entre quadrado da
soma e quadrado da diferenca que se mostrou na praxeologia
didatica como uma dificuldade. Essa praxeologia ndo fazia parte de
meu equipamento praxeolégico como professor do ensino
fundamental e isso me levou a trata-la em sala de aula - embora
fosse um passo estratégico que resolve o problema - como algo
mecanico que em um momento lancaria méo e depois esqueceria. O
trabalho com a diferenca entre quadrado da soma e da diferenca de
dois termos, (a + f)* - (a - f)* = 4af =>(a— P> = (a + f? - 4ap, foi
evocado por mim apenas quando estdvamos trabalhando com as
equacdes do 2° grau, de tal forma que pareceu uma tarefa isolada e
ndo interligada aos objetos produtos notaveis e formula de resolugéo
da equacdo do segundo grau. Ou seja, isso ndo fazia parte do meu
universo cognitivo, nem das praxeologias que dispunha para o
ensino fundamental, de tal forma que, mesmo sendo direcionado
pelo texto do saber anterior & sala de aula, minha acdo em sala foi
redirecionada, de modo a recorrer a antigas praticas docentes como
a mecanizagao.

Assim, como pode ser notado em meu relato, no processo de
resolucdo da equacdo do segundo grau, ap0s mecanizar a
praxeologia em questdo, eu a abandono e assumo a resolucdo da
equacao do segundo grau como a resolucéo do sistema de equacdes
do primeiro grau que passa a ser obtido diretamente por uma
férmula, processo esse que embaca realmente o pensar sobre o
objeto equacdo do segundo grau como o objeto sistema de duas
equacdes lineares de duas variaveis, pois 0 que permite pensar um
como outro € a praxeologia ndo dominada por mim para esse nivel
de ensino.

Tudo se passa como 0 sujeito que estuda a demonstracdo de um
teorema e seguindo as articulacbes de proposices validas tem a
sensagdo Que essas surgem como passos de magicas ou
adivinhagbes convenientes. Embora se perceba as articulacdes,
nada fica a posteriori. Ndo houve uma nova relagdo para mim
enquanto professor de ensino fundamental com o objeto de conexdo
entre o quadrado da soma e o quadrado da diferenca e o produto de
dois numeros. Segundo Chevallard (2009) a formacdo de uma
pessoa como sujeito de uma instituicdo, por exemplo a formacéo
profissional de uma pessoa, exige uma dinamica cognitiva e
praxeolégica resultantes da exploracdo adequada dos novas
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conformidades impressas especificamente para a pessoa, que
implica em um trabalho de identificacdo e resolu¢do de conflitos
relacionados com o choque dessas conformidades novas com
antigas, quando experimentados pela primeira vez pelo individuo sao
incompativeis com a sua identidade.

Em meu caso, poderia dizer que o meu texto de saber foi construido
movimentando praxeologias dominadas por mim enquanto professor
de diferentes niveis de ensino. E isso ndo me despertou a
possibilidade de uma dada praxeologia envolvida ndo ser por mim
dominada para o nivel de ensino fundamental. Isso me levou a
abrevid-la quando em sala de aula. Naquele momento néo tive a
consciéncia disso e quanto isso estava prejudicando o
desenvolvimento por mim desejado da nova praxeologia. Nao surge
para mim uma nova relacdo de conexao objetiva entre as equacoes
do segundo grau e a resolugdo de sistemas de equacgdes lineares
(MESQUITA, 2011, p. 90-92).

Nas acdes didaticas em sala de aula, a forca exercida pela atuacdo de meu
equipamento praxeoldgico para 0 ensino desse objeto inibiu a mudanca no jeito de
fazer e isso fez emergir um problema na articulacdo e integracdo que tanto
almejava. Por outro lado, houve relativo sucesso no encaminhamento de valorizar
férmulas e algoritmos da matematica pelo trabalho da técnica e isso fica expresso

nas seguintes afirmacoes:

(...) Minha agéo em sala de aula fez revelar com forga uma nova
relacdo com a formula da equacdo do segundo grau para 0 ensino
fundamental, ndo como um novo processo de articulagbes de
praxeologias geradas a luz de uma tecnologia que poderia otimizar o
tempo didatico e fazer acontecer as transacionalidades, como pensei
inicialmente, mas como uma sintese de um processo complexo e
arduo e que por isso teria que ser valorizada. Isso € enfatico em
meus relatos. Deixo claro explicitamente em meus relatos essa
intencionalidade subjacente, desde a elaboracdo do texto do saber
até a culminancia em sala de aula como revela o trecho de meu
relato. Tomei essas resolucbes como exemplo para destacara
importancia de féormulas em Matematica como sintese de um fazer
mais simples e seguro, um aperfeicoamento da técnica. Ressaltei
gue ndo podemos abrir mao de técnicas que deem uma solucéo
rapida e segura as equacles, além de, nesse discurso, exibi de
maneira clara minha intencdo de buscar outra forma de calcular as
raizes de uma equacao do segundo grau e mostrar a importancia das
generalizacdes que a algebra pode proporcionar. A partir daqui as
férmulas e algoritmos podem ser fundamentados por necessidades
sociais e consolidados como facilitadores de atividades com a
matematica. Esse pensar ndo €é de quem deseja as
transacionalidades que podem levar a formula como consequéncia,
mas de quem deseja revelar a funcionalidade, ou aplicacdes, da
formula (MESQUITA, 2011, p. 92).
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Ainda sobre os ganhos esperados com o0 estudo e agcdo de uma nova

praxeologia didatica, ressalto que:

Outra nova relacao estabelecida é a relacdo entre fatoracdo de
polinbmios do segundo grau e a resolucdo da equacdo do segundo
grau. Nao havia uma praxeologia objetivamente falando em meu
equipamento praxeoldgico para qualquer nivel de ensino sobre esse
fazer para todos os tipos de equacgdes do segundo grau, incompletas
e completas. Os livros textos ndo tornam visiveis as tecnologias e
tratam os tipos de equacBes de forma isoladas (completas e
incompletas). O pensar de uma tecnologia que dé conta de todos os
casos, a leitura conveniente do teorema fundamental da algebra, foi
estratégico e me fez olhar as equacbes, inclusive sua férmula, de
modo Unico. Isso pode ser notado em meu relato quando escrevo
“Isso mostra que a formula tem sua utilidade ndo somente para
calcular as raizes da equacado, mas para transformar o trinémio do 2°
grau num produto de dois bindmios do 1° grau, tarefa intencional de
engendrar a ideia de que fatorar é resolver equagédo polinomial”.
Enrigueceu meu equipamento praxeoldgico e correlativamente meu
universo cognitivo, pois questdes até entdo tratadas de modo néo
muito claro, ou errbneo, nos manuais escolares, foram para mim
esclarecidas. (...) Assim uma nova relagdo com as equacgdes do
segundo grau de fato foi estabelecida e com forte nivel de co-
determinacéo didatica, como busquei revelar acima. Para isso, a
praxeologia sobre calculos de raizes de polindmios, por mim
estudada no curso superior fundamentada na aplicagdo do teorema
fundamental da algebra, quando estudada como saber indiscutivel,
ou intuitivamente verificavel, p6de se tornar uma praxeologia pontual
para o ensino fundamental com desdobramento surpreendente para
o desenvolvimento da nova praxeologia didatica em questdo. Claro
gue a nova praxeologia didatica de todo ndo foi prejudicada, pois
articula varias praxeologias do Ensino Fundamental presentes em
meu equipamento praxeolégico que sem duvida contribuiram para
um fazer de articulagdo, mesmo mecéanico como por vezes pareceu
em meus relatos, e a consequente mudanca do meu universo
cognitivo como revelado anteriormente. (MESQUITA, 2011, P. 93).

As analises exibidas revelaram que na organizacao didatica realizada a partir
do MER, houve problemas de integragcdo e nédo consideracOes de tarefas que
corporificassem o MER, a contento, pois as articulagbes que nele encontrei e que
mudaram minha relacdo com o0s objetos matematicos articulados nao foram
suficientes para exercer mudancas significativas nas praxeologias dominantes no
ensino presentes ha muito tempo em meu equipamento praxeoldégico.

Assim, encaminhamos a problematica da tese como o problema primordial do
professor de desenvolver seu projeto de atividade por meio da construcdo do
equipamento praxeologico que julga necessario acessar (CHEVALLARD, 2009b). De

outro modo, a construgdo da infraestrutura necessaria para a realizagdo do de seu
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projeto de atividade que se corporifica, em nosso caso, como a problematica pessoal
praxeologica do professor de organizar um sistema de tarefas a partir das
praxeologias com matematica que vivem na escola que torne a OM exequivel,
robusta e inteligivel para a escola. Uma etapa importante nesse processo € eliminar
na OM desejada a estranheza causada pela tarefa intermediaria transformadora em
STi.

De outro modo, na organizacdo matemética construida (R%) ha alguma
integracdo entre as tarefas Tis, T1g € T17, Mas estas independem de T4, OU Seja,
esta tarefa se mostra desnecessaria. Além disso, R%é construida em dois blocos
com intencdes de evidenciar duas técnicas, a segunda com maior alcance, no
entanto, ndo esta clara a relacdo entre elas, talvez pelo isolamento de T4 entre os
dois blocos.

Em resumo, ndo ha unidade em R% como preconiza 0 modelo praxeoldgico
da TAD e presente MEPR;. Assim, uma questao Q4, entédo, se pde: Como eliminar a
estranheza causada por Ty, e dar unidade a organizacdo, respeitando de algum
modo o MEPR;?

Dessa maneira, instaurou-se um sistema S;(, Q1) que associado ao sistema
S(#, ST,) para a elaboracéo de uma resposta R’, substanciada pela OM expressa

no sistema de tarefas a seguir.

5.2.1 O sistema de tarefas ST, e 0 segundo estado da diacronia

Ao retomar as experiéncias e os resultados obtidos nos sistemas didaticos
auxiliares (SDA; e SDA;), tive novas compreensdes sobre o MERy que
substanciaram a mudanca do MEPR; para o MEPR; e que denota a mudanca de
estado E; para um estado E, evidenciada pelo sistema de tarefas ST, (como a
resposta R%) a seguir, mas sem perder de vista que em cada sistema didatico, as
condi¢bes podem mudar consideravelmente e um novo sistema de tarefa pode ser

construido.
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Sistema de tarefas ST,
Intencdo didatica: articular a T | T com a resolucdo de equagdes do 2° grau

T,1: Desenvolver o produto do tipo (a + b)x, onde a e b sdo constantes reais;
Técnica: Regra distributiva

Assim, (a + b)x = ax + bx, que se estende para exemplos do tipo:
(3+4)x=3x+4x
To,: Fatorar a expresséo ax + bx. (Tarefa inversa a tarefa T»;)
Técnica: Fator comum em evidéncia.

Assim, ax + bx = (a + b)x, que se estende para, por exemplo, 3x + 4x = (3 + 4)x

To3: Desenvolver os produtos de polindbmios do tipo (x + a)(x + b) onde a e b séo
constantes, exibindo a soma e o produto.

Técnica: Regra distributiva e fator comum em evidéncia, realizadas em Ty; e Too.
Exemplo. Desenvolver os produtos

a) (x +a)(x + b)
solugéo: (x +a)(Xx+b)=x2+ax+bx+ab=x2+ (a+b)x+a.b.

b) (x + 3).(x + 4)
Solucdo: (X +3).(Xx+4)=x2+3Xx+4x+3.4=x2+(3+4)x+3.4=x2+7x+12

T,4: Desenvolver os produtos notaveis: o quadrado da soma e da diferenca de dois
termos: (a + b)2 e (a — b)?, e o produto da soma pela diferenca (a + b) (a — b).

Técnica: Regra distributiva.

Tos: Fatorar trindmios do 2° grau com uma variavel do tipo x2 + Sx + P como produto
de bindmios (X + a)(x + B)
Técnica: Soma e produto, por tentativas fatorando o produto P.

Ex. Fatorar o trinbmio x2 + 11x + 30

30| 2
15| 3 Por combinacfes dos fatores primos, chega-se aos niumeros 5 e
55 6. Assim, tem-se x2 + 11x + 30 = (X + 5).(x + 6)

1
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Obs. Os trinbmios dessa tarefa sédo todos fatoraveis por essa técnica e oef séo

inteiros.

Ty (Tarefa intermediéria transformadora): Desenvolver a diferenca
(a—b)2-(a+ b)
A técnica € o desenvolvimento dos quadrados por regra distributiva e a reducéo de
termos semelhantes.

Assim, (a—b)2—(a+b)2=a2—ab—-ab +b%2—-(a2+ ab + ab + b2) = - 4ab, ou
seja (a—b)2 - (a + b)2=- 4ab.

Usando exemplo numérico, (5 —-3)2— (5 + 3)2=-4.5.3 =-60.

T,7: Dada a soma e o produto de dois nimeros, calcular a diferenca deles.

Técnica: Tarefa intermediaria transformadora.

Exemplo: Seja a soma de dois numeros igual a 11 e seu produto igual a 30, qual a
diferenca deles?

Solugdo: Sejam a e b esses numeros. Entdo a soma deles € a + b = 11 e 0 seu
produto é dado por a.b = 30.

Considerando que (a — b)2 — (a + b)2 = — 4ab, entdo, (a — b)2 — 112 = — 4.30, que
resultaem (a—b)2=1=>a-b=1.

Tog: Solucionar sistemas de equacdes do 1° grau com duas variaveis.
Técnica: Método da adicao.

a+b=>5
a—b=1"

Usando o método da adicao, tem-se que

Exemplo. Solucionar o sistema {

a+ph=5
a-b=1
2a =6

a = 3, que substituido em uma das equacoes, levaa b =2

Tog: Calcular dois numeros cuja soma e o produto deles sejam dados.

Exemplo: Seja a soma de dois numeros igual a 11 e seu produto igual a 30, quais
esses numeros?

Solucéo: Pelo exemplo de T,7, tem-se que a — b = 1. Assim, pelo sistema resolvido

em Ty, vemquea=3eb=2.
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T2a0): Resolver equagdes do tipo (x —a)(x — b) = 0.

Técnica: Regra do produto nulo de dois numeros reais.

Exemplo: Resolver a equacgéo (x — 3).(x — 2) = 0.

Solucéo: Pela regra do produto nulo, tem-se que x—3=00u x—2 =0. Assim, x =3

ou X = 2.

T2a1): Resolver equagdes do tipo x2 + Sx + P = 0 por fatoragao.

Técnica: Soma e produto do trinbmio como realizado em T,s e 0 produto nulo usado
em To(o).

Exemplo: Calcular o valor de x sabendo-se que x2—5x + 6 = 0.

Solucéo: Fatorando-se o trindbmio por Tye tem-se que (X — 2).(x — 3) = 0. Assim, por

Ty vem que X =2 ou X = 3.

Obs. Aqui os trinbmios ndo sdo mais simples de serem fatorados ou a fatoracdo em
binbmios do 1° grau com coeficientes reais pode nem ser possivel. Assim, é

encaminhado o trabalho da técnica na tarefa a seguir.

T2a2): Solucionar equacdes do 2° grau do tipo x> + sx + p = 0, onde -s e p séo,
respectivamente, a soma e o produto das raizes a e pda equacao.

Técnica: As tarefas Ty € T,7 sao articuladas para que o sistema{ th=-s
a—f3 =4/s?2—4p

resolva a equacao.

Exemplo: Resolver as equacdes: a) X2 —5x+6 =0;b) X2 +4x+5=0

Solucéo:

a)—s=5ep=6.Assim, a+p=5 ela—B)2=5-46=1, que resulta a— B = 1.

a+f=5

a—fp=1"

b)—s=—4ep=5.Assim,a+pB=—4,e(a—p)2=(—4)2-45=-4, que resulta o —

Dai, resolvendo o sistema { tem-sea=3efp=2.

B =+/—4 que ndo é real. Assim, a equagao ndo possui raizes reais.

T2a3): Determinar as raizes de uma equagéo do 2° grau ax’ + bx + ¢ = 0, por meio de

seus coeficientes.
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Técnica: Tarefa T,7, tomando os passos do exemplo mostrado no quadro 12 em
SDA; que foi analisado em SDA;.

Apés uma nova compreensao do MEPR, que encaminhou o MEPR;, e seu
sistema de tarefas associado ST,, levamos a tarefa T,; de ST, para ser debatida
numa turma de Licenciatura em Matematica em que poderiam ser discutidas
condicbes para o desenvolvimento do MEPR a partir da seguinte tarefa, que
chamamos de T,: Dada a soma e o produto de dois niumeros, calcular sua diferenca,
sem o uso de equacdes do 2° grau. Ou seja, Esse sistema didatico sera discutido na

secao a seqguir.

5.3 O SISTEMAS DIDATICOS AUXILIARES COM ALUNOS-PROFESSORES DA
LICENCIATURA

Esses sistemas didaticos foram instaurados em duas turmas de Licenciatura
em Matematica do PARFOR?! - UFPA em que fui professor da disciplina Didatica da
Matematica que tem como principal objetivo estudar teorias da didatica da

matematica francesa.

5.3.1 O sistema didatico auxiliar SDA3

A partir do SDA; em que alunos do Ensino Fundamental fizeram parte no
processo de construcdo da ODM a partir do MER,, pensamos ser factivel buscar
condi¢cbes favoraveis para a continuacdo do PEP em um curso de formacdo de
professores com alunos da graduacédo em Licenciatura em Matematica do PARFOR
Matematica da UFPA.

Desenvolvemos discussbes em SDAz em que eu pensava em buscar
condi¢cOes para dar resposta a Qi a partir da proposicao da tarefa que indicamos
como Ty (calcular a diferenca entre dois numeros, dada a soma e o produto deles,

sem o0 uso de equacéao do 2° grau). Ou seja, condi¢cdes que surgem durante o estudo

*'Plano Nacional de Formacao de Professores
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sdo traduzidas em questbes e respostas para o0 sistema didatico solitario, e a
continuidade do MEPR em que o sistema de tarefas desejado vai sendo robustecido.

Por outro lado, haveria também possibilidades de perturbacédo no universo
cognitivo dos alunos-professores em suas relacées as praticas com matematica que
h& na escola, que apesar disso, ndo estar no foco da pesquisa, colocou-se como um
dos objetivos da disciplina.

Em SDA; o MER, foi posto em pratica com uma organizacdo que parecia a
traducdo direta do proprio modelo em uma sequéncia de tarefas e desenvolvimento
de técnicas mecanizadas. No intuito de desenvolver o sistema de tarefas em

construcéo, optamos por desenvolver o estudo em SDAs; — S3(%, &, To) — por meio

da discussédo de tarefas e técnicas para enfrentamento da tarefa proposta T, que

decorre da questdo Qi, & representa o conjunto de alunos-professores do municipio

de Mae do Rio (no Estado do Para) que efetivamente participaram das discussoes e

& o professor pesquisador.

N&o elaborei uma organizacéo para o ensino a partir do MER( nesse sistema
didatico, como realizado em SDA,, mas a proposicao da tarefa T, para dar inicio as
discussBes que almejavamos, pois acreditavamos que os alunos da graduacao
tinham em seus equipamentos praxeoldgicos e universos cognitivos alguns
elementos com potencial para gerar discussées no enfrentamento da tarefa To. Foi
feita uma introducdo da TAD para que eles tivessem nocdes sobre os elementos de
uma praxeologia: tarefas, técnicas e tecnologia e teoria.

A turma era composta por 26 alunos, e alguns alunos sao professores com
formacdo em pedagogia. O desenho curricular do curso apresenta essa disciplina
Didatica da Matematica no 2° periodo do curso, conforme mostra o anexo 1.

Os extratos da realizacdo desse curso para o texto foram retirados de
gravacOes de audio e video com a permisséo de todos os alunos e foram utilizadas
letras do alfabeto para nominar alguns deles. As observacgdes foram divididas em

etapas que ndo necessariamente estao escritas aula por aula.
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5.3.1.1 Primeira etapa de estudos em SDA;

Realizamos leituras e discussfes sobre teorias da didatica francesa, em
especial, a transposicdo didatica e a teoria antropolégica do didatico, em que
apresentei os elementos da praxeologia: tarefa, técnica, tecnologia e teoria.

A partir dessas discussoes, propus a tarefa T'g (com valores numéricos para a

soma e o produto) : Encontrar a diferencaa — b entre dois numeros, sabendo que
suasomaéa+b=— %seu produto € a.b = — 135 Restricdo: Nao pode ser usada a
equacéao do 2° grau.

A escolha dos valores da soma a + b = —115 e do produto a.b = — 135 foi feita

para que os alunos ndo chegassem a uma resposta rapidamente por tentativas e
erros, o que de fato aconteceu.

Apo6s propor T'o, e ter dado um tempo para que os alunos pensassem sobre
sua resolucdo, expliquei que os dados da tarefa remetiam, por meio dos termos
soma, produto e diferenca, a objetos do saber estudados no 8° ano do EF em
expressodes algébricas. Isso foi exercicio de memdria com intencionalidade de ajuda
ao estudo, o que Araya e Matrheron (2007) amparados em Centeno (1995)
denominam de memoria didatica.

Para auxilia-los, distribui livros de matematica do 8° ano (GUELLI, 2005a;
DANTE, 2004; ANDRINI, 1989b; BONJORNO et al, 2009, IEZZI et al, 2009; MORI e
ONAGA, 2009) para grupos de alunos.

Em seguida, as alunas J e M iniciaram a resolucéo de T, no quadro usando o

meétodo da substituicdo. A aluna J disse que para encontrar a - b, deveriam calcular
. . ., 2 N
os valores de aeb. Assim, ao isolar uma variavel em a.b = — e chegaram a

equacao do 2° grau, mas lembraram da restricdo imposta na tarefa. A aluna J fez
outra tentativa usando o produto da soma pela diferenca de dois termos
argumentando com a seguinte fala: JaA que eu tenho a soma, eu posso usar o
produto da soma pela diferenca para calcular a diferenca. Assim ela escreveu a
expressdo (a — b).(a+b) =a?— b%, mas concluiram que ndo chegariam ao
resultado da diferenga por nédo terem dados sobre a diferenga dos quadrados dos
nameros. Houve nessa acao da aluna J uma tentativa de usar um produto notavel

para enfrentar a tarefa proposta.
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Noutra tentativa, as alunas M e J isolaram primeiramente a variavel a na

. 2 . . ., .
igualdade a.bz—Ee fizeram a mesma coisa com a variavel b. Depois,

substituiram na somaa + b = —%, obtendo a igualdade ilustrada na Figura 9.

Figura 9: Resultado encontrado pelas alunas J e M
“2, ! é ) \
E‘ -,— "l
e = 4.5

Fonte: Do autor

A aluna J pensava ter chegado a diferenca de acordo com a restricdo imposta
em Ty, pois ao resolver a igualdade acima surge o produto a.b no segundo membro
e a expressdo —a— b, no primeiro membro da igualdade, como segue
—2a — 2b = —-7ab => —2(a—b) = —7ab . Intervi nesse momento ao pedir para as

alunas junto com a turma reverem as regras de sinais. Assim, chegaram a concluséo

7

que voltavam asomaa +b = ——.

A manipulacdo simbdlica dos dados da tarefa se revelou pela reacdo das
alunas, objetivada na tentativa delas de resolver a tarefa apenas usando os dados
contidos nela. Isso é de fato uma pratica rotineira na escola e me fez refletir sobre as
praticas de ensino que possibilitam tal manipulacdo simbdlica em que o trabalho da
técnica € inexistente.

Noutro momento, J faz a diferenca a — b tornar-se zero, na tentativa de
encontrar os valores de a e b, mas a aluna L apressou-se em discordar ao perguntar
para J: mas vocé ja resolveu o problema? Perguntei para L sobre o motivo do
guestionamento. E ela respondeu: mas ndo é o que a gente quer? N&o € calcular a
diferenca?

A aluna K encontrou a diferenca fazendo uma relagcdo desta com a soma e o

produto, conforme ilustra a Figura 10 a seguir.
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Figura 10: Resolucédo da aluna K

O b =a+b)t (ab,
IR
&0 |
(8]
b= I5.
— A
" V5 e
{2k 12,55
/@/_o 2
vwZ Tk el

Fonte: Do autor

Alguns alunos questionaram sobre o surgimento inesperado de uma relacdo
de adicao entre a soma e o produto que levasse a diferenca de dois nUmeros e nao
houve acordo sobre tal relagdo por ndo haver justificativa.

Perguntei para K como surgiu tal igualdade? K respondeu que néo sabia, mas
gue aparecia ali a diferenca, a soma e o produto. Em seguida, preguntei a todos se a
igualde apresentada por K (Figura 10) seria possivel para algum par de nameros
reais? A aluna J respondeu que se a e b fossem positivos, ndo daria certo. Ela deu
um exemplo para constatar sua fala. Dei outro exemplo em que a igualdade era
satisfeita, a = —2e b = —4. Mas para o caso de T’y, perguntei se o resultado seria
correto? O que poderia tornar tal resposta valida ou ndo? Nesse momento, pelas
respostas dos alunos, constatei que eles ndo tinham em seus EP uma relacdo para
o enfrentamento de T’p. Mas a tentativa dos alunos em buscar relacdes entre soma,
produto e a diferenca de dois numeros, levou-me a refletir sobre tarefas
intermediarias que precisam ser elaboradas pelo professor para que o momento
exploratério dos alunos se dé de maneira inteligivel no enfrentamento de tarefas
problematicas.

Em outro momento o aluno W solucionou o problema no quadro usando
~ 2 1 .
equacao do 2° grau, no qual chegou aos valores b’ = —se b = - Alertei que a

restricdo impedia 0 uso de equacdes do 2° grau. Mas W disse que precisava saber
os valores dos numeros para obter a diferenca deles. Depois tentariam outra forma
ja sabendo o resultado.

A aluna S perguntou sobre os valores de a. Neste momento surgiu a duvida

. . . . 2 ~
sobre quais seriam os valores de a e b a ser considerado, pois sea = —3 entdo b =
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1 2 ~ 1 . ~ 13
- ou b= —3 entdo a = <. ApoOs a resolucdo, W apresentou a — b = s Mas, J
. . . 13 .
explicou que o resultado poderia ser negativo a— b = —T Se considerasse
2 1
a=—=-eb=-.
3 5

Apesar da resolucdo de W nado ser aceita pelo grupo pela transgressao
cometida a restricdo imposta para Ty, levei em consideracdo a discussdo que a
aluna J trouxe sobre os valores de a. Afinal, ndo pensei a diferenca com o resultado
negativo para a tarefa T’y proposta. Assim, surgiu uma modificagdo na tarefa que
ndo deixassem margens para interpretacdes dubias: Calcular o modulo da diferenca
de dois numeros, dadas sua soma e seu produto.

A insisténcia na busca dos valores de a e b fez com que eu expusesse para a
turma que determinar a diferenca a — b nao trazia em si a necessidade de encontrar
os valores de a e b. E, a partir da primeira tentativa feita por J e M quando tentaram
usar o produto da soma pela diferenca de dois termos, propus, para exemplificar o
que queria de Ty, a tarefa auxiliar Ta: Se a? — b?> =10ea+ b =5, calcular a — b,
sem calcular os valores de a e b. Assim, bastava fazer a®* — b? = (a + b).(a — b). Ai
teriamos 5. (a — b) = 10 e, finalmente, (a — b) = 2. Em seguida, poderiamos calcular

aeb tendo a soma e a diferenca deles, obtendo a =3,5e¢b =1,5. Ou seja, um
: Z_p2=10
sistema do 2° grau {a
I a+b=5
a+b=5
a—b=2
a’*— b%? = (a+ b).(a - b).

Embora o sistema S, possa ser resolvido por substituicdo em que resulta na

(S4) foi resolvido por meio de sua transformacgao

no sistema do 1° grau { (Ss) por meio da fatoracéo

eliminacdo dos termos do 2° grau, minha intencdo era apresentar tarefas que
transformasse o sistema de equagdes do 2° grau (S,4), no sistema do 1° grau (Ss)

com o uso de fatoragao e produtos notaveis. Em seguida, retomamos T’y.
5.3.1.2 Segunda etapa de estudos em SDA;

Com a retomada da tarefa Ty, a aluna J disse que havia encontrado a solucéo
por tentativas, que era sé pensar em dois numeros cujo produto fosse —2 no
numerador e 15 no denominador. Assim, conforme sua exposicao, ela exibiu fracdes

com numeradores 1e — 2 e denominadores 3 e 5 e realizou combinacdes até chegar
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. 1 2 . e
ao resultado. Ou seja a = ce b = -3 J afirmou que também estava pensando no

resultado que W alcancou usando a equacao do 2° grau. Em seguida fez a diferenca
echegouaa— b = g

Tal tentativa de resolucéo me fez refletir sobre como o ensino de matemética
pode estar resumido a chegar ao resultado de uma tarefa sem pensar sobre o
trabalho da técnica realizado para isso. Embora tivesse falado varias vezes que a
tarefa de calcular a diferenca de dois nimeros ndo, necessariamente, trazia em si a
tarefa de calcular antes os numeros, J parecia disposta a tal empreitada, numa visao

estritamente numérica.
13
Retomando o resultado alcancado por J em que a— b = = 0 aluno W
afirmou que a + b deve ser maior que a —b e que, nesse caso, O resultado da

. . . 7
diferenca foi maior que a soma (a+ b = — E)' M respondeu que se trocassem 0S
. 2 1 . . 13 .
valores de ae b, ou seja, a = —3e b = -ea diferenca seria a — b = — T que seria

7 . .
menor que a + b = — v Apoés as falas dos alunos, perguntei para a turma se todos

concordavam que a soma de dois niumeros é sempre maior que a diferenca deles. W
respondeu que se considerarmos numeros inteiros..., € sO fazer tentativas. A partir
da fala de W, pedi para a turma considerar a = 2 e b = —5. Nesse exemplo,a + b =
—-3ea—b=17.

Obviamente que, para numeros inteiros estritamente positivos, a + b seré

13

sempre maior que a — b. No caso da diferenca encontrada, de fato tanto a — b = =

13 . y . ~
uanto a— b = —— satisfaz a tarefa T, pois em ambos 0S casos serao
15

encontrados os numeros a e b.

Seguindo, distribui para a turma um impresso da organizacdo de Silva e
Guerra (2009), o MER( para que os alunos reagissem no enfrentamento de T'.
Apesar disso, alguns continuaram tentando a solugcdo de T, sem dar muita
importancia ao modelo. E, além disso, mesmo consultando os livros didaticos, n&do
encontravam nenhuma relacédo que daria condigdes para enfrentar Ty.

Houve um momento em que a aluna S apresentou tarefas com produtos
notaveis contidas no livro de Guelli (2005) e, entre as tarefas, encontrava-se uma
(que denominei aqui de Tar (Figura 11) — tarefa com areas de retangulos) que

poderia ser aproveitada por ela.



108

Figura 2: Tarefa Tag com areas de retangulos

.~ Copie as figuras no caderno e hachure a regido cuja érea é dada pela expressao
algébrica:

a) (@ + by? b) @ — b)? <) 4ab
a b a b a b

b b b

b a b a b a

Depois, simplifique a expressao algébrica (a + b)> — (a — b)*.

Fonte: Guelli (2005, p.131)

Pedi para S resolver a Tag, pois mesmo com no contexto geométrico que
restringe o pensar algebricamente, poderia desencadear a resolugcéo da tarefa T'.
Mas S ndo conseguiu resolvé-la. Foi nesse momento que escrevi 0s produtos
notaveis um em cada linha e perguntei para a turma que relacdo esses produtos
teriam entre si?

(a—b)2=az—2ab + b?
(a+b)2=az+2ab + b2

Apoés algum tempo, perguntei a todos como eles poderiam relacionar (a + b)?2
com (a — b)2 de modo a2 e b2 fossem eliminados da relacao? Pois, a proposta nada
informava sobre o valor dos quadrados dos numeros e sim a soma e o produto deles
para calcular sua diferenca. Recorri a resolucdo do sistema de equacdes

{ x+y=10
X+y=6

o qual calculei x por meio da supressdo da variavel y fazendo a
operacdo de subtracdo da 12 linha pela segunda, ou seja, multiplicando por (-1) a
segunda linha e usando a adicdo termo a termo. Disse que assim poderiam fazer
com os produtos notaveis ali dispostos.

Assim, a aluna J e o aluno R escreveram e explicaram no quadro a solucao

encontrada por eles, conforme ilustra a Figura 12.
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Figura 3: Resolugdo de Je R

. . X e
— Gl y-abkn=2D
%
g‘k‘ '-i- K .-‘:
— -t F -.k e ’--‘. e ;

Fonte: Do autor

Em seguida, J apresentou a resolugédo de T’y (Figura 13) seguindo a relagao

desenvolvida na figura 8 (tarefa intermediaria transformadora) e também calculou os

valores de a e b por meio do sistema do 1° grau resultante:

eb=—-
3

ut | =

7
a+b:-E
13 Qqueresultaema =
a-»b :E
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Figura 4: Resolucao final de J

Fonte: Do autor

Outro aluno (A) também apresentou solu¢cdo usando os produtos notaveis,

porém calculando primeiro o valor de a2 + b2, segundo ilustra a figura 14 a seguir.

Figura 5: Resolugéo do aluno A

‘ (pa)ze-2not -
| 8 Y
(A-D)=070-2 08

!

b L= 1 |"-1-,.-.' I 5 2% 4 :?'..-
{ \15/ tT i5) \Fb)t' ]{“t—s {(15)
u3 nleql Y Loog, e M
iﬁ"é“+%Tx§ MY e TS
: goard, : 2 g

po) - 103+ (R
(_ oF mz'ls
KF:E)‘\- Evi3

Fonte: Do autor

A resolucédo do aluno A também contribuiu para que novas tarefas possam ser
propostas no sistema de tarefas, pois o calculo de a2 + b2 dada a somaa + b e o
produto a.b € uma tarefa possivel para o EF.
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A partir do que foi discutido, reescrevi a tarefa Ty, segundo j& havia
anunciado, que passou a ser a seguinte tarefa (T”p): Dados a soma e o produto de
dois numeros a e b, calcular o médulo da diferenca deles em cada caso.
a)a+ b=8ea.b=15
b)a+ b=5ea.b=6
c)a+ b=-5ea.b=6
da+ b=—-4eab=-12
ela+ b=—-4eab=3

fla+t b=—-4ea.b=3

7 2
9Ja+ b=-—eab=-—=

h)a+ b=Sea.b=P

A tarefa (T”) foi proposta para que a relacao entre o quadrado da soma e da
diferenca de dois termos encontrada pelos alunos na Figura 8 fosse debatida e
institucionalizada para a resolucdo de To sem o uso de equacgfes do 2° grau, além
do objetivo que todos encontrassem o mesmo resultado da diferenca. T’y é uma
resposta a uma dificuldade encontrada no SDA.

Em seguida, equagdes do 2° grau foram resolvidas a partir dessa relagéo,
além da resolucdo da equacdo ax2 + bx + ¢ = 0 em que a férmula usual

—b+Vb2—4ac
2a

foi encontrada.

5.3.1.3 Consideracdes sobre o SDA3

A partir das dificuldades de &’ em enfrentar T’y surgiu, entdo, um conjunto de

questdes Qs geradas a partir do estudo dessa tarefa que séo relacionadas a seguir.

A primeira questdo que surgiu foi Qz): Como reelaborar T’y de maneira néo
permita embaracos em sua interpretacdo? A resposta imediata foi a proposicao de
T”.

Durante os debates a tarefa T, desdobrou-se em outras tarefas que nao
estavam previstas para o sistema de tarefas em construcdo. As discussbes se
deram com a finalidade de criar condi¢cbes para a proposi¢cado da tarefa intermediaria
transformadora [(a — b)2 — (a + b)2 = — 4ab] que relaciona os produtos notaveis com a

resolucdo de equacdes do 2° grau por meio da transformacdo do sistema de
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equacao {a+ S no sistema{a+b=S
quac ab=p a-b=u

.Ou seja, néo foi feita uma sequéncia de
tarefas para o ensino tal como realizada no SDA, com uma turma de 42 Etapa do
EF, mas a proposicdo de enfrentamento da tarefa To para que pudessem ser
considerados seus desdobramentos. Embora nédo tenhamos discutido a fatorag&o do
trindbmio para a resolugdo de equacgdes do 2° grau, este objeto continua fazendo
parte do sistema de tarefas, integrado a novas condi¢cdes a partir dos dados
retirados do SDA3. Em consequéncia desses dados, elaborei as seguintes questdes:
Q22): Que condi¢cdes podem elaboradas para que os alunos ao enfrentar a tarefa do
tipo T’p ndo busquem calcular os numeros e depois sua diferenca?
Q23): Que tipos de tarefas podem ser propostas para o ST de modo que a tarefa
intermediéaria transformadora (T | T) se torne a técnica para o enfrentamento To?
Q24): Em que posicéo no sistema de tarefas a tarefa To seria proposta?

Assim, minha compreensdo sobre o MERy sofreu novas modificagbes

fazendo, assim, a instauragdo do sistema solitario S»(#, Q) associado ao sistema
S,(%, SDA3) para o estudo de possiveis respostas que se traduzem em um novo

modelo epistemoldgico pessoal MEPR3 associado a um novo sistema de tarefas
ST, a sequir.

5.3.1.4 O Sistema de tarefas STz e o terceiro estado da diacronia da trajetoria

O ST (que é a resposta parcial R% ao conjunto de questdes Q) é resultado
da mudanca de estado do MEPR para o ensino de resolugédo de equacdes do 2°
grau apos as discussdes de Tp no SDA3. Além disso, fizeram parte da construcéo de

ST;3 os livros didaticos consultados em SDA3 entre outros que foram utilizados.

Sistema de tarefas ST;
Intencéo didatica: Potencializar a tarefa que transforma um problema conhecido em

outro de solug&o conhecida.

Tsi1: Desenvolver o produto de mondmios por polinémio do tipo (a + b)x.

Tsp: Fatorar polinbmios do tipo ax + bx.
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Ts3: Desenvolver os produtos de bindmios do tipo (x + a)(x + b) onde a e b séo
termos independentes de x, exibindo a soma (a + b) e o produto (a.b).

Ts4: Desenvolver os produtos notaveis (a + b)2 e (a — b)2 e (a + b).(a — b).

Tss: Calcular (a — b), sem calcular a e b, dados os valores de a2 —b? e a + b.

. N a+b=s . a+b=s
Tse: Transformar o sistema de equagdes { , ., no sistema e calcular
a“-b°=k a-b=u

a e b, sendo que s e k sdo dados.
Ts7: Calcular os valores de (a + b)2 e (a— b)2 dados os valores de a2z + b2 e a.b.

Tag: Calcular os valores de a + b e a — b, dados a2 + b2 e a.b.

a+b=s
a-b=u

a’+b’>=q

Tsg: Transformar o sistema de equacdes { ab=1p

no sistema {

calcular a e b, sendo que p e g sdo dados.
Tsa0): Desenvolver a expresséo (a — b)? — (a + b)2
Tsa1): Calcular (a — b)? dados a + b e a.b.

T3a2): Calcular a —b dados a + b e a.b.

S . a-+
D Nno sistema {

: ~ +
Tsa3): Transformar o sistema de equagdes {aa.b= a-b =

S
e calcular
u

a e b, sendo que s e p sédo dados.

Tsa4): Fatorar os trindmios do 2° grau do tipo x2 + Sx + P como produto de bindmios
do 1° grau do tipo (x + a).(x + b), em que S =a + b e P = a.b (tarefa inversa a tarefa
T33).

T3as): Fatorar os binbmios do 2° grau do tipo x? + Sx como produto de um monémio

por um binbmio do 1° grau.

Tsu6): Fatorar os binbmios do 2° grau do tipo x? - P como um produto de bindmios do

primeiro grau.

Tsa7): Calcular o valor da variavel x nas equag6es produto do tipo (x - a).(x - b) = 0.
T3us): Calcular o valor de x nas equacdes produto do tipo X.(x - a) = 0.

Tsa9): Resolver equagdes do tipo x2- Sx + P = 0.
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T30): Resolver equagdes do tipo ax2 + bx + ¢ = 0.

5.3.1.4.1 Considerag0es sobre o sistema ST3

As tarefas T3; e T3, foram propostas para o enfrentamento da tarefa Ts;. Em
T31 a técnica a ser usada € a regra distributiva; ja T3, € tarefa inversa a T3 e a
técnica € transformar em produto o binémio, pondo o fator comum em evidéncia.

Na tarefa T33 0s produtos (x + a).(x + b) sdo propostos para que se evidencie
gue o coeficiente do termo de x representa a soma (a + b) e o termo independente, o
produto (a.b), como segue (x + a).(x + b) = x2 + (a + b)x + a.b. A técnica para
enfrentamento dessa tarefa € a regra distributiva. Primeiramente, seriam propostos
produtos com termos independentes literais e, em seguida, numeéricos, segundo 0s
itens a sequir:
a)(x+a).(x+b) b) (x+a).(x—b) c)(x-a).(x-b)

dx+2).x+3) e)(x-2).x=-3) f)(x+2).x-23)

D xX-2).x+3) hx+3).x+3) i)Xx-3).x-23)
D(x-3). (x — 2)K) (x—0,5).(x— 1,3) ) 2.(x — 3).(x — 4)
m) (x +2).x~2) n) (x=5).(x+5) 0)(x— %).(x—l— %)

p) X.(x — 5) Q) X (x + 4) ) x.(x+3)

Os itens (a), (b) e (c) sao propostos para a explicitacdo da soma e do produto
dos termos independentes no trinbmio usando regras de sinais. Os itens (d) a (I) séo
propostos para que se torne rotineira a tarefa sem o uso da regra distributiva, ou
seja, a realizacao de, por exemplo, (x + 2).(x + 3) fosse resolvida imediatamente com
a saida x2 + 5x + 6. Esses itens sdo propostos com intencdo de resolver, no futuro,
equacOes completas do 2° grau. Os itens de (m) a (r) sdo propostos para que 0S
produtos tenham como resultados bindmios do 2° grau com uma variavel tendo em

vista a resolucdo de equacdes incompletas do 2° grau.
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Na Tarefa T34 hd a explicitacdo dos produtos notaveis para que se tenha o
encaminhamento da tarefa intermediaria transformadora (TIT) que surgira em Ts0).
A técnica usada € a regra distributiva.

As tarefas Tss e Tz SA0 propostas para que haja articulagbes dos produtos
notaveis “produto da soma pela diferenca de dois termos” que evidencie a

b=s

~ . a+ .
transformacao, por exemplo, do sistema { cuja

. a+
2 .2 | Para o sistema {

a-b=u
técnica € rotineira. No livro didatico de Bongiovanni et al (1990) encontrei a
seguintes tarefas: Sabendo que a - b = 4 e que a + b = 10, quanto vale a® - b*? e
Sabendo que x +y = 12 e que x° - y* = 24, quanto vale x - y? (p. 117) que, mesmo
nao apresentando posteriormente a funcdo dessas tarefas, fazem parte das
praxeologias pontuais com matematica da escola e que aqui assumem o status de
tarefas transformadoras.

As tarefas T3; e Tz sdo enfrentadas por meio dos produtos notaveis

“‘quadrado da soma e quadrado da diferenga de dois termos” e sinalizam para a

N . 2 2 _ ] at+b=s .
transformacdo do sistema {a Tb7=gq para sistema do 1° grau { cuja
ab=p a-b=u
solucéo é rotineira, e que é proposta nas tarefas Tzg € Tao.
A tarefa T30 consiste em mostrar que (a — b)> — (a + b)2 = — 4ab pelo

desenvolvimento dos produtos notaveis. Essa tarefa (TIT) exibe a relacdo entre a
soma, a diferenca e o produto de dois termos e sera a tarefa que vai realiza a

a+b=s
a-b=u’

a+b=s

transformacdo do sistema do tipo { ab=p

noutro sistema do tipo {

segundo as tarefas propostas em Tgz(11), T32) € T33).

As tarefas Ts4), T3as) € Tzae) de fatoragdo foram propostas como inversas
das tarefas de produtos e a técnica € a fatoracdo do termo independente.

As fatoracdes sugeridas s&o inicialmente feitas com polinbmios que sao

resultados de alguns itens de Tajs.
a)x2+5x+6 b) x2—-5x+6 C)X2—Xx—6 d)x2+x-6
e)x2+6x+9 f)x2—6x+9 g) 2x2 — 14x + 24 h)x2—§x+%

)x2—2x—-5 ) x2—4 ) x2 — 25 m) x2 — 5x.



116

Essas tarefas foram propostas de modo que sempre fosse possivel escrever
0 polindbmio x2 — Sx + P na forma (x + a).(x + b). Assim, avangcamos para as tarefas
de resolver equacdes.

As tarefas Tsu7) € Tsag) S@0 propostas para indicar que equacgdes do tipo
produto podem ser resolvidas pela regra do produto nulo. Assim, ao fatorar o
polinbmio de uma variavel em um produto de bindmios do 1° grau, basta igualar
seus termos a zero e resolver as equagdes resultantes. Ao resolver, por exemplo, a
equacao (x — 2). (x—3) =0, faz-se x—2 =0 ou x — 3 = 0, donde se encontra x = 2 ou
X = 3, para evidenciar que as raizes da equacdo tém sinais opostos aos termos
independentes dos bindbmios. Isso justifica a notacdo genérica x2 — Sx + P = 0 para
equacdes do 2° grau cujo coeficiente do termo do segundo grau € unitario.

As equacdes propostas em Tig Sd0 tais que a principio ndo apresente
dificuldades na fatoragéo do trindbmio x2 — Sx + P ou do bindbmio do 2° grau (caso S
ou P seja nulo) até que sejam propostas equacdes cuja soma e produto ndo sejam
imediatos. Assim, para resolver a equacédo, basta considerar a soma de suas raizes

igual a— S e o produto delas igual a P e articular as tarefa Tso), Ta@1), T302) € Taus)

atb=-§

considerando que {
ab=P

gue por meio dos produtos notaveis, se transforma

a+b=-S . ~ . ~
em { . Assim, a e b s&o as raizes da equacédo x? - Sx + P = 0.
a-b =u

A tarefa Tspp generaliza a resolugdo da equacgdo do inclusive com a
—b+Vb2%-4ac

institucionalizacao da férmula usual x = .
a

Ainda buscando responder as questfes geradas em SDAgj, buscamos em
outros sistemas didaticos discutir outra tarefa (T,), que sera exposta adiante, em que
seu resultado sera analisado para que novas condicbes e tarefas sejam
incorporadas no meio didatico que se traduz na construcdo da infraestrutura

didatico-matematica como a resposta R desejada.
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5.3.1.5 O sistema didatico auxiliar SDA4: desdobramentos do sistema de tarefas STz

No SDAj; discutimos sobre o enfrentamento da tarefa T, (encontrar a

. . , e 7
diferenca entre dois numeros (a — b), sabendo que sua soma (a + b) é — € seu

produto (a.b) &€ — %), em que foi imposta a condicdo do ndo uso da equacgéo do 2°

grau. E, a partir do que foi observado, constatamos que encontrar a diferenca a—Db
implicava para os alunos a busca incessante dos niumeros a e b inicialmente e que
apos isso, calculavam sua diferenca. Ou seja, calcular os niumeros a e b foi a tarefa
final da organizacédo, pois a — b parecia uma mera operacdo de subtracdo, uma vez
que no enfrentamento da tarefa, ninguém questionou o propdsito de calcular essa
diferenga. Além disso, ocorreu a discussao sobre o sinal do resultado de a — b apos
terem usado a relacdo entre os produtos notaveis (a — b)2 = (a + b)? - 4ab. Ou seja, a
ordem dos numeros importava para os alunos, pois para eles a — b é negativo
somente se b for menor que a.

Em conversas com o professor #” (em que se instaura o sistema didatico
auxiliar S4(%, #”, ST3)) discutimos outra possibilidade para a tarefa T que poderia

ser levada para outra turma de licenciatura que eu daria aula, na busca de dar
robustez ao MEPR em desenvolvimento.

A partir dos resultados encontrados em SDA3, eu e &°” concordamos com

uma modificacdo em Ty que tornasse mais explicita a relagdo dos produtos notaveis
e a resolucédo da tarefa. Assim, T, foi modificada para a seguinte tarefa (T1): Dada a
soma (a + b) e o produto (a . b) de dois numeros, calcular o quadrado da diferenca
deles (a — b)?, sem o uso de equacgéo do 2° grau.

Embora eu estivesse pensando inicialmente que calcular o quadrado da
diferenga de dois numeros dada sua soma e seu produto, que € a tarefa T3uq) do
sistema de tarefas STj, poderia, por si s6, promover melhor compreensao da relacéo

que ha entre os produtos notaveis no enfrentamento da prépria tarefa, 7" alertou-me

para seu alcance, pois sua finalidade n&o se restringia a isso, mas também em
discutir a e b (que sédo as raizes da equacédo do 2° obtida do sistema de equacdes

i

permite estudar as raizes: se (a—b)2>0,a#b; (a—b)*<0,aebe (a—b)2=0, entdo

), € (a—b)? é o discriminante da equac¢éo do 2° grau, pois o seu resultado

a=bh.
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Nesse momento de estudo e discussdo com 7" a relagdo do quadrado da

diferenca de dois termos e o discriminante A da equacao do 2° grau passou a fazer
parte de meu universo cognitivo, e mais ainda, passava a fazer parte do estudo do
sistema de tarefas com a dinamica do MEPR. A tarefa T; além de relacionar um
produto notavel a discussao das raizes da equacéo do 2° grau possibilitaria também,
no futuro, encontrar essas raizes a partir da transformacao ja proposta pelas tarefas
T311, T312 € T313 do sistema STa.

Assim, levei a tarefa T, para outra turma de licenciatura (PARFOR Breves),
em que novamente ministrei a disciplina Didatica da Matematica e que sera

apresentada, a sequir.

5.3.2 O sistema didatico auxiliar SDAsg

O SDAs — Ss(#, &, T1) — foi instaurado para que os alunos-professores ()

do curso de Licenciatura em Mateméatica do PARFOR localizado no municipio de
Breves no Estado do Para apresentassem aulas sobre objetos matematicos escolar
de interesse para o sistema de tarefas em construcdo. As tarefas de interesse
propostas e as técnicas apresentadas pelos alunos-professores estdo descritas a

seguir, com dados retirados de diario de bordo e gravacfes de audio e video.

5.3.2.1 Desenvolvimento das atividades no SDAs

Como em SDA;3, Iniciamos esse sistema didatico com o estudo de nocdes
basicas de teorias da Didatica da Matematica, mais particularmente, a transposicao
didatica e a TAD. As nocdes dessas teorias dariam o suporte tedrico para
exemplificacdes de praticas com matematica escolar. Maior énfase foi dada a nogéo
de praxeologia e seus elementos (tarefa, técnica, tecnologia e teoria) e sua
funcionalidade num sistema didatico.

Em outro momento, propus para o0s alunos que apresentassem em pequenos
grupos aulas sobre produtos de polinémios, produtos notaveis, fatoracdo do trinbmio
guadrado perfeito e do trinbmio do 2° grau. Essas tarefas foram propostas para

encaminhar questionamentos das praticas de ensino a elas associadas.
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A primeira equipe se dirigiu ao quadro para mostrar a fatoragdo do trindmio
guadrado perfeito. O aluno W escreveu o polindbmio 9x2 + 24x + 16 e dirigiu-se
verbalmente a turma com a seguinte fala:

Isso aqui tem que virar um bindbmio de Newton, faz a raiz quadrada de 9x2
gue é igual a 3x, ai faz a raiz quadrada de 24x, mas essa nao da exata.
Entédo faz a raiz de 16 que € igual a 4. Ai faz (3x + 4)2 e desenvolve para
ver se da o polindbmio. Se der, entdo (3x +4)2 é a fatoracdo de 9x2 + 24x +
16.

Nenhuma equipe apresentou uma aula sobre a fatoracdo de um trindmio

qualquer do 2° grau.

Um segundo grupo de alunos apresentou o produto de polinbmios por meio
da seguinte tarefa: Calcular o polinbmio que representa o volume do bloco

retangular de dimensdes (5x — 3), (x — 8) e (2x + 9).

Figura 15: Multiplicag&o de polinémio por polindmio

Fonte: Do autor

Esses alunos recorreram a uma situacdo geométrica para abordar o produto
de polinbmios por polinbmios. Explicaram que a medida do volume do bloco

retangular é calculada pelo produto de suas arestas. Em seguida realizaram as
multiplicagcdes dos polinbmios segundo ilustra a Figura 15, explicando passo-a-
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passo o algoritmo. O grupo enfatizou que possiveis erros poderiam ocorrer com as
regras de sinais e reducdo dos termos semelhantes.

Perguntei por que a tarefa proposta foi calcular o volume de um bloco
retangular e ndo simplesmente calcular o produto dos polinémios dados? Um deles
respondeu que calcular o volume do bloco dava mais sentido ao produto de
polindbmios.

Embora calcular o volume do bloco fosse a tarefa que teria que ser discutida,
pois ela impde condi¢des para as arestas (5x — 3), (x — 8) e (2x + 9) para que o bloco
retangular seja possivel, essa situacdo saiu de cena apos a equipe dar inicio aos
procedimentos para multiplicar os polindmios.

Retomando a igualdade (5x — 3).(x — 8).(2x + 9) = 10x® — 41x2 — 339x + 216,
perguntei para a turma como poderiamos fazer o inverso? Ou seja, como encontrar
a forma fatorada do polin6mio 10x3® — 41x2? - 339x + 216? Uma resposta do aluno A
foi igualar o polinémio a zero e calcular suas raizes. A resposta parecia ter sentido
para a pergunta que eu havia posto, pois o bloco retangular ja havia sido esquecido
nesse momento. Muito embora nédo fosse pretensdo minha encaminhar a discussao
sobre métodos que levassem ao encontro das raizes do polinbmio do 3° grau,
pretendia mostrar aos alunos que o polindbmio quando escrito na forma fatorada,
essas raizes estdo determinadas. Para o caso do exemplo dado, as raizes séo
x =3/50ux=8o0ux=-9/2.

Outra equipe apresentou os produtos notaveis: quadrado da soma e da
diferenca de dois termos. Durante sua exposicdo, o aluno J fez o produto
(a+b).(a+b)=aa+ab +ab + bb =a2+ 2ab + b2 pela regra distributiva. Esse
colocou por escrito: o quadrado do primeiro termo, mais duas vezes 0 primeiro,
vezes 0 segundo termo, mais o0 quadrado do segundo termo. Ele disse que assim o
aluno aprende rapido.

Outro aluno N apresentou a tarefa de desenvolver o seguinte produto
(x + 3).(x + 5) o qual obteve x2 + 8x + 15. Novamente perguntei para a turma como
seria enfrentada a tarefa de fatorar o trinbmio para obter o produto? N respondeu
gue a soma dos numeros € 8 e o produto é 15.

Aproveitei a tarefa que havia proposto e escrevi varios trinbmios para que 0s
alunos pudessem os fatorar pela soma e produto. Até que um dos trindmios nao
pudesse ser fatorado por tentativas (x2 + 4x + 20). Perguntei o que poderia ser feito?

O aluno E respondeu que faria o polinémio igual a zero e resolveria a equacéo do 2°
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grau pela formula de resolucdo para encontrar os nimeros. Perguntei, entdo, como
fatorar o polindmio sem usar a formula de resolucdo da equacéo do 2° grau? Nesse
momento, pensando ainda na resolucdo da equacdo do 2° grau por meio dos
produtos notaveis, propus a tarefa (T,) que havia planejado para os alunos: Dada a
soma S e o produto P de dois numeros, calcular o quadrado da diferenca deles, em
cada caso sem usar equacéao do 2° grau:

a)sS=7,P=10

b)S=9;P=20
c)S=2;,P=-15
d)S=7/5P=2/5
e)S=4;,P=8
f)S=10;P=25

Deixei-0s a vontade para usarem a técnica que soubessem para enfrentar a
tarefa. ApGs algum tempo, repetiu-se o procedimento que ocorrera com a turma
PARFOR Méae do Rio em que os alunos foram em busca de encontrar, inicialmente,
os dois numeros para depois calcularem a diferenca deles. Nao interferi nesse
procedimento.

Um dos grupos de alunos que concluiu quase todos os itens da tarefa dirigiu-
se ao quadro para mostrar suas solugées. Um dos alunos dessa equipe (aluno P)
escreveu as respostas no quadro da seguinte maneira: No item (a), escreveu (5 — 2)2
=(3)2=9,edisseque2+5=7e2.5=10. Ele também apresentou as resposta
dos itens (b), (c), (d) e (f) (4 —5)2=(-1)2=1, (-3 -5)2=64, (1 - 2/5)2=(3/5)2=
9/25, (5 — 5)2 = 0). Perguntei como havia chegado as solu¢des e ele respondeu que
pensaram nos numeros até encontrar as respostas.

Para o item (e) ele afirmou que nao havia encontrado os niumeros. Esse aluno
disse para a turma que tentou varias combina¢cdes de niumeros e que nao conseguia
encontra-los. O aluno J, que também n&o havia encontrado os numeros, disse que
nao era possivel resolver esta questao.

O item (e) ainda estava sem solugdo. Entdo, sugeri para os alunos que

. o =4 ~
escrevessem o0 sistema de equacoes {a;£_8 e tentassem resolvé-lo.
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Rapidamente um dos alunos (E) apresentou a equacao a2 - 4a + 8 = 0. Mesmo
impondo a restricdo para ndo usarem a resolucéo da equacao do 2° grau, o aluno
(G) apressou-se em dizer que a equacao nao tinha raizes reais, pois em seus
calculos, o valor de A deu negativo. Insisti com a turma de que essa resposta
deveria ser dada sem usar equacao do 2° grau.

Em seguida, distribui copias da OM proposta em Silva e Guerra (2005) para
equacao do 2° grau (Quadro 11). Dispondo da relagdo entre os produtos notaveis
(a—b)2=(a + b)?- 4ab, os alunos P e J calcularam (a — b)2 = — 16.

Escrevi no quadro trés itens que alguns alunos ja haviam resolvido para
discutirmos: a) (a—b)2=9;e) (a—b)2=-16 e; f) (a — b)2=0. Um dos alunos (W)
gue nao havia se pronunciado, ao se deparar com 0s esses resultados falou que
havia resolvido todos os itens também por equacao do 2° grau e que (a — b)?2 dava
resultado igual ao de A.

Assim, os alunos P, J e W explicaram cada item discutindo a qualidade dos
nameros. Se (a — b)? for positivo, a é diferente de b; se (a — b)? for igual a zero, a é
igual a b e; se (a — b)2 for negativo, a e b ndo sao possiveis.

Ainda seguindo o MER, apresentado aos alunos, pedi para oS mesmos
calcularem o0s numeros a e b, caso fosse possivel. Nesse caso, havia a

necessidade, segundo o modelo, de encontrar a diferenca dos nimeros e resolver o

sistema { atb=-95 Assim, o sistema { atb=7 foi transformado no
a— b=+S*—4P ’ a.b =10

sistema {a tb= 7, cujoresultadoéa=5eb =2.
a—b=3

A partir dai, foram propostas equacdes do 2° grau para serem resolvidas por
meio da transformacdo do sistema de soma e produto das suas raizes para um
sistema do 1° grau que tem a soma e a diferenga delas. Mas antes, foi calculado o
quadrado da diferenca das raizes para discutir se a equacao era ou ndo possivel.

Tomando os dados descritos, faremos a seguir algumas consideragdes sobre
0 SDA:s.
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5.3.2.2 Consideracdes sobre o SDAs

O SDA; forneceu-me elementos para reflexdo a partir de davidas e acées dos
alunos e minhas préprias acdes que se traduzem em questdes. Por exemplo, a
discusséo das raizes da equacéo do 2° grau por meio do produto notavel quadrado
da diferenca de dois termos s6 foi possivel porque os alunos da graduacdo haviam
resolvido uma equacéo resultante do sistema de equacédo que fornecia a soma e o
produto dos numeros. Mas, o aluno hipotético do 8° ano ou 42 etapa do Ensino
Fundamental ndo esta supostamente equipado com tal praxeologia. Assim, uma
questao surge:

Qs31: Que tarefas intermediarias possibilitam a discussdo de dois numeros cujo
guadrado da diferenca deles seja calculado?

Na escola, estuda-se potencia¢do de nimeros com regras de sinais no 7° ano
do EF e numa poténcia cujo expoente seja par, o resultado € sempre positivo,
independente do sinal da base, e igual a zero se a base for nula. Assim, o quadrado
da diferenca de dois nuameros sempre sera positivo ou nulo e ndo podera ser
negativo. Nesse caso, hd uma perspectiva de estudo de inequacdes poténcia sem
mencionar tal objeto, pois (a — b)? > 0, que pde em evidéncia as desigualdades que
sao inicialmente estudas no 7° ano por meio das inequacfes do 1° grau.

A tarefa que sugeri para os alunos de fatorar o trinbmio do 2° grau, até surgir
0 trindbmio x2 — 4x + 5 em que a fatoracdo como produto de dois bindbmios de
coeficientes reais ndo era possivel, chamou-me atencado, pois até o0 momento eu
estava pensando no ensino da resolucdo de equacdes do 2° grau por meio da
articulacdo de produtos notaveis no 8° ano ou 42 etapa do Ensino Fundamental; e
essa tarefa se inseria no estudo de equacgfes por meio do MER, inicialmente
proposto e que se desdobrou até aqui em MEPR parciais.

Quando reescrevia o diario de bordo e transcrevia partes dos audios e videos,
observei que havia passado pela tarefa de fatorar o polindbmio desde o
desenvolvimento da tarefa de calcular o volume do bloco retangular apresentada
pelos alunos quando perguntei como inverter a tarefa. Ora, fatorar o polinbmio

engendra a tarefa de resolver a equacéo polinomial segundo o teorema fundamental
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da algebra?’. Assim, a tarefa de fatorar o trindmio do 2° grau, que chamamos de T,
passa a ser problematizada no percurso.

Dessa maneira, 0 desenvolvimento do sistema de tarefas passa a ter a
fatoracdo do trinbmio do 2° grau (x2 - Sx + P) como objeto matematico central que
possibilita o enfrentamento de outras tarefas no sistema de tarefas. Assim, tornou-se
de nosso interesse o estudo de métodos de fatoracdo, e outras questbes Qg foram

geradas, como relacionadas a seguir:

Q3p: Fatorar um trinbmio do 2°grau tem como técnica a resolucdo da equacéo de
segundo grau associada?
Q33 A solucdo da equacdo do segundo grau tem como técnica a fatoracdo do
trindbmio do segundo grau?
Q34: Como a fatoragdo do trindmio do 2° grau acontece em livros didaticos para o 8°
ou 9° ano do EF?
Qss: Qual a técnica para verificar se um trindbmio do segundo grau € redutivel ou ndo
a um produto de binbmios de primeiro grau?

Na busca por respostas para essas questdes, outro sistema didatico surge e
nele mostramos métodos de fatoracdo propostas em livros didaticos e as que

propomos para a fatoracao do trinémio do 2° grau.

54A FATORAC}AO DO TRINOMIO DO SEGUNDO GRAU SOB NOVA OTICA

A dindmica do MEPR me fez por o foco no estudo da fatorac&o do trinbmio do
segundo grau e as potencialidades que os sistemas de tarefas mostravam para o
desenvolvimento desse objeto matematico. Assim, encaminhei o estudo de
praxeologias de fatoracdo do trindbmio do segundo grau apresentadas em livros

didaticos, instaurando, assim, o sistema didatico solitario Sz(7°, Of), bem como a

compreensdo do Teorema Fundamental da Algebra na obra de Lima et al (1998)
como o saber que engendra as praxeologias. E, em seguida proponho uma OM para
0 ensino da fatoracdo do trindbmio do segundo grau articulando varios objetos da
matematica escolar para o enfrentamento do conjunto de questdes Qs Nno sistema
solitario S3(7, Q)

2 Em um de seus enunciados, o teorema fundamental da algebra afirma que todo polindmio real
pode ser escrito como um produto de fatores reais do 1° ou do 2° grau. Ou seja, um produto de
binbmios reais do 1° grau ou de trinémios reais do 2° grau.
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5.4.1 A fatoracao do trindmio do segundo grau em livros didaticos

No capitulo 4 apresentamos no livro de Scipione (1972) a fatoracdo do

trinbmio do 2° grau pelo método da fatoracao do termo independente.

Quando num trinbmio do 2° grau do tipo X2 + px + g, 0S nUMeros p e
g sdo, respectivamente, soma e produto de dois nameros a e b,
entdo fatora-se x2 + px + g no produto de x + a por x + b.

Nesta altura do curso, apenas estudaremos 0s casos em que 0S
valores de p, g, a e b séo inteiros, assim como o coeficiente de x2 é
sempre igual a unidade.

Examinaremos 0s casos possiveis:

1) Fatorar : x2 + 11x + 30

Devemos procurar dois numeros cujo produto seja +30 e cuja soma
seja +11. E facil ver que s&o os nimeros +5 e +6.

Donde:x2 + 11x + 30 = (X + 5).(x + 6)

2) Fatorar: x2 + 17x + 52

Quais sdo os numeros cujo produto € + 52 e cuja soma é +17? Nao
0s encontrando, a primeira vista, basta decompor o produto 52 em
seus fatores primos e fazer as alternativas possiveis:

52 | 2

26 | 2=>4 4 e 13 sdo 0s numeros procurados.
13 | 13=>13

1

Donde: x2 + 17x +52 = (x + 4).(x + 13)

3- Fatorar: x2—11x + 30

+30 representa o produto dos valores ae b que procuramos. Como
30 > 0, entdo a e b tem sinais iguais (ambos positivos ou ambos
negativos). — 11 representa a soma dos valores que procuramos e
gue ja sabemos, possuirem o mesmo sinal. Logo, o sinal de a e b
sera negativo, porque a soma (—11) também o é. Teremos

x2—11x + 30 = (x — 5).(x — 6). (SCIPIONE, 1972, p.56-58)

A restricdo da técnica se mostra quando o autor buscar somente 0s casos
possiveis, e para coeficientes do trinbmio e termos independentes do binbmio sendo
nameros inteiros.

No livro de Dante (2004a) do 8° ano n&o consta a fatoracéo do trindmio do 2°
grau senao os quadrados perfeitos, porém ha um subitem intitulado “Aplicagées dos
produtos notaveis e da fatoragdo” (p.170) em que o autor sugere a “aplicagao da

fatoracdo na resolugéo de equacédo- produto” (p.172), segundo a Figura 16 a seguir.
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Figura 16: Aplicacéo da fatorag&o do trinémio do 2° grau

T ———

AT T

~ Aplicacio na resolucio de equagdo-produto
SRR LT R e, SN | A e

A equacdo (x + 2)(x - 3) =
Veja sua resolucio:

Se(x+2)x-3)=0,entdox+2=00ux-3=0, | Lembre-se da propriedade m

0 é denominada equagao-produto. Pense por qué.

dos n( is: 2
Parg X + 2 = 0 teills 5 = 2, eparax-3=0 0s nimeros reais: se a = 0

s oub=0,entdoa-b=0,ese
a‘b=0,entdoa=0oub=0.
Logo, a equacao-produto (x + 2)(x - 3) = 0 tem duas solucdes ou raizes: -2 e 3,

Verificacgo:
(x+ 2x=3) = (2 + 2f-2-3) = 0(-5)=0
(x+2)x-3) = B+2B-3)=5-0=0

Fonte: Dante (2004a, p.170)

A tarefa é resolver a equacao-produto com o trinémio ja fatorado. A tarefa de
fatorar o trinbmio ndo esta em jogo, apesar de ter sido anunciada acima. A fatoracao
do trinbmio do 2° grau s6 é realizada no livro do 9° ano em que Dante (2004b)
apresenta a fatoracdo do trindmio antes da resolucdo da equacéo do 2° grau, como

segue na Figura 17.

Figura 17: Resolugéo de equacao do 2° grau por fatoracao

| Resolvendo equacdes do 2° grau completas por fatoragcao

Suponha que vocé& queira fatorar a express3o algébrica x2 + 4x — 5. Lembre-se: fatorar & trans-
formar em produto. A questdo é:

Como expressar x? + 4x — 5 na forma (x + a)(x + b)?

Para fazer essa fatoragdo, vamos praticar um pouco de calculo algébrico:
(x + a)(x + b) = x2 + (a + b)x + ab

A expressdo a ser fatorada é x? + 4x — 5. Entdo:
x2+(a+bx+ab=x2+4x -5

Temos, portanto, duas condicdes a serem satisfeitas:
a+b=4
{ ab = -5

Por tentativas, podemos escolher vérios pares ordenados de nimeros que tenham soma 4:
2, 2), (5, -1), (1, 3), (7, =3), (O, 4), (6, -2), ...

Da mesma forma, tomamos pares ordenados de ndmeros que tenham produto -5:
1, 5), (5, 1), (1, -5), ...

Os pares ordenados que satisfazem as duas condigdes ao mesmo tempo sao: (5, —1) e (-1, 5).

Soma:5-1=4 Soma: -1 +5=4
Produto: 5(-1) = -5 Produto: (-1)5 = -5

forma fatorada

Portanto, podemos escrever: x? + 4x—5 = (x + 5)(x — 1) ou X2 + 4x — 5 = (x — 1)(x + 5).
\\____/

produto
@ Fatore estes trindmios em seu caderno, escrevendo-os na forma (x + a)(x + b).
a) x%+ 8x + 15 d) x2—-7x+ 12 g) x2+x—42
b) x®*+2x—24 e) x2—3x—40 h) x>+ 11x + 18
c) x2+ 13x + 36 f) x2+x—30 i) x2+9x+ 18

@ Usando a fatoracao de trinémios, podemos resolver algumas equagdes completas do 22 grau. Por
exemplo: quais as raizes da equagdo x2 — 3x — 10 = 0?
Fatorando: x?+ (a+b)x+ ab =x?—-3x—10 a+b=-3
{ ab=-10

Fonte: Dante (2004b, p.172)
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Como realizado em Scipione (1972), o livro de Dante (2004b) propbe as
tarefas de fatoracdo somente com valores inteiros para a e b. A resolugcdo do

a+b=4
a.b =-5

usada para encontrar a € b e se mostra com alcance limitado e nem a fatoracao do

sistema { feita por tentativas com o uso de pares de valores é a técnica

produto é sugerida, como faz em Scipione (1972). Além disso, Scipione apresenta a
fatoracéo no livro do 8° ano, enquanto Dante (2004b), no 9° ano.

A técnica que Dante utiliza para generalizar a resolucdo de equacdo do 2°
grau por meio de fatoracdo é o completamento de quadrado, j& apresentado na
secdo 4 no quadro 10 no livro de Guelli (2005b). Assim, o completamento de
quadrado usado para fatorar o trindmio - que faz a equacédo do 2° grau do tipo
ax2 + bx + ¢ = 0 se transformar numa outra do tipo x2 - P = 0 - é a técnica que além
de ser usada num contexto geométrico (Figura 18) que tem menor alcance do que o
algébrico, ndo responde a tarefa de fatorar o trindbmio do 2° grau nesses livros. O
completamento de quadrados € uma técnica que estd nas praxeologias com
matematica escolar, mas que soO aparece para o professor, no momento em gue este
mostra o surgimento da formula usual de resolucéo de equacgdes do 2° grau.

Veremos a seguir que é possivel realizar a fatoracdo do trinémio do 2° grau
tanto pelo completamento de quadrado quanto pela tarefa intermediaria

transformadora ja anunciada antes.
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Figura 18: Completamento de quadrado

... no século IX, 0 famoso matematico drabe Al-Khowarizmi usou um inter

método de “completa

drados”, dando uma interpretacdo geométrica
Vocé sabia que... s = 5 g
¢do de equacaes do 2° grau?

Vocé ja tinha ouvido falar desse método?

Vamos resolver a equagdo x? + 6x — 3 = 0 pelo método de “completar quadrado”.
X2+ bx-3=0— x2+6x=3

A interpretagdo geométrica da expressdo algébrica x2 + &x é:

X 111 X + 3
e 2 2
f QObserve que = o £l [ X 2 e
e | falta algo para : %
& ) | completar o jl : - : 1 3 ‘1I P
) ~
9 ;;)/ ~ quadrado. | 1 X X ENENE] b %
CE
< P
) 1 ! Completamos o quadrado juntando 9 regides quadradas i
| de drea 1 e encontramos um quadrado perfeito. (M:_/?\‘

x% + 6x + 9 —= trindmio quadrado perfeito
Para n3o alterar a igualdade x2 + 6x = 3, também somamos 9 ao 2° membro:
x2+6x+ 9 =3+ 9

Fatorando 9_lrin6mio, temos: (x + 3)2 = 12. Agora vocé ja sabe resolver.
x+3=+V12 = x=V12-30ux+3=-V12 —» x=-V12-3 6
¢
'~\-g

Como no método de “completar quadrados” x é uma medida
de comprimento, sé consideramas a raiz positiva: V12 - 3. m

Fonte: Guelli (2005b, p. 175)

O ensino da tarefa de fatoracdo do trinbmio de segundo grau sempre se
mostrou problematica por exigir, no fundo, a resolucédo da equacéo do segundo grau,
mas isso encontrava restricdo na escola. E facil ver o que afirmamos quando se
verifica que essa tarefa esta reduzida a casos particulares ou € simplesmente
omitida nos livros didaticos do 8° ano ou da 42 etapa do EF, como, por exemplo, em
Imenes e Lellis (2009), que apresenta a fatoracdo de polinbmio apenas no caso em
gue a técnica é por o fator comum em evidéncia; Bonjorno et all (2009), Souza e
Pataro (2015), Silveira (2015) e Andrini (2015) que apresentam a fatoracdo em
quatro casos: Fator comum, Agrupamento (que decorre do caso do fator comum),
diferenca de dois quadrados e trinbmio quadrado perfeito; O livro de Mazzieiro e
Machado (2012) nem apresentam o estudo de polinbmios no 8° ano; e nao muito
recente, Mori e Onaga (2009) apresentam a fatoracdo do trindmio do 2° grau por
meio da soma e do produto, fazendo tentativas, como em Dante (2005a).

Assim, a partir da trajetéria em que enveredei por sistemas didaticos que
auxiliaram nessa mudancga de olhar para a fatoracéo, afirmamos que a tarefa de

fatorar o trinbmio do 2° grau estd quase invisivel no programa escolar por néo
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apresentar técnica que assegure o enfrentamento dessa tarefa para num alcance
que a torne um objeto de ensino indispenséavel para a escola.

Dessa maneira, por meio do desenvolvimento do MEPR a partir do MERy,
propomos o uso da técnica dos produtos notaveis dar uma resposta a tarefa
fundamental de fatorar o trindmio do 2° grau, pela infraestrutura que usada para seu

enfrentamento, pode ser definitivamente estudada no 8° ou 42 etapa do EF.

5.4.2 A fatoracdo do trinbmio do 2° grau realizada por meio da tarefa

intermediaria transformadora

A mobilizacdo de tarefas e técnicas até entdo feitas para atender a articulacao
de objetos para a resolucdo de equacfes do 2° grau agora sera apresentada para
atender a fatoracao do trinémio do 2° grau, da seguinte maneira:

T’,: Escrever o trinbmio do 2°grau T =x?2+px +gnaformaT = (x + a).(x + b)

A tarefa consiste em encontrar os termos a e b, dados os coeficientes p e q
do trinbmio. Assim, tomando-se a identidade x2 + sx + p = (X + a).(x + b)que, apds o
desenvolvimento do produto leva a x2 + sx + p = x2 + (a + b)x + a.b, tem-se

{ aa-zb =:Sp que por meio da relagdo (a — b)2 = (a + b)2 — 4.a.b, j& serd possivel

verificar se a fatoracdo sera ou ndo possivel ou se o trinbmio é ou ndo quadrado
perfeito, no caso da fatoracdo ser possivel. Nesse Ultimo caso se pode realizar a

. . ) . a+b=
transformacdo ja anunciada em STz em que o0 sistema { +b torna-se
a. =5

a+b=s . . DA
{ a— b :m . Assim, os termos independentes dos bindbmios podem ser

calculados, caso a fatoracédo seja possivel.
A seguir sdo apresentados exemplos de uso dessas técnicas.
EX. Escrever os trinbmios abaixo na forma (x + a).(x + b)
a)x?2+ 10x + 21
Solucéo
Fazendo x2 + 10x + 21 = (x + a).(x + b) = x2 + (a + b)x + a.b, vem que
a+b=10ea.b=21. Assim, tem-se que (a—b)?=10%2-4.21 =100 — 84 = 16. Como

(a — b)2 = 16, conclui-se que a fatoracdo é possivel e a e b sdo distintos. Para o
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a+b=10

a— b =4emqueobtem-seaz?eb::g,_

calculo de a e b, recorre-se ao sistema {

Assim, x2+ 10x + 21 = (X + 7).(x + 3)
b) x2+4x + 8
Analogamente, tem-se que (a — b)2 = — 16, e dai se conclui que a fatoragdo néo sera

possivel.
5.4.3 A fatoracdo do trinbmio do 2° grau por completamento de quadrado

E possivel também fatorar o trinémio do 2° grau pela técnica de
completamento de quadrados. Nesse caso, alguns critérios devem ser
estabelecidos.

Essa tarefa consiste em escrever, em principio, o trindbmio T = x2 + sx + p na
forma T = k? — g usando a técnica do completamento de quadrados, em que
k = x + w. Em seguida, fatora-se a diferenca de dois quadrados k2 — q, obtendo-se
T=(k+ \/E).(k - \/E), para o caso de q > 0; para < 0, a fatoracdo ndo sera
possivel para numeros reais. Mais especificamente, se g = 0, tem-se um trinbmio
quadrado perfeito. Para o caso da fatoracdo ser possivel, o trinbmio T =x2 + sx + p
pode ser escrito na forma T = (x + a).(x + b); para o caso de trin6mio quadrado
perfeito, a = b. Assim, a tarefa se traduz em calcular os valores de a e b.

Um procedimento possivel para o calculo de a e b por meio da técnica do
completamento de quadrados é a seguinte:

Seja o trindbmio x2+ sx + p. Fazendo s = 2.w, obtém-se T = x2 + 2wx + p.

Somando e subtraindo o trindmio por w?, tem-se que T = X2 + 2wx + W2 + p —

w2, que resulta T = (X + w)2+ p — w2 Fazendo k= (x + w) e g = — (p — w?), vem

que T = k& — g. Assim, para (p — w?) < 0, tem-se que o trinbmio T pode ser
escrito como T = (k + \/E).(k - \/E). Mas k = x + w, e isso resulta em

T=(x+w+./q).(x+w-./q). Efinalmente, fazendoa=w + /g, e b=w - /q,

vem que T = (x + a).(x + b)

Como exemplos, fatorar os trinémios:
a) X2+ 10x + 21
Solucéo: Considerando T =x2+2wx + p =T = x2 + 10x + 21, tem-se que w = 5. E, de

T=X+w)2+p-w?2onde q=-(p—w?3), temosque T =(x +5)2+ 21 — 52, Assim,
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g = -4, que € menor que zero, indica que a fatoracéo é possivel. Logo (x + 5)2 -4 é
uma diferenca de dois quadrados, que fatorada, resultaem T = (X + 7).(x + 3).

b) x2+4x + 8

Solucdo: De maneira analoga, tem-se que w = 2. E, de T = (X + w)2 + p — w2, temos
que T=(x+2)2+8—22=(x + 2)2 + 4 que ndo é uma diferenca de dois quadrados.
Logo, o trinbmio x2 + 4x + 8 ndo pode ser escrito na forma (x + a).(x + b) comae b
sendo reais.

Tanto o uso da tarefa intermediaria transformadora (T | T) que relaciona os
produtos notaveis quadrado da soma e da diferenca de dois termos, quanto o
completamento de quadrados séo técnicas que podem ser usadas para discutir a
fatoracdo do trinbmio do 2° grau, assim como o fatorar quando possivel.

O modelo epistemologico pessoal de referéncia que estamos a construir
nessa trajetoria de formacao, em sua dinamica, proporcionou um novo olhar para a
tarefa de fatorar o trindbmio do 2° grau que passa a ter seu status no bloco do saber
em que, por exemplo, calcular as raizes de equacdes do 2° grau passa a ter a tarefa
de fatorar o trinbmio como tecnologia. A técnica usada para a discussao e célculo de
suas raizes pode sera T | T ou o completamento de quadrado.

Assim, a resposta R desejada € dada pela nova compreensao do MER se
traduz no modelo epistemoldgico pessoal de referéncia (MEPR,4) em que fatorar o
trinbmio do segundo grau € a tarefa que engendra praxeologias com varios saberes
escolares, mais especificamente, com produtos de polinbmios, produtos notaveis,
sistemas de equacdes do primeiro grau, equacdes do 2° grau e, implicitamente, o
teorema fundamental da algebra e a tarefa T | T é a técnica usada para fatorar o

trinbmio do 2° grau, segundo indica a Figura 19 a seguir.
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Figura 19: Saberes articulados no MEER,

Produtos Equacéo do
notaveis 2° grau
Fatoracéo
do trinébmio

2° grau

J%

Sistema de
equacdes do
1°grau

Produtos de
bindbmios do
1°grau

Teorema
Fund’amental
da Algebra

Fonte: Do autor

5.4.4 O sistema de tarefas ST, e 0 quarto estado da diacronia da trajetoria

O ST, substancia a compreenséo que tive do objeto fatoracdo do trinébmio do
segundo grau e que marca o MEPR, e o dltimo estado (E;) - mas néo
necessariamente o estado terminal - alcancado na trajetoria pessoal de formacgéao
docente num processo em que a pratica de ensino na transposicao didatica interna,
€ postulada como dispositivo que detona um percurso de estudo e investigacdo ou
pesquisa (PEP) na formacéo do professor.

Nas tarefas que sdo propostas em ST, sdo apresentadas suas técnicas,

algumas seguidas de exemplos para melhor ilustra-las.
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Sistema de tarefas ST,
Intencdo didatica: Fatorar, se possivel, o trinbmio do segundo grau por meio da TIT.

Ta1: Desenvolver o produto de mondmios por polindmio do tipo (a + pB)x.

Técnica: Regra distributiva. Assim, (o + B)X = ax + Bx

T4 Fatorar polinbmios do tipo ax + pBX.

Técnica: Fator comum em evidéncia. Assim, ax + Bx = (o + B)X (tarefa inversa a Ta;)

T,3: Desenvolver os produtos de binbmios do tipo (X + o)(x + B) onde o e B sé&o
termos independentes de x, exibindo a soma (o + ) e 0 produto (a.j3).

Técnica: Regra distributiva. Assim, (X + a)(X + B) = X2+ ax + BX+ aff =
=X2+ (o + B)X + ap.

Exemplo: Desenvolver o produto (x — 3).(x — 2).

Solugdo: (x—3).x-2)=x2+ (-3 -2)x+ (-3).(-2) =x>—5x + 6

T44: Desenvolver os produtos notaveis (a + )2 e (o — )2 e (o + B).(o — B).
Técnica: Regra distributiva. Assim, (o + B)2 = (o + B)(o + B) = o + aff + ap+ p? =

= o + 20 + B2 Analogamente, (o.— B)2 = o — 20 + B2 e (o + B).(a — B) = o — B>

T4s: Calcular (oo — ), sem calcular o e B, dados os valores de o2 - 2 e a + B.
Técnica: Produto da soma pela diferenca de dois termos (o + B).(a — B).

Exemplo: Sabendo que o2 - 2=5e a + 3 =5, calcular o — .

Solucdo: Por Tu, tem-se que (o + B).(o — B) = o® — B2 Dai, 5.(a — B) = 5. Logo,
a—-pB=1

T46: Solucionar sistemas de equacdes do 1° grau com duas variaveis.
Técnica: Método da adicao.

a+b=>5
a—b=1"
Usando o método da adig¢éo, tem-se que

Exemplo. Solucionar o sistema {

at+tbh=5
a—-p=1
2a =6
a = 3, que substituido em uma das equacdes, levaa b =2
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_ . ho sistema e calcular

a+B=s a+B=s
o?-Bi=k {

Ta7: Transformar o sistema de equagdes {
o - =u
o e B, sendo que s e k sdo dados.

Técnica: Articulacdo das tarefas Taq, Tas € Tyse.

Tag: Calcular os valores de (o + )2 e (oo — B)? dados os valores de o2 + 32 e a.f3.
Técnica: Desenvolvimento do quadrado da soma e da diferenca de dois termos em
Tya.

Exemplo: Calcular os valores de (o + B)? e (o — B)?, sabendo que o? + 2 =25¢e
o.p=12.

Solucdo: Por Tas, (a0 + B)2 = o + 20f + P2 = o + P+ 2ap = 25 + 2.12 = 49. E,
(a—PB)2=0?—2ap + p?= o+ p?—20p =25 -2.12 = 1.

Assim, (o + B)2=49 e (a—pB)2=1

T4o: Calcular os valores de o + § e o — 3, dados a? + B2 e a.p.
Técnica: As mesmas que enfrentam a tarefa Tag, calculando, em seguida, as raizes
guadradas dos resultados dos exemplos dados na tarefa.

Assim, a+pB==7ea-pf=1.

o+

. S
no sistema {
(04

u

a*+p*=q
o.p=p

Taao): Transformar o sistema de equagdes {

=™
Il

calcular a e B, sendo que p e g sdo dados.

Técnica: As usadas Tarefas Tag € Tao.

Ta@1): Mostar que (o —B)2—(a+B)2=—40B. (TIT)
A técnica € o desenvolvimento dos quadrados por regra distributiva e a reducéo de
termos semelhantes.

Assim, (- B2 —(a+BP=o?—af —aof +pB?—(a? + afy + ap + p2) = —4ab, ou
seja (o —B)?2— (o + B)2 = — 4ap.

Usando exemplo numérico, (5 —-3)2— (5 + 3)2=-4.5.3 =-60.
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T4a2): Calcular (o — B)? dados o + 3 e a.p.

Tecnica: Tarefa Tauy (TIT).

Exemplo: Seja a soma de dois numeros igual a 11 e seu produto igual a 30, qual o
quadrado diferenca deles?

Solucdo: Sejam a e B esses numeros. Entdo a soma deles é o + B = 11 e 0 seu
produto € dado por a.3 = 30.

Considerando que (o — B)? — (o + B)? = — 4af3, entédo, (o — B)? — 112 = — 4.30, que

resulta em (o — )% = 1.

Tsa3): Dada a soma e o produto de dois nimeros reais, determinar, sem calcula-los,
se eles sdo iguais, distintos ou ndo séo possiveis.

Técnica: Andlise do quadrado da diferenca dos numeros.

Exemplos: Dada a soma e o produto de dois numeros reais, determinar se esses
nameros sao possiveis, e no caso de serem, se sdo iguais ou distintos.
ayS=-5eP=-66

b)S=12eP =36

c)S=8eP=25

Solugdo: Sejam os numeros a e B. Pelas tarefas Tau1) € Taaz), tem-se que (o — B)? =
= (a + B)? — 4ap. Dessa maneira:

a) (a—B)2=(-52-4.(-66) =25+ 264 = 289. Como (o — B)? = 289 > 0, entdo os
nameros o e P sao reais e distintos.

b) (o — B)?2 = 122 - 4.36 = 144 — 144 = 0. Como (a — B)? = 0, entdo os numeros o e p
s&o reais e iguais.

C) (a—P)2=82-4.25=64 —-100 =-36. Como (o — B)2=— 36 <0, entdo 0s numeros

o € B ndo sdo possiveis para 0s humeros reais.

Taaa): Calcular o —  dados o + e a.p3, se possivel.
Técnica: Uso da tarefa Ta12) para calcular (o — )2, em seguida, se possivel, calcular
sua raiz quadrada.
Nos exemplos da tarefa Ta3), tem-se que:
a)(o—B)?> =289, entdo a — p = 17.
b) (. —B)2=0, entdo a.— B =0.
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c) (. — B)2 =— 36, entdo o — B ndo € possivel.

S

- R
Il

. ~ a+pB=s : o+
Taas: Transformar o sistema de equacgdes P no sistema
(15) p o

o.p=

Il
c

calcular a e B (se possivel), dados s e p.

Técnica: Calcular (a0 — B)?, analisar o resultado e, se possivel, escrever o sistema

+B = . R . .
{aa_ % =Su. Em seguida, resolvé-lo pelo método da adicéo.
: oa+fp=2 . ]
Exemplo: Transformar o S|stema{ B =- 120 num sistema do 1° grau, se possivel, e
o.p = -

calcular a e B.

Solugéo: Articulagéo das tarefas Tau1), Ta@2), Taas), Taqa).

Sabe-se, por Taa1), que (o — B)? = (a + B)? — 4ap. Assim,

(o = B)2=22-4.(-120) = 4 + 480 = 484, que € positivo. Logo, a e b sdo reais e
distintos, e o — B=+484 = 22. Desse modo, tem-se o sistema do 1° grau

{a+B=2

o — B=22" que resolvido se determina oo =12 e § = - 10.

Taae): Fatorar, se possivel, os trindbmios do 2° grau do tipo T =x2+ Sx + P como
produto de bindmios do 1° grau do tipo T = (X + a).(x + B), emque S=a+p e
P = o.p (tarefa inversa a tarefa Ts3).

Técnica: Articulagéo das tarefas Ta1), Ta@2), Taas), Taaa) € Taas).

Exemplo: Fatorar, se possivel, os trinbmios:

a)T=x2+15x + 36

b) T=x2—-14x + 49

C)T=x2+2x+5

Solugao: O enfrentamento da tarefa consiste em calcular os valores de a e . Por
Ts3, sabe-se que X2+ Sx + P = (x + a).(x + B) = X2 + (a0 + B)X + af. Assim, tem-se

que:

a) {aojgﬁ:gés- Assim, por T4z, tem-se que (o — B)? = 152 — 4.36 = 225 — 144 = 81.

Como (a — B)? = 81 > 0, entdo, por T4z, 0 trindbmio € fatoravel na forma (x + a).(x +

B) e oep sédo reais e distintos. Desse modo, tem-se que o — 3 = 9 que resulta no



137

. + 5 , . ..
sistema {Z _ =9’ gue resolvido pelo método da adicdo, encontra-se o =12 e

B = 3. Finalmente, tem-se x2 + 15x + 36 = (X + 12).(x + 3).

b) {ng :32 que feito de maneira analoga ao item (a), vem que (a — )2 = 0, entéo,
o trinbmio é fatoravel na forma (x + a).(X + B) e aep sao reais e iguais e seus valores
sdo iguais a — 7 e o trinbmio é quadrado perfeito. Assim, x2 — 14x +49 = (x = 7).(X
-7)=(x—-T7)2

C) {aa+3l3:=52' Calculando (oo — B)2 =22 -45 =4 - 20 = - 16. Logo, o trinbmio ndo

pode ser fatorado na forma (x + a).(X + B), com o e 3 reais.

Ta17: Escrever o trinbmio T = ax2 + bx + c naforma T = a(x2 + Sx + P).

Técnica: Por em evidéncia o coeficiente do 2° grau dividindo cada termo do trinémio
por esse coeficiente.

Exemplo: Escrever o trinbmio T = 3x2 + 12x — 15 na forma a(x2 + Sx + P).

Solucédo: Pondo o coeficiente 3 em evidéncia e dividindo os termos de T por 3, tem-
se 3.(x2 + 4x - 5)

Ta1g: Fatorar, se possivel, o trinbmio T = ax2 + bx + ¢ como o produto
T=aXx+a).(X+p)

Técnica: Proceder da mesma maneira como em T417) obtendo T = a(x? + Sx + P) e,
em seguida, fatorar, se possivel, o trindbmio x2 + Sx + P por meio das técnicas
usadas em Taqy).

Exemplo: Escrever o trinbmio T = 3x? + 12x — 15, como T = a(x + a).(x + B), se
possivel.

Solugdo: Por T4a7), tem-se que T = 3(x2 + 4x — 5). O fator (x> + 4x — 5) pode ser
estudado por meio de T46). ASsim, para x2 + 4x — 5 tem-se S=4 e P = -5, donde
calcula-se (a0 — B)? = 36 que indica a possibilidade da fatoragdo. Dai se tem o

a+pB=4

sistema {OL _B=6

donde se calculaa=5e f =—1.Logo, T = 3(x + 5).(x — 1).

Taqo): Fatorar binbmios do tipo x? + Sx como o produto (X + a).(x + B).

Técnica: A mesma empregada em T,
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Exemplo: Fatorar x2 + 5x.
Solugéo: Nesse caso S =a + 3 =5 e P = 0. Assim, por meio de T4, tem-se que
(o —B)2=25e a— B =5. Dai, conclui-se que oo =5 e  =0. Logo, x2 + 5x = (x + 5).

(x + 0) ou X2 + 5x = x.(x + 5).

Tao): Fatorar os bindmios do 2° grau do tipo x2 — P como um produto de bindmios do
primeiro grau.

Tecnica: A mesma empregada em T 4(e).

Exemplo: Fatorar x2 —25.

Solucéo: Nesse caso S=a + =0 e P =— 25. Assim, por meio de T416, tem-se que
(o — B)2 =100 e o — B = 10. Dai, conclui-se que a« =5 e p=- 5. Logo, x2 — 25 =
(x +5).(x = 5).

Tae1): Calcular o valor da variavel x de modo que (x - a).(x - B) = 0.
Técnica: Regra do produto nulo para resolver equac¢des do 1° grau.

Assim, tem-se x-a=0o0ux - =0,onde x=aoux = f.

Ta2): Calcular o valor de x de modo que x.(x - o) = 0.

Técnica: Regra do produto nulo para resolver equacfes do 1° grau.

Tas): Calcular as raizes de trindbmios do 2° grau do tipo T = ax? + bx + c.

Técnica: Fatoracdo do trindmio segundo as tarefas Tai7) € Tas).

Exemplo: Calcular as raizes do trindbmio 3x2 + 12x — 15, sabendo-se as raizes de um
trinbmio do 2° grau sao os valores que o tornam nulo.

Solucdo: A tarefa traduz-se em calcular as raizes da equacdo 3x2 + 12x — 15 = 0.
Por Taau7), tem-se 3(x2 + 4x — 5) = 0. A tarefa agora consiste em fatorar o trindmio
X2 + 4x — 5 como produto de bindmios do 1° grau (X — a).(x — B). Por Tspe,S =a + f =
4eP=oaB =-5 Por T3, tem-se que (a — B)?> = 42 — 4.( -5) = 36. Assim, a
fatoracéo é possivel e aef séo reais e distintos. Para calcular o e B basta resolver o

oa+pB=4

o - p=6 emque a =5e p =— 1. Assim, tem-se 3(x + 5).(x — 1) = 0, que

sistema {
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por Taey leva a x = -5 ou x = 1, ou seja, as raizes do trindbmio 3x? + 12x — 15 séo

reais e distintas e com sinais opostos a a e f.

5.4.4.1 Consideracdes sobre ST,

A mudanca de estado de E; para E4 corporificado pelo sistema de tarefas ST,
consiste na resposta R desejada, ou o ultimo estado alcangcado pelo MEPR

construido por &. A tarefa principal desse Ultimo sistema passou a ser fatorar o

trinbmio do 2° grau. As tarefas Ta1 a Taq4) que formam o primeiro conjunto de tarefas
continuam com as mesmas funcdes postas em STz, com excecdo de Tau1) € Tz
que ganham o status de tarefas analiticas, pois discutem a possibilidade de
existéncia e qualidade dos nameros o e B, e a tarefa T,i3) que inclui a possibilidade
ou ndo de encontrar os nameros o e . Porém, as T4us) a Taag) fazem parte de um
conjunto de tarefas que sé@o enfrentadas por técnicas construidas a partir do primeiro
conjunto de tarefas, o que ndo ocorria no sistema de tarefas ST3. A resolucdo de
equacdes do 2° grau, postas de maneira implicita nas tarefas Tapo) @ Ta23) passam a
ter como tecnologia a fatoracdo do trinbmio do 2° grau.

A tarefa Taue) possibilita que qualquer trinbmio do 2° grau seja escrito na
forma a(x2 + Sx + P) de modo que viabilize sua analise e sua fatoracdo, se possivel,
naformaa(x + a).(x+ B),emquea+pf=Sea.p=P.

Assim, a fatoracdo do trinbmio do 2° grau ensinada no EF substancia o
teorema fundamental da algebra (TFA) que assumimos como o0 elemento
tecnologico-tedrico que justifica todo o processo de construgcdo do sistema de
tarefas. O TFA, em seu enunciado afirma que todo polindmio p(x) = anx" + X"+
o+ A’ + alX + ag possui pelo menos uma raiz real ou complexa e assim pode ser
decomposto em n fatores (X — Xp). Admitindo que a fatoracéo do trindmio do 2° grau
€ objeto matematico escolar que tem seu habitat no 8° ano do Ensino Fundamental,
consideramos o TFA em que p(x) = T, quando fatoravel, os coeficientes dos fatores
do 1° grau sejam reais. Assim, paran=2,temosque T=ax*+bx+c(a,=a;a;=b
€ ap = C) e assumimos 0s seguintes critérios de fatoracao do trinbmio:

1) p(x) = a(x + a).(x + B), se p(x) é fatoravel em bindbmios do 1° grau (Critério C;) ou;

2) p(x) = ax2 + bx + ¢, se p(x) € irredutivel (Critério C,).
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Desse modo, assumimos o TFA - que ndo estd posto explicitamente no
sistema de tarefas sendo no MEPR de &’ - como a tecnologia que justifica a técnica

de fatoracdo do trindbmio 2° grau. Os polinbmios constituem a teoria que justifica o
TFA.

Assim, ST, € a resposta R desejada, que apesar de todo o processo de
estudo, € parcial, pois a trajetoria pessoal de formag¢do docente continua como um
PEP aberto, uma vez que novas condicbes podem ser encontradas ou construidas e
gue podem modificar a infraestrutura até entéo criada.

A construcdo da organizacao didatico-matematica a partir da compreensao do
MER, detona todo o processo de problematizacdo da pratica de ensino de objetos
matematicos da escola como um processo de transposi¢ao didatica que ndo encerra

e gque caracteriza o dinamismo do MEPR.
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6 CONSIDERACOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

O professor que questiona as praticas de ensino de certo objeto que vive na
escola se vé diante de um problema praxeoldgico que se desdobra em questdes do
tipo: o que ensinar desse objeto e como ensinar?

A busca de respostas para essa questdo se mostrou como tarefa complexa,
pois requereu do professor pesquisador o desenvolvimento de um percurso de
estudo e investigacdo ou pesquisa (PEP) que evidenciasse as condi¢cbes
consideradas pertinentes para o0 progresso da sua infraestrutura didatico-
matematica.

Nesse percurso, 0s sistemas didaticos solitarios e auxiliares jogam papel
fundamental, pois a sua compreensao sistematiza sobremaneira o desenvolvimento
do PEP e direciona a préatica de ensino como processo de transposicao didatica
interna em suas duas fases: a preparacdo do texo do saber e sua realizacdo em sala
de aula, ou mais precisamente, a organizacdo matematica e didatica em dialética
continua para a formacao pessoal do professor.

A trajetoria pessoal de formacgéo docente (TPFD) é uma consequéncia desse
percurso e uma resposta considerada factivel para a instituicdo docente, pois impde
ao professor um processo de estudo continuo que implica na dindmica praxeoldgica
e cognitiva de seu ensino que, por sua vez, implica no seu aprendizado, na sua
formacao.

A comprensdo da transposicdo didatica interna e da TAD e seus
encaminhamentos metodoldgicos ddo o suporte para o questionamento de praticas
de ensino a partir do enfrentamento de problemas concretos enfrentados pelo
professor nessas praticas. E isso esta claro quando Chevallard (2009a; 2009b)
anuncia a formacgédo do professor como a sua dinamica praxeoldgica e cognitiva e
apresenta o problema primordial em que para dado projeto de atividade que o
professor deseja se enganjar, qual o conjunto de praxeologias que este deve
acessar na concepcao e execucao desse projeto? Assim, Chevallard (2009a; 2009b)
encaminha o percuso de estudo e investigacdo como motodologia de pesquisa e

desenvolvimento de praxeologias.

Assim, compreender a transposicao didatica interna em suas duas fases

como a pratica de ensino é fundamental para o desenvolvimento da metodologia
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dessa pesquisa, pois a dialética dos sistemas solitarios e auxiliares se baseia nessa
compreensao. Para tanto, as obras estudadas aqui exercem papel findamental, pois
a partir delas podem ser construidas as compreencdes necessarias para o0
desenvolvimento da pesquisa.

O estudo das obras pertencentes aos programas epistemoldgicos em didatica
das matematicas liderados por Joseph Gascén e Yves Chevallard possibilitaram a
compreensdao de nocdes fundamentais da TAD e seus encaminhamentos
metodoldgicos, tais como: o modelo minimo que sustancia a praxeologia e seus
momentos didaticos; as nocdes de modelo epistemolégico de referéncia; a
compreensdao do problema praxeoldgico do professor e seu enfrentamento
encaminhado pelas nocdes de percurso de estudo e investigacdo, de sistemas de
tarefas e a compreenséo do problema praxeol6gico como um problema de formacéo
docente a ser enfrentado, além da compreensdo de formagdo como a dinamica
praxeoldgica e cognitiva do professor em relagdo a determinado objeto de ensino.

A trajetoria pessoal de formacdo docente se substancia a partir do PEP

iniciado pelo professor #?quando este se vé a frente de um modelo epistemoldgico

de referéncia (MERg) para o ensino das resolucdes das equacfes de segundo grau
proposto por Silva e Guerra (2009) onde se articulam objetos da matemética ja
estudados e a estudar, tais como o produto de polindbmios, a fatoragéo, os produtos
notaveis, sistema de equacdes do primeiro grau para a resolucdo de equacdes do
segundo grau, identidades de polinbmios, entre outros.

O MER, engendrou diferentes sistemas didaticos, solitarios e auxiliares, para
as construcbes de MEPR com o suporte de um saber matematico escolar que
disponibilizasse as tecnologias que deem as tarefas a unidade necesséaria e ao
mesmo tempo possibilitasse o estudo de objetos a serem estudados no horizonte do
curriculo escolar.

Os estados apresentados nessa pesquisa que representam a dinamica do
modelo epistemolégico pessoal de referéncia evidenciaram as mudangas sofridas

nas relacBes pessoais de 7’ com 0s objetos matematicos equacgées do segundo grau

e fatoracdo do trindbmio do segundo grau, objetivados nos sistemas de tarefas
desenvolvidos ao longo desse percurso de formacéao.
No estado inicial, a organizagcdo para ensino da resolugédo de equacao do

segundo grau realizada por &, que é fruto de sua compreencgdo construida a partir
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de sua histéria de suas relacdes pessoais com esse objeto e que substancia um
MEPR,, realizava-se por meio do sistema de tarefas ST (Quadro 13).

Quadro 3: O sistema de tarefas ST,

Tipos de
tarefas

Tos Definir uma equacéo do 2° grau.
Toz Exemplificar equacdes do 2° grau.
Tos Determinar os valores dos coeficientes da equacao.
Toq Classificar as equac¢des do 2° grau como completa ou incompleta.
Tos Resolver a equac&o incompleta do tipo ax*- ¢ = 0.
Tos Resolver a equacao incompleta do tipo ax’ + bx=0.
To7 Resolver equacdes completas do 2° grau.

Fonte: do autor

Esse sistema de tarefas ndo apresenta uma inteligibilidade que dé unidade
aos trés tipos de equacao do segundo grau. Na verdade, se constituem em trés
algoritmos para atender trés tipos de equacdes, sem uma tecnologia que permita
entendé-los de modo Unico, com a perda da generalidade desejada pelo fazer
matematico. Nao ha explicitamente um método Unico que se reduza aos trés
algoritmos. As técnicas parecem surgir como truques matematicos, por exemplo, o
truque de completar o quadrado que somente é usado para encontrar a férmula da
equacao do segundo grau.

O encontro com o MER, imprimiu mudancas nas rela¢des de ensino 7’ com a

resolucdo de equacdes do segundo grau e o0s objetos articulados a ela que de
imediato fizeram emergir a questdo Qq,: Como organizar o ensino de resolucdo de
equacao do segundo grau a partir do MERy? Assim, uma nova compreensao deste

objeto de ensino foi desenvolvida por 7’ no sistema solitario So(%, Q,) associado ao
sistema Sy(7, MER). A resposta desse estudo representa um novo estado E; para o
modelo epistemoldgico pessoal de referéncia (MEPR;). Associado a esse modelo, 7

desenvolve o sistema de tarefas ST; (Quadro 14) como resposta proviséria a

guestéo Q.
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Quadro 4: O sistema de tarefas ST,

Tipos de tarefas

T Desenvolver os produtos de polinémios do tipo (x + a)(x + b). A
tarefa de desenvolver os produtos notaveis: o quadrado da soma e
da diferenca de dois termos: (a + b)?2 e (a — b)2, bem como o
produto da soma pela diferenca estéo incluidas em T1.

T Fatorar polinbmios do 2° grau com uma variavel.

Tis Resolver equacdes do tipo x2 + px + ¢ = 0 por fatoragao.

T1a Desenvolver a diferenca (a — b)2 — (a + b)2 (T | T- tarefa
intermediaria transformadora).

Tis Solucionar sistemas de equacdes do 1° grau com duas variaveis.

Tie Solucionar equacfes do 2° grau do tipo x2+ Sx + P =0,onde Se P

sao, respectivamente, a soma e o produto das raizes a e B da
equacao, por meio do sistema:
{ x+y=S§

Sistema S
x—y =VS§%— '

Ta7 —-b+Vb2—4ac

Desenvolver a férmula X = da equagdo do 2° grau

ax’+bx+c=0, por meio do sistema S;.

Fonte: Do autor

O sistema ST; parecia realizar a articulagdo de objetos matematicos
escolares por meio de tarefas do 8° e 9° ano do EF para a resolugcéo de equacgdes
do 2° grau.

Embora a relacdo de & tenha sofrido mudancas pelo encontro com o MERy,

pois as articulagbes dos objetos matematicos pareciam estar sendo realizadas a

contento, quando ST; foi posto a prova em sala de aula, instaurando o sistema

didatico auxiliar S(#°, A, ST1) produziu questbes e respostas que foram estudadas e
analisadas por 7’ e seu orientador de estudo 7" no sistema auxiliar S(#°, #”, RST))

que houve problema de articulagdo da tarefa Ti4. Essa tarefa aparece na
organizacdo de maneira repentina e se reduziu ao uso da técnica de desenvolver
produtos notéveis e reducado de termos semelhantes. Nao ficou clara a relacao entre
0os produtos notaveis e a resolucdo da equacao do 2° grau. Assim, o problema
praxeoldgico de & é levantado com a seguinte questdo Qi;: Como eliminar a
estranheza causada por Ti4 e dar unidade a organizacdo, respeitando de algum
modo o MEPR;?

Na busca de resposta a questdo Q, foi instaurado o sistema solitario

S1(%, Q,) associado ao sistema S;(%, RST;) para a construcdo de uma resposta
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praxeoldgica para o enfrentamento da estranheza causada por uma tarefa que néo
faz parte de seu EP para o ensino. Assim, uma nova compreensdo do MERj
denotada por MEPR; se corporifica associado ao sistema de tarefas ST,, como

mostra o Quadro 15 a sequir.

Quadro 15: O sistema de tarefas ST,

Tipos de
tarefas
Toy Desenvolver o produto do tipo (a + b)x, onde a e b sédo constantes
reais.
Ty, Fatorar a expressao ax + bx. (Tarefa inversa a tarefa T,;).
Tos Desenvolver os produtos de polindmios do tipo (x + a)(x + b) onde

a e b séo constantes, exibindo a soma e o produto, tal como
x+a(x+h)=x2+(a+hb)x+ab

To4 Desenvolver os produtos notaveis: o quadrado da soma e da
diferenca de dois termos: (a + b)?2 e (a — b)?, e 0 produto da soma
pela diferenca (a +b) (a —b).

Tos Fatorar trinbmios do 2° grau com uma variavel do tipo x2 + Sx + P
como produto de binémios (X + a)(X + )

Toe (Tarefa intermediaria transformadora): Desenvolver a diferenca
(a—b)2—(a+hb)

Ty7 Dada a soma e o produto de dois numeros, calcular a diferenca
deles.

Tosg Solucionar sistemas de equacdes do 1° grau com duas variaveis.

Tog Calcular dois niumeros cuja soma e o produto deles sejam dados.

Toao0) Resolver equaces do tipo (x —a)(x —b) = 0.

Toan Resolver equacdes do tipo x2 + Sx + P = 0 por fatoracéo..

Toa2) Solucionar equacdes do 2° grau do tipo x2+sx + p =0,onde -sep
sdo, respectivamente, a soma e 0 produto das raizes « e fda
equacéo.

Toas) Determinar as raizes de uma equagéo do 2° grau ax*+bx+c=0,

por meio de seus coeficientes.

Fonte: Do autor

A resposta praxeolégica R, representada por ST, encaminhou uma nova

discussdo em outro sistema auxiliar S(7, &', To) em que &’ eram alunos-professores

do curso de licenciatura e T a tarefa que foi discutida nesse sistema didatico auxiliar
(SDA3). Essa tarefa Ty foi inspirada na tarefa T,g com a imposicdo de uma restricao,
como segue: dada a soma e o produto de dois numeros, calcular a diferenca entre
eles, sem o0 uso de equacdes do 2° grau.

As discussdes em SDAgs revelaram que novas condigcbes poderiam ser
impostas no sistema de tarefas para o enfrentamento da tarefa To € um conjunto de

questdes Q,; foi levantado e enfrentado por & no sistema didatico solitario S,(%, Q,)
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associado ao sistema S,(#, SDA,) das quais se destaca Q@s): Que tipos de tarefas

podem ser propostas para o ST de modo que a tarefa intermediaria transformadora
(T 1 T) se torne a técnica para o enfrentamento T,?
Assim, uma nova compreensao do MER, foi estabelecida (representada por

MEPR3) e um novo estado E; da diacronia da trajetéria € estabelecido e
corporificado pelo sistema de tarefas ST (quadro 16).
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Quadro 16: O sistema de tarefas ST;

Tipos de tarefas

Tipos de tarefas

Ts; | Desenvolver o produto de monémios por polinémio do | Ts;; | Calcular (a—b)2dadosa+bea.b
tipo x(a + h).
Tso Fatorar polinbmios do tipo ax + bx T3 | Calculara—bdadosa+bea.b
=5 (PeSEnvolvEfos produ~tos de bindmios do tipo (x + a)(x | Tas Transformar o sistema de equacdes {a + _= no sistema
+ b) onde a e b sdo termos independentes de x, ab =
o= + b = 5
exibindo a soma (a + b) e o produto (a.b) {; b _i e calcular a e b, sendo que s e p sdo dados
Tss | Desenvolver os produtos notaveis (a + b)2 e (a—b)2e | Tayu [ Fatorar os trinbmios do 2° grau do tipo x2 + Sx + P como produto
(a+b).(a-Db) de bindmios do 1° grau do tipo (x + a).(x + b) (tarefa inversa a
tarefa Ts3)
Tss | Calcular (a — b), sem calcular a e b, dados os valores | Ts;s [ Fatorar os bindbmios do 2° grau do tipo x2 + Sx como produto de um
deaz-b2e a+bh mondmio por um binbmio do 1° grau.
Tas Transformar o sistema de equacses { at+b=s o Ta16 Fatorar os binbmios do 2° grau do tipo x2 - P como um produto de
quag a*-b* =k bindmios do primeiro grau
. a+b=s
sistema {a b =u e calcular a e b, sendo que s e k
sdo dados
T3; | Calcular os valores de (a + b)2 e (a — b)2 dados os | Ts;; | Calcular o valor da variavel x nas equagdes produto do tipo (x -
valores de az+b2eab a).(x-b)=0
Tag | Calcular os valores de a + b e a — b, dados a2 + b2 e | Tsig [ Calcular o valor de x nas equacfes produto do tipo x.(x -a) =0
a.b
T : ~ Z4p%= 0 [ 2-Sx+P=0
¥ | Transformar o sistema de equacées {a a-li)b_pq no| Tee JEREIET GRLEBIEE COUFE T &
. a+b=s
sistema {a b=yt calcular a e b, sendo que p e g
séo dados
Ta10 | Desenvolver a expresséo (a — b)2 — (a + b)2 T3 | Resolver equagdes do tipo ax?2 + bx+c =0

Fonte: Do autor
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A condic&o imposta em T, se constituiu como uma dificuldade para °’ em seu

enfrentamento, pois para encontrar a diferenca de dois numeros havia
necessariamente, para eles, a tarefa anterior de calcular tais nimeros. Esse modo
de fazer e pensar a tarefa se tornou um obstaculo que precisava ser enfrentado por

P em seu MEPR. Nesse sentido, uma nova compreensdo do MERy encaminhou o

MEPR; e sua resposta praxeolégica R’; objetivamente apresentada em ST3; em que
a tarefa T311) € incluida e que leva a instauragéo de outros sistemas didaticos para
sua discusséao.

No sistema didatico auxiliar (SDA,) - S(#, ", ST3) - #” sugere a mudanca da

tarefa Ty para T1: dada a soma e o produto de dois nimeros, calcular o quadrado da
diferenca deles, sem o0 uso de equacdes do 2° grau. Essa nova tarefa que foi

encaminhada para o sistema didatico auxiliar (SDAs) Ss(# °, &%, T1), ndo surgiu

repentinamente. Calcular o quadrado da diferenca € uma tarefa que evidencia a
relacdo entre os produtos notaveis (a—b)? = (a+b)?—4ab como também
evidencia o quadrado da diferenca de dois nUmeros como uma tarefa que discute a
existéncia e a qualidade desses numeros, se sao iguais ou distintos. Ou seja, 0
quadrado da diferenca de dois nimeros € o préoprio discriminante de uma equacao
do 2° grau em que esses dois nimeros, caso existam, Sado suas raizes reais.

Assim, T; tornava evidente a relacdo entre os produtos notaveis, pois calcular
0 quadrado da diferenca de dois niumeros ja deixa claro que se trata de um produto
notavel, apesar de que alguns alunos-professores da licenciatura no SDAs tentarem
também (como em SDA;3) calcular primeiro os nameros para depois calcular o
quadrado da diferenca deles. Quando um dos alunos relacionou o quadrado da
diferenca ao descriminante da equacéo, a tarefa de calcular o quadrado da diferenca
ganha um novo status na turma.

O pensar sobre o saber que d& unidade as tarefas encaminhou &° para o

Teorema Fundamental da Algebra, e que, pelas condi¢cdes observadas e criadas no
seu percurso de formagdo, torna claro o problema da fatoracdo do trindmio do 2°

grau. Assim, instaurou-se o sistema didatico solitario S3(%, Oy) associado a S3(7,

Qs)), em que Qs; sdo questdes demandadas do estudo realizado em SDAs, das
quais se destacam: Qi,: Fatorar um trinbmio do 2°grau tem como técnica a
resolucdo da equacao de segundo grau associada? Qss: A solucédo da equacgéo do

segundo grau tem como técnica a fatoracao do trinébmio do segundo grau?
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A partir disso, a fatoracao do trindmio do segundo grau passa a ter para outro
status, pois nas andlises realizadas por & a fatoracdo se constituia em uma das

tarefas que se articulava a outras para a tarefa principal de resolver equacdes do 2°
grau. A técnica usada para fatorar o trindmio do 2° grau se dava por tentativas dada
a soma e o produto dos numeros que se queira no trinémio x2 + Sx + P.

Esse novo status da fatoracéo do trinbmio desencadeou o trabalho da técnica
para o enfrentamento dessa tarefa que vem sendo preterida no 8° ano, seja por
autores de livros didaticos, seja por professores?>.

As tarefas propostas a partir do MER( para resolucdo de equacdes do 2° grau
foram repensadas para a fatoracdo do trinbmio, ou seja, a tarefa de fatorar o
trinbmio passa a ser fundamental e as técnicas usadas primeiramente para o calculo
das raizes da equacédo do 2° grau por meio da relacdo dos produtos notaveis (tarefa
intermediaria transformadora) para transformacdo do sistema de equacgfes do 2°
grau em um sistema do 1° grau com técnicas rotineiras de resolucdo, passaram a
ser ténicas para a fatoracdo do trinébmio do 2° grau.

Assim, resolver equacfes do 2° grau passa a ser tarefa decorrente da tarefa

de fatorar o trinbmio do 2° grau e que substancia uma nova compreensido de 7

sobre o MER(: 0 MEPRy, que configura o 4° estado (E4) corporificado no sistema de
tarefas ST, (quadro 17). E mais ainda, a tarefa de calcular o quadrado da diferenca
de dois numeros, passou a ser uma tarefa que discute se o trindbmio pode ser escrito
ou ndo como um produto de bindbmios do 1° grau de coeficientes reais.

Além disso, a técnica de completamento de quadrado que aparece somente
nos livros didaticos no 9° ano do EF como técnica que cumpre o papel principal de
mostrar a formula usual de resolucéo de equacdes do 2° grau, passa a ser também
uma técnica que possibilita a fatoragcdo do trinbmio do 2° grau com critérios que
indicam se um trindbmio é ou nao fatoravel, como o faz o quadrado da diferenca de
dois nimeros. Embora o sistema de tarefas para essa técnica ndo tenha sido
desenvolvido, o completamento de quadrados usado para escrever um trinbmio do
2° qualquer T = ax?> + bx + ¢ como a diferenca de dois quadrados T = X2 - k

possibilita o pensar num MEPR a ser construido.

2% Em conversas informais com trés professores, essas afirmaram néo ensinar o caso de fatoracéo do
trinbmio do 2° grau em nenhum ano do EF.
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Quadro 17: O sistema de tarefas ST,

Tipos de tarefas

Tipos de tarefas

T4 | Desenvolver o produto de monémios por polindmio do | Tsu3 | Dada a soma e o produto de dois ndmeros reais, determinar se
tipo x(a + B). eles séo iguais, distintos ou ndo séo possiveis.
T4 | Fatorar polindmios do tipo ax + BX. T4a4) | Calcular o — B dados o + B e a.B, se possivel.
T4 | Desenvolver os produtos de binémio_s do tipo (X | Taas) Transformar o sistema de equaces {a +B= IN—
+ a)(x + B) onde a e B sdo termos independentes de X, of =p
ibi a+pB=s
exibindo a soma (o + ) e o produto (a..f). {a - g _ , & calcular o e B, dados s e p.
T4 | Desenvolver os produtos notaveis (o + B)?2 e (oo — B)2 e | Taue | Fatorar, se possivel, os trinbmios do 2° grau do tipo T = x2 + Sx + P
(oo + B).(a = B). como produto de bindmios do 1° grau do tipo T = (X + o).(X + ), em
gue S=a+p e P =a.p (tarefa inversa a tarefa T3).
T4 | Calcular (a — b), sem calcular a e b, dados os valores de | T.u7 | Escrever o trindmio ax? + bx + ¢ na forma a(x? + Sx + P).
az-b2e a+b
Tas Solucionar sistemas de equagdes do 1° grau com duas | T4qs | Fatorar, se possivel, o trindmio ax? + bx + c.
variaveis..
Taz Transformar o  sistema { atB=s no  sistema Tsae) | Fatorar os bindmios do 2° grau do tipo x2 + Sx.
a2 - Bz =k
at+tpP=s .
{a 9o e calcular o e B, sendo que s e k séo dados.
T4 | Calcular os valores de (o + B)2 e (o — B)2 dados os | Tapo | Fatorar os bindmios do 2° grau do tipo x2 - P como um produto de
valores de o2 + 2 e a.p. binbmios do primeiro grau.
T49 | Calcular os valores de o + e o — 3, dados o? + 2 e a.p. | Taey | Calcular o valor da variavel x de modo que (x - o)).(x - B) = 0.
Ta00) | Transformar o  sistema {Otz +Bl32 =4 o sistema | T4e | Calcular o valor de x de modo que x.(x - ) = 0.
af =p
+B=s .
{aa_ % e calcular o e B, sendo que p e g sdo dados.
T4a1) | Mostar que (o — B)2 — (o + B)? = — 4af. Tas | Calcular as raizes de trindbmios do 2° grau do tipo T = ax? + bx + c.
T412 | Calcular (o — B)?2 dados o + B e o.f

Fonte: Do autor
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A construcdo da trajetéria do PEP apresentada evidencia a mudanca de
relacdo do professor com a resolugcéo da equacdo do segundo grau por meio da
adicdo de novos elementos tecnoldgico-tedéricos que fundamentaram seu MEPR
gue, em consequéncia, explicitou-se por meio daconstrucdo de novas praxeologias.

Sob a compreensédo do problema de formacdo anunciado por Chevallard
(2009a), podemos afirmar entdo que o PEP engendrado pela préatica de ensino do
professor, entendida como compostas das duas fases da TDI, frente a reconstrucao
do MEPR, constitu uma trajetoria pessoal de formacédo docente (TPFD) para o
professor.

A riqueza profunda do PEP pode ser influenciada de algum modo pelo objeto
de ensino escolhido, que podem implicar em ganhos mais relevantes ou ndo de
saberes e procedimentos matematicos, académicos ou escolares, para o professor.
Mas, os encaminhamentos incertos permitem evidenciar outros saberes, as vezes,
indispensaveis para as praticas matematicas que nem sempre sao objetos de
ensino.

Foi evidenciado, por exemplo, o papel funcional de relac6es ou propriedades
entre tarefas como técnicas das tarefas de transformacdo de uma tarefa
problemética em tarefa determinada, ou seja, dotada de técnica que permite
enfrenta-la. Embora as tarefas de transformacfes sejam rotineiras nas atividades
matematicas, elas sédo frequentemente recorridas no ensino, pelo professor, como
bypass nas realizacbes das atividades matematicas escolares. Isso é aqui
observado nas relacdes entre expressdes algébricassobre produtos notaveis como
técnicas indispensaveis para as transformacBes e por ele recorrida, quando a
percebe, para construcdo de novas respostas praxeoldgicas.

O encontro com as tarefas de transformacdo na trajetéria remeteu
reflexivamente ao encontro de diferentes técnicas de trarefas de transformcéo, por
exemplo, que sdo usadas nas praticas de ensino escolares, como as propriedades
dos conjuntos numeéricos em relacdo a uma dada operacdo que, geralmente, ndo
sdo evidenciadas como regras para sintetizar expressfes algébricas e numéricas; a
substituicdo de variaveis em diferentes tipos de tarefas, por exemplo, como a
reducdo dos sitemas algébricos lineares. Em todos esses casos a tarefa de
transformacdo e suas técnicas sdo apresentadas por mostracdo, de modo
naturalizado, sem questionamentos, como parte da resolugdo de uma tarefa

problematica, e, por isso, tornadas invisiveis.
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Talvez, por isso, frequentemente, o uso dos teoremas matematicos, em
articulacdo, ou isolados como técnica de transformacdo de tarefas no ensino da
matematica escolar — o papel funcional de transformar uma tarefa possivel de ser
realizada criando as hipoteses que permitirdo uma ou mais tarefas serem
enfretadas, pela simples anunciacdo do teorema — ndo seja explicito, podendo ser
até inexistente.

Assim, por exemplo, considerar os triangulos inscritos em um semicirculo &
assegurar que sao retangulos que criam a hipotese do teorema de Pitagoras,
permitindo usar as relagdes métricas e trigopnométricas fartamente conhecidas desse
tipo de tridangulo, para responder diferentes praxeologias escolares sobre esses
objetos em relacao.

As tarefas de tranformacao e suas técnicas podem ser vistas, entdo, como um
dispositivo para construir integracdes praxeoldgicas, pois estas integracées podem
ser descritas como a transformacdo de uma tarefa problematica em tarefas
rotineiras, no sentido de terem sido incorporadas anteriormente. Pode-se dizer que,
de algum modo, esse pensar esta no centro do modelo didatico proposto pela TAD:
naturalizar, problematizar o alcance da técnica, e, reconstruir a técnica para um
dado tipo de tarefa, para s6 entéo institucionalizar essa técnica para o tipo de tarefa
considerada. Foi uma técnica de transformacéo de tarefas que permitiu produzir as
respostas R° durante o PEP e ajudaram a traduzir o MEPR em respostas
praxioldgicas R.

Além de aquisicbes de novos saberes e procedimentos que resultam em
novas organizacfes praxeolbégicas, o PEP engendrado pela pratica de ensino,
considerando as duas fases da TDI, também encaminhou de modo inevitavel
problemas relativos ao curriculo e programas escolares para 0 ensino da
matematica.

A complexidade e robustez dessa problematica exigem esforcos que nao
admitem ser enfrentados por um professor isolado e se constitui em grande
interesse para futuras pesquisas a serem realizadas por diferentes especialistas,
mas com participacao indispensavel da instituicdo de docentes pesquisadores.

Finalmente, o PEP nado seria engendrado sem os saberes da TAD. O
problema da desarticulacéo das praxeologias e o papel funcional das organizacdes
praxeologicas nas constru¢des de novas organizagfes praxeoldgicas, evidenciados

pela TAD, foram indispensaveis para levar o professor a questionar o saber
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matematico, e vé-lo como problematico para ser ensinado e, em consequéncia, para
ser aprendido.

Esse modo de pensar, sem duvida, prové as condicbes para o
guestionamento das praticas de ensino vistas como dotadas das fases da TDI, uma
da preparacao reflexiva do saber a ser ensinado e outra do ensino reflexivo do
saber. Portanto, as teorias do programa episemoldgico, em particular, a TAD, que
inclui em seu cerne a transposicdo didatica e o PEP, mostra-se como parte

indispensavel da infraestrutura de saberes necessarios para a formacao docente.
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ANEXOS



ANEXO 1

Didatica da Mateméatica no Curriculo do PARFOR Mateméatica da UFPA

PERIODO

DISCIPLINA

1° Periodo

Aritmética Bésica

Laboratério de Ensino de Aritmética Basica

Introducdo a Educacéo

Algebra Bésica

Laboratério de Ensino de Algebra Basica

Introducéo a Informatica

Acédo de Extensao de introducao a informéatica

2° Periodo

Psicologia da Aprendizagem

AcOes de Extensao de Psicologia da Aprendizagem

Conjuntos e Funcobes

Laboratério de Ensino de Conjuntos e Func¢des

Didatica da Matematica

AcOes de Extenséo de Didatica da Matematica

Geometria Plana

Laboratério de Ensino de Geometria Plana
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