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RESUMO’

A prospecgao mineral por método de potencial espontaneo
(SP) é extremamente simples e econamica tanto no que se refere &
instrumentagao utilizada, quanto em relagao ao procedimento nos
trabalhos de campo. Entretanto a interpretagac de mapas de iso-

potenciais tem sido principalmente gualitativa.

0 proposito deste trabalho € desenvolver uma metodologia
que permita determinar os parametros do coerpo causador da anoma
lia: localizagao, dimensbes e intensidade e diregdo do vetor po
larizagao sem se limitar ao uso de perfis ou a ajustes com cur

vas teodoricas.

Conhecendo-se na superficie do terreno a distribuicao de
potenciais decorrentes do processo de polarizagdo espontanea &
poss{vel se obter as componentes do campo elétricc andmalo por
filtragem, utilizando-se transformadas de Fourier, ou por um
simples processo de diferengas finitas. Calcula-se entac as in
tegrals dos momentos do potenciél e das componentes do campo dé
trico, de forma tal que seja obtido um conjunto de tantas equa

gO0es guanto forem os parametros do corpo gue produz a ancomalila.

A metodologia foi ®estada para os modelos mais caractg
risticos do processo de polarizagao espontanea, @ saber o doublet
e a linha de doublat: tendo sido obtidos resultados precisos pa

ra os parametros do corpo causador da anomalia.
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ABSTRACT

The spontaneous potential method (SP) is gxtremely
simple and economical for mineral proépacting as far as the
instrumentation used and field work are concerned. However up to

70w, the interpretation of isopotential maps has been mainly

gualitative.

The purpose of this work was to develop a methodology
which allows the determination of the paramaters of the causative
body, namely: its location, dimensions and intensity and direction

of the polarization vector, without using profiles or theoretical

curve fittings.

The initial surface ﬁatential points were generated far
a chossn model. From this artificial surface data, the components
of the anomalous slectric field wers obtained by using a ?iltering
process based on Fourier transforms or by a simple process of finite
differences. Using the surface potentials, and the surface
components of the electric field, the moment integrals were
generated in such a way that a set of as many equations as the

numbar of parameters of the casusative body was obtained. By

rasplving these eguations the parameters of the original body were

determined.

The methodology was tested with bodies in the form of
cylinders and stéeply dipping sheets, respectively doublet and line
of doublet models, and accurate results were obtained for the

parameters of the causative body of the SP anbmaly.
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INTRODUCAO

d.

Em certas condigbes geoldgicas desenvolvem-se natural
mente potenciais elétricos no solo e nas rochas vizinhas a um
corpo mineral eletricamente condutor. Este fenomeno & coenheci

do como polarizagao espontansa e frequentemente abreviado SP.

Fox (1830), trabalhando em minas na Cornudlia, Inglater
ra, foi o primeiro a descrever o fenomeno de polarizagao espon-
tanea. Em 1882 Carl Barus introduziu eletrodos nao polarizaveis
de modo a medir as diferengas de potencial produzida por aquele
fenomeno (Beckbe® e Telford, 1965), mas foi com os trabalhos de
Schlumberger a partir de 1913, que se tornou sistemdtico o uso
dessas medidas em prospecééo mineral por metodos geofisicos. Os
corpps que regularmente apresentam anomalias de SP sao em gerél
sulfetos, principalmente a8 pirita e @ pirrotita, e ainda a cal
copirita, calcocita e covelita. A grafita e a antracita, deriva
dos do carvao, também costumam apresentar anomalias de potencid

espontaneo.

A origem desse faaneﬁo ainda nao esta totalments
compréendida embora varias tenham sidoc as teorias propostas pa
ra explica-lo. Entre elas a teoria de Sato e Mooney é a que
melhor se ajusta 3 exist@ncia de potenciais espontaneos, embora
ndo seja capaz de justificar a ocorrencia de anomalias negati

vas maiores que 400mV.

A prospecgao por método de polarizagao espontanea é

extremamente simples e economica, tanto no que se refere a ins
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trumentagao utilizada, gquantoc em relagao ao procedimento nos
trabalhos de campo. Entretantoc a interpretagac dos dados obti
dos tem sido principalmente qualitativa supondo que, em geral ,
0 corpo causador da anomalia encontra-se localizado aproximada—

mente abaixo do centro dos potenciais negativos.

A primeira tentativa de interpretagao quantitativa da
ta de 1928 com o trabalho de Petrowsky, onde o autor apresenta
expressoes matemiticas que traduzem a distribuigdo de potencial
preduzido na superficie do solo, por uma esfera condutora loca
lizada em um ponto qualquer em sub-superficie. Outros autores
caomo Heiland(1940), de Witte(1848), Ylnghl(1850), Paul(1865), dis
cutiram e expandiram os estudos de Petrowsky, mas na sua maio
ria esses métodos quantitativos se resumem a ajuste entre cur
vas tedricas e os dados da’campo, procurando-se assim atribuir

valores aos parametros que caracterizam o corpo anomalo.

0 objetivo primordial deste trabalho € desenvolver uma
metodologia que permita determinar os parametros do corpo cau
sador da anomalia: localizagao, dimensdes e intensidade e dire
¢ao de polarizagdo, sem se limitér ao uso de perfis ou a ajus
tes com curvas teoricas., A preﬁcupagéo inicial foi descrever ana
liticamente a distribuigao dos potenciais e do campo elétrico
decorrentes do processo de polarizagao espontanea. Uma vez obti
do esse campo'e percebendo-se gque as anomalias de SP sao seme
lhantes a anomalias magnéticas ideais onde nado existe magnetiza
¢ao induzida, buscou“ss nos métodos de interpretacgao de anoma
lias magneticas, subs{dios para o tratamento quantitativo de
anomalias de SP. Os estudos de Helbig(1963), Bhattacharyyal(l867)

e Lourengo(1972]vhaviam mostrado a possibilidade de se determi
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nar o vetor magnetizagao por meio das integrais infinites dos
momentos das componentes do campo magneético anomalo, sem Ser

necessario usar modelos de interpretagao. Por sua vez Ledo (co
municagdo pessoal) trabalhando na determinacac dos parametros
dos corpos causadores de anomalias magneticas, estava utilizan

do integrais finitas dos momentos das componentes.

No presente trabalho foram utilizadas tanto as inte
grais infinitas quanto as integrais finitas dos momentos das
componentes do campo elétrico produzido por polarizagao espon
tanea. Além delas utilizou-se também a§ integrais do potencial.
Para se verificar a eficacia de cada uma das metodologias pro
postas foram usados modelos, sendo assim possivel se chbservar

a precisado dos resulMados obtidos.

A metodologia que utiliza 1nteg;ais infinitas dos mo
mentos foi testada com o modelo doublet & conduziu a resultados
aceitaveis apenas em situagdes particulares, gquando o modelo se
achava localizado no centro da area utilizada para o calculo
dos momentos e a anomalia era desprez{vel alem dos limites degs

sa mesma area.

A aplicacao de integrais finitas apresenta o inconve
niente de necessitar que seja sscolhido um modelo para a inter
pretagao. Entretanto uma vez adequada tal escolha, os resulta
dos obtidos se mostram excelentes. Verificou-se ainda a valida
de de sua utilizagéo quando séq usadas componentes do campo elé
trico obtidas do pot;ncial através de transformada de Fourier.

Igualmente os resultados foram muito bons. A discussao dessas

metodologias se encontra no Gltimo capitulo deste trabalho.
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CAPITULO 1. INTERPRETACAOD DE ANOMALIAS DE POTENCIAL ESPONTANED

1.1. Revisao de Conceitaos

1.1.1. Origem do Potencial Espontaneo

0 fenomeno do desenvolvimento natural de um campo
elétrico no solo e nas rochas vizinhas a um corpo geologico
eletricamente condutor & conhecido como polarizagdo espontanea.
Tambem se conhece como produzide por polarizagao espontanea os
potenciais eletricos determinados em sondagens em pogos, mas
nesse caso tais potenciais se desenvolvem devido a diferenga na
concentracao de ions dissolvidos nas aguas intersticiais das
formagoes adjacentes. Esta Gltima definigao nado sera usada

neste traba1ho.

0 potencial espontaneo, segundo a bibliografia a

respeito, apresenta as generalizagdes abaixo, sintetizades por

Sato e Mooney (1960) com base em uma revisao de aproximadamente

150 trabalhos relativos ao fendmena:

- 0S8 COrpos qué apresentam regularmente anomalias de SP 530 0S
constitufidos por sulfetos principalmente pirita e pirrotita,
e ainda: calcopirita, calcocita, covelita , embora a grafita

e a antracita também apresentem fortes anomalias.

- tais corpos sac bons condutores e a corrente elétrica é con
duzida preferencialmente por fluxo de elétrons ao inves de
t4
ions.

- pelo menos parte do corpo se localiza numa zona de oxidacao
ativa.
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- a anomalia de SP é predominantemente negativa na pargao supe

rior do corpo.

- o fendmeno da polarizagao espontanea & rela*ivamente estavel

no tempo Takahashi(1952), Poldini(1838).

Varias teorias foram apresentadas sugerindo mecanis
mos capazes de sustentar o fluxo de corrente elétrica através
do corpo condutor e das rochas encaixantes. A teoria de Sato
g Mooney (1860) parece ser a gque mais se ajusta éos dados obser
vadoé do fenomeno de SP Becker(1865), Corwin(1873}, Logn | e

Bolviken (1874), Dobrin (1876).

Entre os mecanismus anteriores a Sato-Mooney apenas
dois tem apcio experimentai: a teoria da cela de oxigenio de
Schlumbherger, e discutido por Poldini (1938,1939), pela qual o
fluxo de corrente elétrica atraves o corpo mineral se deve a
concentracio de oxigénio dissolvido nas &guas do solo e o meca

nismo de gradiente de pH, discutido por Kelly(1845).

Pela teoria de Schlumberger & condigao necessaria
a oxidagdo do corpo para haver produgao delpotencial espontaneg,
assim sendo surge o problema de explicar porque a grafita, que
n3o 6 sulfeto, e nao se oxida, apresenta anomalia de SP, enguan
to que a galena, que ¢ um sulfeto e se oxida bastante, raramen

te apresenta anomalia.

Por sua vez para Kelly o principal papel no’ feanE
no eletrogquimico de SP cabe a diferenga-na acidez entre as
aguas em contato com o mineral, entretanto o gradiente de pH

por si so nac fornece um mecanismo para a transferencia de e
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létrons (Sato e Mooney 1960). Para gque uma corrente elétrica se
estabelega no corpo mineral & necessario uma troca de elétrans
entre o corpo e os ions nas solugoes vizinhas. Estas reagoes

devem aumentar o pH proximo a superficie e diminui-lo em  profun

didade, mas tais reagodoes sao improvaveis dentro da gama da varia

¢ao dos valores de Eh e pH medidos na terra (Corwing-1873). As
sim o gradiente de pH deve contribuir para o mecanismo de SP
embora nao deva ser encaradoc como o elemento principal deste

mecanismo; excetuando-se possivelmente o caso da alunita {Corwing

1973].

De modo a tornar mais facil a discussao da teoria de
Sato e Mooney, convem recordar os conceitos de potencial ‘de
oxido-redugdo,pH, estabilidade e dominio de imunidade de mine
rais.

Uma reacdo de oxidagdo-redugdo é definida como uma
reagao quimica em que ha troca de eletrons. A substancia que "ga
nha® eletrons & denominada agente oxidante e a gue "perde” ele

trons é o agente redutor. Qualquer reagdo de oxidagao-redugaoc po

de ser dividida em duas semi-celas que indicam o mecanismo pelo
qual os eletrons foram transferidos do agente redutor ao oxidan
te. 0 potencial de oxidagao redugac indica a tendencia de uma

substancia a receber ou liberar elétrons pare outra substancia,de
tal forma gue quanto maior o pstencial maior a'tendéncia em tomar

eletrons. E medido em volts e simbolizado por Eh quando medido

em relagao ao eletrodo de hidrogenio.

Uma reagdo eletroquimica em meio agueso pode ser es

crita:




aA + wHy0 > bB + mH' + ne” (1)

onde A, H,0, 8, H*' e os sletrons e~ sao os reagentes, enguan
to que a, w, b, m, n sao respectivamente suas concentragoes

molares [(Pourbaix-19491).

0 E€h da reacao acima e dado por

g c b
Eh = gno - 22058m 0 0:059 o . B yoits, & 25%C (2)
n n {A)a

onde (A) e (B) sao as atividades dos reagentes e Eh® € o poten
cial de oxidagao padraoc, medido para concentragoes unitarias.
Conhecidas as concentracdes 6 possivel expressar Eh em funcao
de pH.

A reacac (1) pode ser representada graficamente num

diagrama Eh-pH; a fig (1) e um exemplo de um diagrama desse

tino para o sistema Cu-H20 a uma tempefabura de 25°C.

{Voit.}

Eh

FIG., 1 - Exemplo de um diagrama Eh-pH, para o sistema Cu - H,0 a

25°C,
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Com base nesses diagramas Pourbaix (1948} define do
minio de imunidade de uma substancia A como o conjunto de valo
res de Eh e pH, para os quais a concentragao de qualquer produ
to da reagaoc com A seja menor que IO_SN. Em outras palavras, a
regiao de Eh-pH em que é desprezivel a tendéncia de A reagir
com gualqguer outra substancia. Dentro deste dominio o potencial
de eletrodo do metal se iguala ao Eh da solugao pois a ativida
Je do ion metalico na solugdo serd rapidamente ajustada sem pro
Zuzir nela praticamente alguma alteracao. A regiao do dominio de

imunidade para o cobre esta apresentada na figura 1.

A Tigura 2, sintetiza os resultados encontrados por
Sato e Mooney para a variagao de Ch e pH na natureza, tanto na

zona de intemperismo guanto na zona primaria.

1.O
{volt)

T T T T T T T T T
.4
P 3 2t otm.
Po

(H;0,)

1 t I 1 1 1 1 I 1 { 1 1 1
o 2 . 4 6 8 o 12 14
pH
Figura 2 - CondigGes de Eh-pH deduzidas para o ambiente de in

temperismo e a zona em profundidade (Sato e Mooney,1960)
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A figura 3 mostra um resumo dos dominics de imunids
de da grafita, calcocita, pirita, galena 2 suas posigoes em re
lagao ao Eh-pH dos ambientes naturais. Esses dominios foram
tomados por Sato e Mooney a partir de dados de campo e reagoes

tedricas de oxidagdo que se ajustaram as observagées.

{wol i)

. Eh

G 2 4 [ 8 10 12 4
PH I
FIG. 3 ~ Limites experimentais para os dominios de imunidacde

de varios minerais. Linhas solidas: limites superiores. Linhas pontilhadas:
limites inferiores - Sato e Mooney (1960].

Pela figura 3 verifica-se que na zona em profundida

de, aproximadamente todos os minerais de interesse s3o estaveis,

enquanto que na zona de intemperismo, os minerais se oxidam, em

bora em grau variado: assim a pPirita se oxida apenas em condi

gcoes muito acidas ehquanto que'a galena €& instavel em praticamen

te toda a zona de intemperismo.

0 mecanismo de SP desenvelvida por Sato e Mooney




.10,

baseia-se nas observagoes de que o Eh em geral taorna-se mais
negativo com o aumento de profundidade, Sato (1860)-a. & que a
maioria dos minerais gue produzem SP sao imunes as reacgoes

"de oxidagdo-redugdo dentro dos valores de Eh-pH naturais, fun
cionando, consequentemente, como condutores inertes, que transfe
rem eletrons daos agentes redutores em profundidade aos agentes

oxidantes em superficie, estabelecendo assim uma corrente elétpi

ca.

As regides oxidantes e redutoras existem independen
temente do corpo condhtor.'entretanto e indispensavel que este
esteja presente pois ele € o responsavel pela condugao de ele

trons da zona primaria & zona de intemperismo. A diregac da cor
rente elétrica,do ponto de vista convencional,e da superficie a
zona em profundidade. A transferencia dos elétrons se da por
reagdes quimicas ma superficie do minério, de tal forma que | os
agentes oxidantes na zona de intemperismo vao sendo feduzidos pe
los eletrons entregues pelo corpo, enquénto gue os agentes redu

teres na zona primaria vao sendo oxidados pela perda de eletrons

para o corpa.

0 excesso de carga negativa acumulada na superficie
€ equilibrada pelc movimento ascendsnte, através o meio ‘aquoso
das rochas vi?inhas, dos fons positivos provenientes das zonas
mais profundas e pelomovimento descendente dos ions negativos lo
valizados mais a suparffeie. Esses fluxos por sua vez tenderao a

sequilibrar o excesso de carga positiva em profundidade (fig(4]).
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¥

Fe

+3H 0= FelOH)y +3H® +2°
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Fet**

-
especies reduzidos Fe*

Figura 4 - Mecanismo de Oxidagao-Redugac do processo de polari-

zacao espontanea - Corwin (1973)
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Sato e Mooney propoem a conversao do oxigenio a
peroxide de hidrogéniorna zona de intemperismo e reagoes de hi
droxido férrico e ferroso na zona primaria, como mecanismos que-
produzem a re-oxidagao das espécies reduzidas a re-redugao das
especies oxidadas, de modo gque o fluxo de corrente eletrica seja

mantido.

Admitindo-se E=-0,15v e ph = B8 como valores me
dios desses parametros em profundidade e supondo-se ainda que o
mineral, na zona de intemperismo, nao reage cuimicamente com a

vizinhanga, é possivel estimar a maxima diferenga de potencial

disponfvel para os varios minerais.

A Fig. (5) resume essas diferengas e mostra qgue a
grafita deve apresentar anomalias de potencial espontaneo .,
enquanto que a galena apenas emanbientes alcalinos e rady
tores,

Sato e Mooney entretanto nao explicam a exis

tencia de potenciais negativos'maiores que 40g0mV associados a
corpos de sulfeto, embora na pratica potenciais de ate -1000 mV
sejam encontrados no campo (anomalia proxima a Hualgaybc .

Peru (Gay, 1967).
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8 T T ¥ T T 1 T T T Y Y T
{volt} |- -
B —
4 - -
AE
—~  grafite -
2 pirite -
Eh -
[ calcocite
[0 2 o o
galana
i U :L ﬁﬁﬁﬁﬁﬁ )
“‘02 = -
-4 1 1 ) 1 ! ' I

FIG. 5 - Maxima diferenga de potencial disponivel para varios
minerais - Sato e Mooney (1860).

1.1.2. Procedimento de campo e correcac dos dados

0 levantamento de potencial espontaneo além de ser
bastante facil é um dos mais econdmicos entre os trabalhos de
prospecgao geofisica. 0 (nico equipamento necessario para as

medidas sao dois eletrodos ndo polarizdveis, gque sdo colecados em
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contacto com a superficie do solo, um voltimetro onde sao 1lidas
as diferengas de potencial entre os dois eletrodos e suficiente
quantidade de fio isolante que faz o contacto entre os dois pop
tos. £ conveniente a utilizagac de um carretel para melhor manu
seio dos fios e uma reserva de agua salgada para facilitar a
passagem da corrente elétrica entre o solo e os eletrodos. Os
valtimetros atualmente usados tem resolucao de 1mV e suficien
temente alta a impedancia para evitar que polarize os elementos

de medida.

0 levantamento do potencial espontanec pode ser efe
tuadoc por dois métodos. No primeiro um dos eletrodos € mantido
fixo numa determinada estagaoc base de referencia, enquanto gue o
segundo € deslocédo ao longb do perfil de trabalho, sendo a di
feranga de potencial entre eles medida em espagamentos regulares.
Qutra forma do mesmo método e procurar, durante os trabalhos
no campo, as equipotenciais, ou seja os pontos gue acusam . di

ferenga de potencial nula entre os eletrodos de medida.

0 segundo, denominado método do gradiente, consiste
em determinar a diferenga de potencial entre dois pontos suces
sivos de um perfil de trabalho. 0Os dois eletrodos sao deslocados
simultaneamente & o quociente entre a diferenga de potencial ob
servada e o espagamento dos pontos de medida € aproximadamente o

valor do campo elétrico no ponto medio entre eles.

Os potenciais resultantes do fenomeno de polarizagao
espontanea saoc guase sempre negativos e a ordem de grandeza de
anomalias tipicas varia de poucas centenas de mV nos pontos de

maxima amplitude,centro negativo, a dezenas de mV nas bordas da
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anomalia. No que se refere a corregOes que devem ser aplicadas
aos dados obtidos em um levantamento de potencial espontaneo,

deve-se ter sempre em mente gue a prospecgac no sentido de deter
minar corpos condutores pelo método de SP algumas vezes pode
ser dificultada pela topografia, que contribui para a existencia

de valores negativos do potencial aproximadamente sobre as coli

nas do terreno. Esses centros anomalos se devem a agao eletro
capilar provocada pelo escoamento da agua da chuva e sao da or
dem de 100 a 200mV mas em alguns casos podem atingir 2 Volts
{Lasgargues~-1957). Frequentemente podem ser facilmente determi

nados pois as curvas de anomalias produzidas por eletrofiltragem
coincidem grosseiramente com as curvas topograficas. Entretanto
nos casos em que o potencial medido se deve tanto a presenga de
corpos condutores em subsuperficie guanto a eletrofiltragem e
muito dificil atribuir a cada fendmeno a pérte que lhe & devida.
Nesses casos € necessario o auxilio de uma sondagem vertical
pois enguanto que p potencial produzido por corpos mineralizados

aumenta em profundidade, o resultante de eletrofiltragem diminui.

Os potenciais telﬁricoé, causados por correntes elg
tricas gue percorrem o globo, atingem areas maiores que a eletro
filtragem e podem variar em 100mV por quilometro ou mais ,Ylngll
(1950). Seus efeitos tem carater regional e podem ser =liminados
de modo semelhante as corregoes para o regional das anomalias

gravimetricas.

1.1.3. Métodos de Interpretacgac das Anomalias.

A primeira tentativa de interpretagao quantitativa
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de anomalias de SP data de 1928, quando Pgtrowsky apresentou
uma formulagao analitica para a distribuigadoc dos potenciais es

pontaneos. 0 modelo considera a presenga de uma esfera condutora

localizada em um ponto desconhecidoc abaixo da superficie do sola

0 método de interpretagao dado por Petrowsky utiliza derivadas es

paciais do potencial observado, e tem em vista a determinagao do
raio da esfera, da profundidade em gque se encontra o centro da
esfera e da projegac desse centro no planc horizontal. A obteﬂ\
ci0 desses parametros se faz através da interpretagac de perfis
em gue sao utilizadas as coordenadas dos pontos em que o campo
elétrico & nulo, maximo e minimo. Esses valores sao usados em
expressoes deduzidas analiticamente e calculadas as incégnitascg

sajadas.

Outros autores, também utilizando corpos esféricos,
discutiram e expandiram os trabalhos de Petrowsky.Heiland (1940)
sugere a utilizagao da coordenada correspondente a metade do va
lor maximo das leituras de campo, no cdlculo dos dados dos papé
metros da esfera;dWitte(18948) utiliza os proprios valores do po
tencial medido, ao invés do campo elétrico como faz Petrowsky,
e adota como parametro de auxilio na interpretacao a metade da
distancia entre o valor maximo e o valor minimo das leituras de
potencial, conseguindo desta forma eliminar o incoveniente da
determinagido de V=0 usada por Heiland. Ylngll (1850), alem de
uma outra metodologia para a interprafaqéo.fornece tambem um

-

método para a remogap dos efeitos regionais e topograficos. 9 me
todo de Meiser (1962) consiste essencialmente no ajuste dos per
fis observados a curvas calculadas teoricamente usando os mode

los de esfera e placa.
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0s corpos tabulares em gue uma das dimensoes horizoﬂ
tais é desprezivel em relagaoc as demais podem ser simulados por
placas polarizadas. Outros autores, alem de Meiser, apresentam
curvas de interpretacgdo para este modelo: Roy e Chowdhury (1958)
g Paul (1965). Roy e Chowdhury baseiam-se na invariancia da ra
z30 entre os valores maximos e minimos de SP em relacgao ao
quociente entre a profundidade do topo da placa e o comprimento
da plaéa (distancia entre a linha superior e inferior de polos).
Paul preferiu o modelo da placa justificando ser um tanto difi

cil haver polarizacao inclinada num corpo esferico.

Roy (1363) sugere o processo ds continuagao analiti
ca para a determinacao da localizagao e profundidade do corpo m@
malo.

Paio levantamento de trabalhos. publicados a respeito

de potenciais, pode-se dizer que em sua maioria os metodos de

interpretacao das anomalias consiste no estudo dos perfis dos da

dos de campo. Esses métodos, em que variam de autor para autor
o modelo e os parametros adotados para a interpretacgao, re
sumem-se a encontrar, por meio de diversos abacos, a curva de

melhor ajuste e entdo determinar as incognitas procuradas: locg

lizagao, profundidade e mergulho do corpo.

1.2. Obtengdo do Potencial Espontaneo e das Componentes do Campo

Eletrico.

1.2.1. Formulagao.

De acordo com a teoria desenvolvida por Sato e
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Mooney a origem da polarizagao espontanea, deve-se fundamental
mente a uma variacgao com a profundidade, no potencial quimico
das solucoes localizadas no solo e a presenga de um corpo condu
tor que propicia o transporte dos eletrons, em excesso na Zona
em profundidade, 8 zona em superficie onde estac em deficit. A
renovagao constante na concentragdo dos fons das solugdes vizi
nhas, atraveées de reagdes onde as espécies reduzidas em superfi
cie sao re-oxidadas e as oxidadas em profundidade sao re-reduzi
das produz um processo permanente de transporte de elétrons que
resulta numa distribuicac de correntes estacionarias. Na figura
8 estao esbogadas essas correntes segundo o sentido convencional

(movimento contréario ao dos elitrons).

Figura 6 - Esguems da distribuicdo de correntes na vizinhanga
de um corpo condutor sujeito ao fendmeno de poten-
cial espontaneo.

Seria absurdo pretender desenvolver uma teoria ma

tematica para representar fenomeno taoc complexo. Entretanto & vali
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do procurar um modelo simplificado que contenha as principais ca

‘racter{sticas do fenomeno, de modo a se obter uma expressac ana

1{tica que descreva, em primeira aproximagao, a distribuigac de
potenciais na superficie do solo. Dessa forma admite-se uma fon
te de corrente 1 nos pontos do corpo onde ccorrem reacgoes de
oxidagdo das espécies.e um sumidouro -i na zona mais superfi
cial onde acontecem as reagoes de redugac. O transporte das car
gas elétricas & efetuado ao longo do corpo condutor, da fonte ao

sumidouro de corrente, e separados de uma distancia £.

A formulacao sera desenvolvida para a mais  simples
das distribuigbes que dao origem a polarizagdo espontanea e que
consiste na presenga de uma fonte e um sumidouro pontual de cor
rente elétrica denominados polo positivo e negativo. Distribui
goes mais complexas sado obtidas integrando-se adequadamente esse
conjunto de fonte e sumidoure, conhecido por "doublet”, conforme

apendice B e C.

Seja i uma fonte pontual de corrente elétrica, 1o
calizada num ponto F de um meio hqmogéneo, isotropico, infinito
de resistividade p. 0 potencial produzido por essa fonte e medi

do em um ponto P qualquer desse meio € expresso por:

2.

> ~ 1l )

£
2}

onde © 6 o vetor posigdo do ponto P e R € o mGdulo do vetor R,

de origem no ponto F e extremidade em P,

0 campo elétrico £ & encontrado por:

g (F) = -vv(T) (1.2)

donde
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Se alem da fonte em F, houver um sumidouro de corren
te elétrica localizado no ponto S, o potencial resultante da su

perposicgac dos potenciais de origem em F e S e obtido por:

4 -e_i.(.l,- ...1_)
vV (r) = 2T \Rp R (1.4}
onde Rf & Rg indicam, resspectivamente, a distancia do ponto P

3 fonte em F e ao sumidouro em S. Usando-se a equagao (1.2) atin

ge-se gue o campo elétrico nesse Ultimo caso é dado por:

!

E[?1=ﬂi(§ﬁ 53:, (1.5)
4r \ RF .

Rs
sendo
> - -~ -
Rf = upg X + Vg y *+ Wwg Z
- (1.8)
Rg = Ug X *+ Vg y + Wg Z

Iy

-~

em que X, ¥y e Z sao os vetores unitarios segundo os eixos coor

denados 0GX, 0Y e 0OZ.

A equacac (1.5) resume vetorialmente as eXpressoes

das trés componentes do campo elétrico:

Ty =81 (fuf U
ex(® = 82 (75 -R-:}) (a) 7
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{e) i
P
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=

onde E, Ey, E» sac respectivamente as componentes horizontais
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e vertical do campo eletrico devido a presenga do doublet.

Entretanto se o meio (2) onde estao situados F e )
& um semi-espago homogéneo, isotrdpico, separado do meio dielg
trico (1), também homogéneo e isotrdopico pela superficie zg, tan
to o potencial quanto o campo elétrico em P sofrerao influen
cia da interface. As expressaes obtidas para esses parametros ,

n@ssa nova situacao, necessariamente devem satisfazer as condi

gOes abaixo:

(a) o potencial & contf{nuo através a interface

143

(b) a componente tangencial do campo geletrico

continua atraves a interface.

[ 2

(¢c) a componente normal da densidade de corrente

também continua através a interface.

(111

Sendo p a resistividade do meio, a relagac entre o
+* - -
valor densidade de corrente J & o campo eletrico e expressa

pela equagao (1.8].

iEES) =-§ (D) . (1.8)

As expressoes para o potencial e 0 campo elétrico po
dem ser-procuradas utilizando-se o método das imagens. Dessa for
ma a eliminagao da superficie de discontinuidade & acompanhada
pela presenga das foptes em F’ e S', imagens de F e S, situa

das numa posigao simétrica a estas, conforme a figura 7.
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FIG. 7 - Esquema Geomotrico para um doublet. Emprego do métg
doc das imagens.

0 potencial total passa a ser escrito:

vV (Zy i 411
() 43( R R R’ ) (1.9)

f S ¥ <1

e o campo eletrico:
2o i/Rf Rs . Rf _ Re
= Pyt _ KRs __ﬁ-__&)

yir 4w(R*3 R 3 R#  R3 (1.10)

S S

As expressoes (1.9) e (1.10) satisfazem as condigoes de contorno
e por conseguinte, em vista das unicldade do potencial, sao as
expressoes procuradas. £ conveniente netar gue as mesmas sao vé

lidas apenas no semi-espaco inferior a 2z, e fora das fontes

e sumidouros. Observe-se ainda que de acordo com a figura 71

U, = ! u
¥ f s s

]
=

(1.11}
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Para qualquer ponto P, localizado na posigao cor
respondente a superficie z,.» & distancia a fonte em F & iden

tica a distancia ao ponto imagem em F', o mesmo acontecendo  pa

ra S e S'. Assim:

%] - 1] -
CARICARE

Ytilizando esses resultados na equagao (1.9) obtem

se para o potencial medido em Po

>y ot
VT[ro} T ( R, R ) (1.12}
8
Desenvolvendo a expressao vetorial {1.10) em suas

tres equagoes escalares e utilizando-se a mesma racionalizagao

acima encontra-se, de acordo com (1.11) que

E_ (fo) = R1 ( us _UYs )
Tx 2% Rg3 Rg3
. pi vV§ Vs
e, (ro) = £ ( el e ) (1.13)
£ £
>
ETz[ro} = 0

pois quando o ponta de observacgao esta localizado na superficie

r4
(8]

w, = ~w! ; w = -w' {1.141
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As squagoes (1.12) e (1.13) referem-se & presenca do
doublet no meio (2) e a presenga da interface no caso parti

cular em que as mesdidas sdo tomadas na superficie z,. Nessas cir
cunstancias e possivel separar-se os doils efeitos notando-se que
os valores numericos do potencial e das componentes horizontais
do campo elétrico sao iguais ao dobro dagueles obtidos no casa
do doublet, localizado na mesma situagao em relagao ac ponto Pg,
mas sendo o meio (2) infinito, expressotes (1.4), (1.7-a) e
(1.7-b). Assim o potencial e as componentes devidos exclusivamen
te ao doublet localizado no meio (2), homogéneo, isatrépico, se
mi-infinito, quando tomados em relagao a superficie zy, sdo eXx

pressos pors

vifo) - &1 (ﬁl,e' - -Fi) \ (1.15)
Exl(ro) =%—%(-§—§3*§-§3> ,
Ey(rfa) = %}(%—fa— %) (1.16)
EZ(r%) = %—f—;(gf - -‘E,?)

em que a terceira das equagbdes [1;18) foi obtida a partir de

(1.15)4

1.2.2. Procedimentos para a obtencgao das Componentes.

Nos tfabalhos praticos a determinagac das compongn

1

I
i

l

|
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tes do campo elétrico resultante do fenomeno de polarizacgao es
pontanea tanto é feita diretamente pelo gradiente horizental dos
dados de campo (obtendo-se assim Ex Ey) quanto pelo emprego
das transformadas de Fourier (que conduz 3 obtengao de Ey, Ey' e
Ez). Em qualquer uma das opgoes € necessario inicialmente o conhe
cimento do potencial V, que & conseguido por levantamentos segun
do os metodos coenvencionais. Admitindo-se gue a anomalia observa
da deve-se a presenga de um corpo condutor em sub-superficie, os
valores do potencial medidos na superficie do. solo sao divididos
por 2 de modo 38 separar-se as contribuicdes do corpo e da inter

face solp-ar.

Por meio do gradiente do potencial o valor da compo
nente em cada ponto Py € encontrado dividindo-se a diferenca de
potencial entre os poantos anferior e posterior a P,, em um mes
mo perfil, pela distancia entre eles. Naturalmente a segunda com
ponente horizontal em Pg sera determinada por processo analogo,

em perfil perpendicular ao primeiro.

A obtengac das componentes por transformadas de
Fourier e discutida a seguir.

Lourengo (1972) demonstrou que, sendo nulo o rotacip
nal do campo magnetico e como as componentss satisfazem a equa
gdo de Laplace, & possivel, a partir de uma das componentes, de
terminar as demais utilizando-se de Séries de Fourier.

Conhécida a distribuigao continua do potencial v,
expresso por (1.15) e que satisfaz a equagao de Laplace,‘é facil
obter-se as componentes.Ex, Ey e E, do campo eletrico E, pro

duzido por potencial espontaneo. De (1.2) tem-se:
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EX = - —a.-;(.
'
‘Ey = 3y (1,17)
. _ v
Ez 3z
Essas componentes podem ser obtidas em fungao ds
V, pelo par de transformadas de Fourier:
° 127 (ux+vy)
wlu,vl = Jf flx,y) e *°T WY gyay  (a)
(1.18)
> i2wlux+vy)
fix,y) = JJ wlu,v) e LemUXTVY D Gqudv (b))
-0
onde x,y sao coordenadas do dominio dos espagos e u e v indi

cam as frequencias ou nimero de ondas, correspondentes respecti

vamente aos eixos 00X e 0Y.

Aplicando-se a primeira das equagoes (1.18) a ambos

@ membros das expressoes {(1.17) obtém-se:

-127u WV{u,v)

-

Wx{u,v)

Wylu,v) = -i2%v WV(u,v) , (1.19)
Y.

Wzfu,v) = -27(u2+v23}72 wv(u,v)

onde i € a unidade imaginaria e Wx, Wy, Wz e WV expressam
respectivamente as transformadas de Fourier das componentes Ex,

Ey e Ez e do potencial V.

Oe (1.19) verifica-se que & relagao entre V e as
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componentes do campo eglétrico reduz-se a uma simples multiplica
cio no dominio das frequéncias. Através a egquagao 1.18(b) Ex,

Ey e Ez s30 obtidas por meio das transformadas inversas de Wx,
Wy e Wz.

Na pratica, entretanto, os dados sao necessariamen
te obtidos numa amostragem finite e discreta de pontoes, assim,
admitindo-se que as medidas sao tomadas em intervalos s igual
mente espagados, da fungado continua VI(x,y,z) sao conhecidos ape

nas 0s valores discretos:

= V(js, ks)

a s e m 82 M

#
o
v
=t
-
N
-

onde J.

K = 0,1,2, veeeees N

em que ™M e N sao respeictivamente o nimero de pontos amostra

dos em Ox e 0Oy.

A solugdo da equagaoc de Laplace para a fungao poten
cial em termos de uma expansac em série harmonica finita se

expressa por:

=1 N-1 n?2  n2V2
Vix,y,z) = Wvp . exp(2w —_ +<-\ z .
M Ly  Ly2

m=0 N=0
. expf( i2“<ﬁﬁ + ﬂl) {(1.20)
Ly Ly/ ,

em que Lx e Ly representam os comprimentos de onda fundamen

tais nas diregles X e y.

.
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Ly = Mg
Ly = Ng
sando x = js
y = ks
O0s coeficientes wvm,n, transformada de Fourier
discreta do potencial, sao obtidos a partir dos valores de

Vij,k segundo a expressac abaixo

Mm-1 N-1
WVm’n = ..l. ST = Vj,k exp(~-12% C:}E‘. + l‘.ﬂ)) (1.21)
MN  j=0 k=D M N

onde m e n assumem os seguintes valores

m=‘M/2. s e 8 an,y 03 s aesow M/Z
n="N/2; »2acngp O; " s oo N/z
Analogamente sdo obtidas por expansado finita de

uma série harmonica as componentes Ex, Ey e Ez:

Ex{x,y,2z) WXm, n
”‘l "1 mz n2
Ey(x,y,z) = Wym,n exp L e _f) *
m=0 n=0 , Lx Ly
Ez(x,y,z) Wzm.n)

. mx  ny (1.22)
. . exp (12'« . Ly)>

onde os coeficientes Wxp n» Wyp,n e Wz, , 30 as transformadas de

Fourier discretas das componentes nas diregtes X,y e 2. Intro




duzindo as expansoes (1.20) e (1.22) em (1.17), derivando

comparandc os termos,

ra se

obtém~se:

WV n

»

. m
Wxp,n = -i27 = WVn, n
Wym,n = -i2w 1—'3;
WZm’n = =27

1
2 2\"2
m n
- ! ',:"'2) Wp.n
y

29,

(1.23)

As expressOes a seguir sao os filtros adequados pa

obter Wxy n e Wzp g

. m
Py -12wt;-
, n
p, = -i2®% =
y Ly
p = -2'"‘ -Lni n2
z L2 Ly

por meio de

WV

m,n’

{(1.24)

Das expressoes (1.22) sao obtidas Ex, Ey e Ez con

o auxilio de (1.23}.

0 esquema abaixo sintetiza as operagOes executadas:

v—oy

transformado
de

Fourier

> Wy —3f

filtros

p—> Wx -~
—> Wy ——3

P W2

tronsformada
de

Fourier inversag

> Ex

p~—=>Ey -

—>Er
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De mcdo a observar a eficacia do emprego das trans
formadas na obtengao das componentes, foram tomados os modelos
doublet e linha de doublet. cujos desenvolvimentos analiticos &
contram-se nos apendices A e B. 0s valores exatos das componen
tes foram comparados com aqueles determinados por transformada
de Fourier discreta. 0Os coeficientes da expansaoc em série foram
obtidos pelo algoritmo de Fast Fourier Transform, desenvolvido
por Cooley e Tukey (18865]).

Para sintetizar os resultados e facilitar as compa
ragoes foram tragados tanto os graficos bidimensicnais das com

ponentes exatas, gquanto os graficos de Ex, Ey e Ez obtidas por
filtragem. As diferengas entre elas sao apresentadas tambem sob

a forma de mapas bidimensionais.

As figuras 8, 10, 12 e 17 representam respectivamen-
te as componentes Ex, Ey, Ez e o potencial V gerados analiti
camente, para o doublet de coordenadas (-2, -2, 4}, distéﬁcia
entre os polos 6 unidades, inclinagao 607, declinagac 30% e 10
para o produto pi. Por sua véz as figuras 9, 11 e 13 represen
tam as componentes determinadas por filtragem, enguanto que as
de numero 14, 15 e 16 indicam as diferengas, para cada componen:
te, entre os valores exatos e aqueles obtidos pelo emprego de

transformadas de Fourler.

0 segundo conjunto de figuras (Fig. 18 a Fig.27]) diz
respeito ao modelo linha de doublet. Esta com 8 unidades de ex
tensao e paralela 8o eixo Ox e tem como coordenadas do ponto

médio da linha de polos negativos (1, 2, 4). A inclinagao é de
§0°, distancia entre os polos positivo e negativo e de 4 unida

des. gnquantu que o produto pi e igual a 10.

Observando-se as figuras 8 a 27 & facil verificar
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que as componentes obtidas por transformadas de Fourier apre
sentam resultados bastante satisfatorios. Ajustam-se bem aos
valores exatos no centro da area empregada para o calculo des
sas componentes. Entretanto nas bordas da grade 0s erros sao
muito grandes o gue todavia &€ um efeito esperado, pois ocorre
sempre que uma dada fungdo e aproximada por uma soma parcial

de uma serie de Fourier. Existe,entdo, um erro consideravel na

vizinhanga da descontinuidade, nado importando quantos termos
sejam usados na série. 0 efeito & conhecido como fenomeno de
Gibbs.

As difsrencgas entre as componentes horizontais obti

das por transformadas de Fourier e os valores exatos sao, as

——

sim, muito peguenas no centro da area, ampliando a intensidade

em direcdo as bordas, em uma configuragao caracterizada por
sinais altsrnados, aproximadamente simétrica em relacgao aos
eixos coordenados, conforme figuras 14, 15.24 e 25. A dispo

sigdo em sequencia de isolinhas de sinais alternados se deve =
um gradiente nao regular da componegnte Eg segundo a direcgao

£, onde § simboliza x au ye

Por sua vez o padrdo de erros dos valores da compo
nente vertical obtidos por transformada de Fourier nao apresen
ta aspectos de simetria em relagaoc aos eixos coordenados_e a
faixa de erros & mais larga na regido dos valores minimos da

componente.
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Figura & - Modelo Doublet - Componente exata Ey (x)

Figura 9 - Modelo Doublet - Componente E, gerada por
transformada dg Fourier (x)

{x) Parametros do modelo: I=B0, D=30, x_=-2, y.=-2, zg=4,
% 3
pi=10, 4£=8.

Contornos tragados:-50,-30,-20,-10,-6,-4,-2,0,2,4,8,10,20,30.
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ublet - Componente exata Ey (x3

transformada de Fourier [x)}

D=30,

I=60,

,30.
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Figura 10 - Modelo Do

Figura 11 - Modelo Doublet - Componente Ey gerada por

(x) Parametros do modelo:

£=5.
Contornos tragados:-50G,-30,-20,-10,~6,-4,-2,0,2,4,6,10,29

pi=10,
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Figura 12 - Modelo Doublet - Componente exata E, ({x]}
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Figura 13 - Modela Doublet - Componente E, gerada por
"transformada de Fourier.(x)

{x} Parametros do modelo: I=60, D=30, x
pi=10, £L=6.

tontornos tragados:100,70,40,20,10,6,4,2,1,0,-1,-2,~4.

s==2, Yg=-2, zg= 4,

.34,
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Figura 14 - Diferenﬁa entre os valores exatos de E4 o os obtidoes
por transformada de Fourier - Modelo Doublet x)
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Figura 15 - Diferenga entre os valores exatos de Ey e os obtidos

por transformada de Fourier - Modelo Doublet (x)

(x} Parametros do modelo: I=60, D=30, xg=-2, yg=-2, 2zg= 4,
pi=10, £=8.

Contornes tragados:15,7,4,1,-1,-4,-7.
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Figura 16 - Diferencga entre os valores exatos de E, e os obtidos

Figura 17 - Modelo Doublet - Valores exatos do potencial V (%)
-280,-240,-200,-175,-150,-100,-80,

(%)

Parametros do modelo:

por transformada de Fourier
Contornos tragados:
-7,-10,-15,-20,-25,-30.

—

)

y

’ *:“.‘lf.t. L.t . =1;"...=

Contornos tragados:

~-60,-40,-20,-10.,-5,0,5.
ISBB.! DxBD,

pi=10, 4&£=8.

y5=”23

_3)

r4

- modelo Doublet (%]}
25,20.15,10,7,4,1,-1,-2,

"4,

‘5

4
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Figura 18

Figura 18 - Modelo Linha de Doublet - Componente Ey gerada
por transformads de Fourier (%}

(%) Parametros do modelo: I=60, E=3, xp=1, vy =2, 2z = 4,
. s s
pi=10, £=4.

Contornes tragados: -70,-55,-40,-15,-7,-3,0,3.7,15,40,55,70.
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'e Doublet - Componente exata Ey (x)

Figura 20 - Modelo Linha

e Ey gerada

4
N

Figura 21 - Modelo Linha de Doublet - Componen

por transformada de Fourier (x}

EEB, mel, yszz.n

I=60,

£=4,

Contornos tragados:

{x) Parametros do mndelo:
pi=10,

60,30,10,7,3,9,-3,-7,-10,-30,-60,-100.
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Figura 22 - Modelo Linha de Doublet - Componente exata E, (*)

Figura 23 -.Modelo Linha de Doublet - Componente E, geradsa
por transformada de Fourier (=x)

(#) Parametros do modelo: I=60, E=3, xp=1, vy =2, zg= 4,
pi=10, 1 =4.

CORtDI‘I’IOS tI‘EIQEIdGB: 170;135;100)75550:25:15;10:5,0;"5,"10,"15-
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F

por transformada de Fourier

Figura 25 - Diferenga .entre os valores exato

E=3;

I=860,

2=4.

(x) Parametros de modelo
pi=10,
Contornos tragados

4,1,-1,-4

15,7
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Figura 26 - Diferenga entre os valores exatos de E, e os obtidos
por transformada de fourier - modelo Linha de Doublet (%)
Contornos tragados: 25,20,15,10.7.4,1,-1,-2,-3,-4,-7,
-10,-15,-20,-25,-30.
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Figura 27 - Modelo Linha de Doublet - Valores exatos do potencial.
Contornos tragados: -500,-400,-300,-200,-150,-100,-70 ,
"40;"203‘1030- [*J

(%) Parametros do modelo: I=60, E=3, Xp=l,  yg=2, zg= 4,
pi=10, 4£=4.
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1.3. Métodos Propostos para o Tratamento Quantitativq de SP.

As anomalias produzidas por polarizagao espontanea
s30 comparaveis as anomalias magnéticas originadrias de uma si
tuagac ideal em que haja apenas magnetizagao remanente. Por con

seguinte justifica-se a discussao abaixo sobre tratamento quan

titativo de dados magnéticos.

Helbig(1963), Bhattacharyall967), Lourengo(1972) su

geriram a utilizagao de integrais infinitas dos momentos das
componentes do campo magnetico, na interpretacao de anomalias
magneticas. Assim se x,y,z sao as coordenadas de posicaa do

ponto de medida € Hx, Hy e Hz respectivamente as componentes
horizontais e vertical do campo magnético total, & possivel, ad
mitindo-se uma magnetizagac homogenea do corpo causador da ano

malia, determinar-se o0s parametros do vetor magnetizagaoc: incli

nagao I, declinacdo D e intensidade My por meio das equagoes
abaixo
oo o
Il x Hx dx dy = ff y Hy dx dy = -2ayM7T
- 00 -

[ x Hz dx dy = -2maM; (1.25)
-0
JJ y Hz dx dy = -2mBMy
onde My & obtido por
Fr = Jrf m. dr (1.26)

> - . - ‘
em que m e o momento de magnetizagao e dtv o0 elemento de vo
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lume. o, B B y s8c os cossenos diretores do vetor magnetizagao

o = ecos I. caoas D
B = cos I. sen D ) (1.27)
vy = sen D

A utilizagado das equagdes (1.25) permite a obtengao
da inclinagao, declinagdo e intensidade de magnetizagdo do corpo
causador da anomalia sem s8r necessario pressupor nenhum modelo.
As informagObes procuradas sao obtidas a partir dos valares das
componentes magnéticas do campoc anomalo, conhecidas sobre um pla

no horizontal.

Na pratica, entretanto, surge a dificuldade de a

integral ser calculada numa area finita. Lourencgo(1872) atinge

_as expressoOes [(1.28) abaixo, determinancdo numericamente as inte

grais (1.25), admitindo que a anomalia est3d totalmente contida
na area de trabalho, isto é, gue a anomalia se torna desprezivel

nas bordas da area. A integral numérica infinita reduz-se a:

WL JN
E E X me,n =/ - iﬁw Yo HYm,n = =27 v My
m=1 n=1 m=1 n=1
M N
$ j?‘ Xm Hzm.n = 21 o My (1.28)
P A— Lo
m=1 n=1
M N
> o VYnfZmn = -21 8 M
= n=1
em gue, sendo o espacamentoc sntre os pontos de medida regular

g unitario, M e N sao as dimensdes da area.
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Leaoc [(comunicacgao pessoall trabalhando na obtengao
dos parametros da magnetizagdoc de corpos gue produzem anomalias
magneticas, utiliza integrais finitas dos momentos das componen
tes do campo magnético. Naturalmente essa sistematica tem o in
coveniente de depender da escolha do modelo utilizado na inter
pretacan, mas por éutro lado possibilite obter um sistema de tan

tas eguacdes quanto forem as incbgnitas do problema.

Adotando-se os mesmos procedimentos no caso da pola
rizagao espontanea, ou seja, tratando guentitativamente os dados
por meio de integrais infinites e finitas das componentes e dos
momentos das compdnentes do campo elétrico, saoc deduzidas, no
capftulo seguinte, expressoes gue relacicnam essas integrais aos

parametros procurados.
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CAPITULO 2. APLICACAQO DE INTEGRAIS AS ANOMALIAS DE SP

2.1. Aplicagao das Integrais Infinitas dos Momentos das Componen

tes do campo eletrico as anomalias de SP.

2.1.1. Formulagao

Pode-se demonstrar que as integrais dos momentos das
componentes do campo eletrico de uma anomalia de petencial espon
tanso, quando calculadas em uma superficie infinita (apendice C)

SA0 expressas por

©o

oo
If x Ex dx dy = ff y Ey dx dy
Ead — oo

-27 Y PT

ff x Ez dx dy = -2 a P, } (2.1)

-0

Jf y Ez dx dy “2n B P,

onde o, 8 e Yy sao os cossenos diretores do vetor polarizagao

P;, este obtido por uma 1integral de volume, em que por hipGtese

0 corpo causador da anomalia ssta homegeneamente polarizado.

Uma analise das equagoes (2,1) mostra a grande van
tagem dessas expressdes nos metodos de interpretagédc, pois, sem
ser necessaric pressupor um modelo, atinge-se a uma relagao en
tre as componentes do campo elétrico e o vetor polarizagao. Des
se modo conhecidas essas componentes & possivel a determinagao

de inclinagdo, declinagdo e intensidade da polarizagao.
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Admitindo-se, que a anomalia & desprezivel fora de

uma a3rea M x N & levando-se em conta que os dados sao discretos.

as integrais (2.1) podem ser aproximadas pelas expressoes nume

ricas:

M N M N
Z Z Xm EXm,n = Z Z: VYn E¥m,n = -27 ¥ P71
( n=1

m=1 n=1 m=1

M N
S 5 X EZ = =27 a P (2.2)
/ m m,n T
m=1 n=1 :
M N
E E Yn Ezm’n = -2m B Pt
m=1 n=]

onde admite-se que a origem do sistema de coordenadas esta loca

lizada no centro da area de trabalho.

Denominanda

Sxx =2§5 Zf: Xm Exm,n
m=1 n=1

M N
Sy¥=az % Yn E¥m,n , {2.3)

m=1 n=1
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47.
atinge-se que:
Sxx = Syy = =27 y Py = -27 sen I, P )
Sxz = -2w & PT = -27 cos I.cos D. Py (2.4)
Syz = -21 B Pr = -27 cos I.sen D. Py
consequentemente:
1
2 /2
(Sxx2 + Sxz? + Syz?) (2.5)
Py =
2
_ Sxx iZ.S}
I = arc sen 5;5; ’
D = arctg Y2 (2.7)
Sxz

2.1.2, Aplicagado ao Modelo Doublet

A vantagem des prescindir de um modelo de interpretacgao
e a extrema simplicidade das equagdes sugerem a aplicagao das
integrais infinitas dos momentoé a anomalias de SP. Para se
usar gssa metodologia & necessario conhecer a distribuicdo do po
tencial produzido por fenomeno de polarizagado espontanea, de mo

do 8 se obter as componentes. 0 processoc esta resumido no esque

ma abaixo

obtengdo 3 Ex —af
av dos

integroais
> EY —— infinitos > 1, D, Pr

componentes > Ez dos momentos
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Com o intuito de simular os dados de campo foi utiliza
do o modelo doublet por ser o mais simples. O0s valores do poten
cial e das componentes foram gerados por meio das equagoes pré
prias do modelo, expressoes (1.15) e (1.16) e usados como dados
de entrada para o cadlculo da diregado e intensidade do vetor pola
rizagdo. Assim tornou-se possfvel testar a precisdo da resposta
obtida comparando-se bs resultados aos dados exatos, utilizados

para gerar a anomalia.

A anomalia tedrica foi construida atribuindo-se valores

aos sete paréﬁetros gue caracterizam o doublet: coordenadas do
polo negativo xXg, Yyg, Zgs distancia entre os polos L inclina
gdo I; declinagao D e intensidade de polarizagao Pp. A partir
desses valores calculou-se eﬁ cada ponto de uma rede guadrada

de 32x32, o potencial e as componentes do campo elétrico. Todos
os resultados epresentados foram obtidos por programas executa
dos num computador IBM 1130. As listagahs desses mesmos progra

mas se encontram no apendice D.

0 emprego das integrais infinitas dos momentos fol tes
tado para diversbs doublets localizados em diferentes posigaes .
Alguns dos resultados foram organizados em gquadros de modo a fga
cilitar a analise dos mesmos. 0 quadro 1 refere-se a doublets de
inclinagao e declinagado respectivamente de 75° e 0° enguanto que
a intensidade de polarizagao & de 4.775. 0 cbjetivo fol verifi
car a influencia das coordenadas Xg, Yyg € 2g na determinagao das
varidveis procuradaéQ'Deve—se observar que para o calculo dos
momentos foi tomada uma grade com numero impar de pontos em ambes

as diregoes, conforme exige a simetria dos limites de integragao.
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QUADRO 1: Diregdo e intensidade do vetor polarizagao determina
das em uma area de 31x31,
Valores exatos: I1=75%; _ 0=0¢ Pr=4,775
Xg » Vs zg I D Pt
6,0 2 71,81 0,01 0,24
2,0 62,40 0,00 0,29
0,2 71,21 0,01 0,16
~-2,0 85,74 0.05 0,18
g,-2 72,12 0,01 0,37
- 0,0 4 74,11 0,00 0,29
2,0 69,89 0,00 0,32
0,2 73,62 0,01 0,20
-2,0 78,58 0,01 0,24
0,-2 74,72 0,01 0,43

No casao mais geral a anomalia nao deve apresentar sime
tria em relagao aos eixos coordenados. Por este motivo foi estu
dado o doublet.de inclinagdo 607, declinagdo 30°, distancia en
tre os polos 6; polarizagao 4.775 g profundidade do polo negati
vo 4. 0Os dados relativos a este exemplo estao contidos no guadro

2-
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QUADRDO 2: Dirseg¢ado e intensidade do vetor polarizaegédoc determina

das em uma &rea de 31x31.

Valores Exatos I = 60° D = 30 Pr = 4.775
Xg» Ygr Zg I D Pt
0,0,4 ' 69,54 30,12 2,24
2,0,4 78,70 73,50 2,24
0,2,4 72,05 12,43 2,21

-2,0,4 56,39 18,23 2,28
0,2,4 61,27 53,24 2,36
2,2,4 | 85.04 58,78 2,21
-2,2,4 57,86 6.51 2,26
-2,2,4 51,29 37.10 2,40
2,2,4 67,16 82,51 2,36

0 QUADRO 3 refere-se a grades de diversas dimensoes
em gque os doublets usados nos testes diferem apenas nas coordena
das horizontais do pelo negativo, a saber (0.0) e (-2,-2]. Os
demais paradmetros s30 os mesmos: a profundidade do palo negativo
¢ de 4 unidade§, gnquanto que a inclinagao, declinagao e intensi
dade do vetor polarizagao sao r85pect19amente 60°, 30" e 4,775
As integrais dos momentos foram cbtidas para uma grade de B5x865
pontos. Foram pesquisados os parametros do vetor polarizagao pa

ra malhas guadradas de diferentes dimensoes, para se estudar a

influéncia de arss de trabalho na determinagado da polarizag3do.
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QUADRO 3: Direcgao e intensidade do vetor pelarizacao.
Valores exatos: I = 60° D= 30°¢ Pr = 4.775
Xgs Yss» Zg| Dimensoes . T D Pr
0,0,4 65x65 64411 30,02 3,45
31x31 69,54 30,12 2,24
25x25 71,87 30,18 1,80
21x21 73,93 30,24 1,45
17x17 76,47 30,29 1,04
13x13 79,74 30,31 0,62
9x3 . 82,52 30,25 0,24
~24244 65x65 56,65 33,43 3,54
31x31 51,28 37,10 2,38
25x%x25 48,41 38,44 1,87
21x21 45,49 38,52 1,62
17x17 41,21 40,71 1,20
13x13 34,34 41,89 0,73
9x8 26,45 42,886 0,27
Os quadros 1,2 e 3 dizem respeito & influencia
da profundidade da ppsiqéa do dqublet e da largura da area de

trabalho no cdlculo da inclinagdo, declinagdoc e intensidade  do

vetor polarizagado. Os resultados sao discutidos a seguir.

De acordo com o Quadre 1 conclui-se que tanto melhor
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os valores obtidos para a inclinagaoc e declinagdo, guanto mais

profunda for a localizagao de doublet.

Em relacao a influéncia da posigdo do doublet, a de
clinaqéo obtida no Quadro 1 apresenta bons resultados em qual
quer posigdc Xg., Yyg- Isto no entanto se deve a simetria em re-
lagao a Dy apresentada pela componente E; do doublet wutilizado
nos testes, (Fig. 13). Uma vez que a declinagao € obtida pelo
quociente entre Syz e 35Xz, equagao (2.7}, e como para qualguer
doublet contido no plano XZ , Syz 6 nulo, naturalmente encontra
sg-a um valor nulo para a declinagao. Mesmo um deslocamento no
doublet paralelamente a Oy continua apresentando uma declina
gao praticaments nula pois o quociente Syz/Sxz mantém uma oOr

dem de grandeza de 107,

Quanto a inclinagdo apresentar erro menor que 5%
quando o doublet se desloca sobre Oy e erros maiores ao se des-
iocar sobre Ox, quadro 1, explica-se peloc fato ds ss ter deter-
minado esse parametro, utilizando-se O momento da componente EX
em relagdoc a x, equagdo (2.18). A componente Ex para ¢ doublet
de coordenadas de posigado (0,0,4) & aproximadamente simétrica
em relagaoc a Oy (Fig.9), conseduentemente um deslocamento segun
do este eixo praticamente nao altera o resultado. Caso fosse
utilizada a componente Ey, 08 deslocaméntos sobre 0Ox nép influ

enciariam significativamente no cdlculo da inclinagao.

Em relagdo ao guadro 2 os valores obtidos para a
inclinagao e declinégéo s80 melhores gquando o polo negativo se

encontra verticalmente abaixo da origem.

Finalmente um estudo do quadro 3 mostra gue ‘a medi
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da gque se aumenta a area usada para os calculos, tanto melhores
os resultados, inclusive para a intensidade de polarizagado,Isto
era de se esperar pois quanto maior a area, mais a integral cal
culada numericamente (2.2) se aproxima dos resultados analiticos

obtidos para integrais infinitas (2.1).

0 modelo doublet elétrico nas apresentou resultados
comparaveis ao dipola magnetico usado por Lourenge (1972), pelo
fato de que nao apressenta centro de simetria em relagdo ao pla
no herizontal de medida. Para essa metodologia de interpretagao,
situagOes em que O cenﬁro de simetria esta localizado abaixo

da origem fornecem os melhores resultados.

Em resumo conclui-se gque a aplicagao das integrais

infinitas dos momentos das componentes do campo eletrico, a in

—

terpretacaoc de anomalias de potencial espontaneo, de modo que
os resultados sejam aceitaveis, depende, fundamentalmente, de
se localizar a origem acima do corpo causador da anomalia e

de serem adequadas as dimensOes da area de trabalho utilizada

para os calculos.

Uma vez que as restrigoes acima.limitam c emprego da
metodologia mesmo ao mais simples dos modelos de potencial es
pontanso, fque @ o doublet, nao foram sfetuados estudos seme lhan
tes com modelos mais complcxcs. A0 invés disto procurou-se veri

ficar a eflcacia da utilizagdo de integrais finitas, o gue e

feito no item seguinte.
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2.2. Aplicagao das_Integrais finitas dos momentos do potencial

e das componentes do campo sletrico as anomalias de SP.

Como foi visto na segao anterior o método de inter
pretagao utilizando as integrais infinitas dos momentos nao a

presentou, na maioria das vezes, resultados satisfatorios. Assim

recofreu-se as integrais finitas dos momentos das componentes.

2.2.1. TFormulagao

0 metodo aqui apresentado para a interpretagac de
anomalias de potencial espontaneoc pode ser dividido em tres

etapas:
12 Etapa: obtengao das componentes do campo elétrico.

a - - . -
2. Etapa: obtengao das n fungoes gque relacionam as n incog

nitas.

a - o S
3. Etapa: resolugac do sistema de n equagoes e n incognitas.

operucoss para obten¢do dos resoiugdo dos
AV ~—3X o cdiculo dgs —-——————* sistemo de S incognitas
componenies n fungdes squagdes

1? Etape: Obténqéo das componentes do campo elétrico.

A primeira etapa ja& foi desenvolvida e discutida no
capftulo 1. Como foi dito entdo, uma vez obtidos os valores pa
ra o potencial, as componentes do campo eletrico podem ser

gncontradas tanto & partir dos dados de campo gquento por. trans
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formadas de Fouriler.

22 Etapa: Obtencao das n fungdes que relacionam as n incog

nitas.

A segunda etapa depende fundamentalmente de modelo es
colhido. Na interpretagao de anomalias de potencial espontaneo
resolveu-se utilizar qlém das componentes do campo, como feito
no caso magneético, também o potencial, uma vez que este e 0

dado originalmente medido nos trabalhos praticos.

Sendo o potencial e as componentes do campo eletrico

dependentes dos parametros procurados, as integrais de v, Ex,

Ey e Ez bem como de seus mcmcrntss em relagdo a x e y sao fun

g0es daqueles parametros. Desse modo sdc obtidas facilmente ex

pressbes relacionadas as incognitas procuradas e cuja forma ge

ral € indicada por:

X y \
Fr = J 7 T dxdy | (2.8)
Fo= 2 & T dxdy (2.9)
e L |

Nas eqguagoes (2.8) e (2.9} T representa uma das fun
coes V,Ex,Ey ou Ez engusiiis Gue & ~simboliza as coordenadas
de posigao x ou vy.

Na pratica'as integrais (2.8) e (2.9} sao calculadas

numericamente através de somatdrios, portanto o que se obtem

sao expressoes do tipo
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mM/2 N/2
= EE EE 2.1
ST - { 0)
j=-M/2 k=-N/2
M/2 N/2
Snt = E éz nT(j, k) {2.11)
j=-M/2 k=-N/2
em que fol considerado um espagamento uniforme e unitario en
tre os pontos de medida e T representa V, Ex, Ey ou Ez e n i

ou j. Dessa forma ha uma diferenga entre o valor real da inte

gral e o valor calculado por métodos numéricos expressa por

AFy = Fy = Sy 5 AFy = Fy, - Syy 5 AF, = Fyy = Syv (2.12)
AFy = Fy = Sy 5 AOFs = Fyy =~ S, 3 AFg = Fyx ~ Syx (2.13)
AF7 = Fy - Sy 5 AFg = Fyy - Sxy 5 AFg = Fyy - Sy (2.14)
BF10= Fz = Sy 5 BF11= Fyp = Sy, , AOFy2= Fyz - Sy, (2.15)
gue nada mais saoc que o erro absoluto da avaliagao numérica

das fungoes.

Nos trabalhos de campo as medidas do potencial siao
sempre relativas a um determinado ponto base, consequentemente
os valores obtidos em cada ponto diferem do valor real por
uma constante Vi, dificilmente determinada com exatiddo. Por
este motivo nao deve ser usada em trabalhos praticos a'integral
numerice do potencial na 3rea de interesse. Entretanto & vali
da a utilizagao dos momentos do potencial, desde que seja tomado

um numerc impar de pontos em Ox e Oy de forma tal que a origem,
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ponto (0,0}, esteja localizada precisaments no centro da malha.

Assim

Vreal N Vmedido * Vo {2.18)

e a integral do momento em relagao a x:

¥

x
<
x
<l

X Vreal dxdy = X

- ...y -X -y .‘

X
VmedidodXdy + Vg { - x dxdy (2.17)
X

Ty

o Gltimo termo do segundo membro & nulo pois a fungao a ser in
tegrada & impar e os limites de integragac sao simétricos. Da
mesma forma a integral do momento do potencial em relacaoc a ¥

€ independente da constante V.

a - - -
3. Etapa: Resolugao do sistema de n eguagoes e n incognitas.

Tanto para o modelo doublet gquanto para a linha de
doublet usados neste trabalho, o numero de variaveis ¢ 7, por
tanto sdo necessarias pelo menos 7 equagodes para a determinagao

dessas incognitas.

-

0 método de resoclugaoc do sistema de equagdes & ba
seado no trabalho de Nelder e Mead (1964), didaticamente tratea
do por Himmelblau (1870}. Consiste em minimizar uma fungao de
n variaveis. Para tpl € construfido um poliedroc de n+l verti
ces ho espago das n incdgnitas. A fungao €& estudada em cada
vértice e o ponto gue apresentar o maximo valor é substitufdo.

por outro correspondents a um menor valor da fungado, encontrado




.58,

por processos de reflex&o, expansac e contragac em relacao ao cen

troide do poliedro ou ainds por uma redugao total do poliedro.

A procura do vértice de menor valor da fungae con
tinua ate que para um poliedro suficientemente pequeno a dife
renga entre o valor da fungdo no centraide e em cada vertice
58ja menor que uma tolerancia, determinada a priori, de acordo
com a precisao exigida no problema. As coordenadas do pento

correspondente ao valor minimo da fungao sdo as solucoes procura

das. 0 sistema estd resumido no fluxograma apresentado no apen

dice D.

A fungao cobjetivo a ser minimizada na resolugao do
sistema de equagoes & dada pela soma dos quadrados dos erros

absolutos entre as integrais exatas e as numeéricas, gquacoes

(2.12) a (2.15), ou seja:

n

- 2.18)
SOM = E (AFi) (

i=1
Entrutanto de modo a atribuir a mesma importancia

a AFi de ordens de grandeza diferentes, recorreu-se a um fator

ponderante wi. Assim preferiu-ée utilizar o parametro dado pela

equagao abaixo.
n 2
o= 121 E&Fi . wd (2.13)

onde Wi. nos testes efetuados expressou-se por

W s e (2.20)
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sendo C um valor constante e Sy o0 somatorio relative aguele
AF3 particular. Naturalmente que para expressar o peso por

(2,20) €& necessarioc que Sj seja diferente de zero.

Quando ¢ atingir o minimo conveniente, conforme
a precisao estipulada, significa que foram encontradas solugQes
cujos valores reproduzem satisfatoriamente os valores anomalos

observados.

2.2.2. Aplicacac aoc Modelos Doublet.

Como ja foi dito a utilizagao das integrais fini
tas dos momentos depende do modelo a ser utilizado, uma vez que
as fungdes que relacionam esses momentos as incognitas do pro

blema saoc especificas para cada caso.

0 doublet elétrico @ o modelo adequado a situacao
8m gue O corpo causador da ammalia tem a forma alcngada grossei
ramente se assemelhando a um cilindro. 0 poleo negativo corres
ponde ao ponto onde o corpo reage entregando eletrons ao meio
circundante, enquanto que o poleo positivo representa o local on
de o corpo esta recebendo elétrons da vizinhanga. A distancia

entre esses dois pontos determina a extensao do doublet.

Para este modelo, conforme discutido no apendice A
sete sao os parémetrqs que o determinam completamente: inclina
gao I, declinagao D, coordenadas da posicac de polo negativo
{x3, ¥gs» Zg), @ distancia £ entre os polos e pi, que repre

senta o produto de p, resistividade média do meio onde se encon
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tra o doublet, pela corrente i produzida nos polos. Significa
entdo gue sao necessarias sete equagbes para se determinar o
corpo causador da anomalia, guando se admite que sle pode = ser

representado por este modelo.

Como anteriormente foi feito no item 2.1.2. simulou
se uma anomalia por meio de valores atribufidos aos parametros do
doublet. Assim foram ohtidos o potencial e as componentes do cam
po elétrico nos pontos de uma grade regular MxN e, posteriormen-
te, as integrais dos momentos dessas fungoes. A partir delas

efetuou-se o processo inverso, ou seja, utilizou-se as integrais

finitas dos momentos do potencial e das componentes de modo a
se obter os parametros do corpo causador da anomalia. A. preci
saoc das respostas obtidas pbde ser apreciada guando comparada

com 0os valores exatos.

Conhecidos o potencial e as componentes foi sfetua-
da a segunda etapa do método proposto que consiste em tomar um
certo nimero de fungtes, de modo a tornar possivel a resolugac
do sistema. Essas fungoes, generalizadas na forma das equagOes
{2.8) e (2.9) sao deduzidas no apéndice A. Usou-se um ndmero
maior de equagOes que incdgnitas para se tornar mais fécil a

convergencia do sistsma.

A Ultima etapa a ser executada para a determinacio
dos parametros caracterfsticos do corpo causador da anomalia, na
sistematica apresentada nesta secgao, & resolver o sistema de

equagoes.

Para a resolugaoc do mesmo a construgao do poliedro

de n+l1 vertices foi realizada atribuindo-se valores, denomina
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dos de aproximagOes iniciais, as coordenadas de um dos vértices.
Os demais pontos sao determinados por equagdes para construgao
de poliedros regulares, encontradas na geometria analftica; A
dimensado do lado do poliedro inicial, denominada passo na reso
lugao do sistema, variou de 0,5 a 20 nos testes executados. Nao
€ necessario pelo método de Nelder e Mead, método dos poliedros
flexiveis, que o poliédro inicial seja regular, entretanto, as
sim foi feito por comodidade. Uma vez calculados os valores ini
ciais das fungOes em cada vértice do poliedro inicia-se efetiva
mente a procﬁra dos parametros que determinam o doublet em
questao. Foram usados, respectivamente,os valores 1,2 & 0.5 pa
ra os coeficientes de reflexdo, expansao e contracgao de polig
dro, conforme sugerem Nelder e Mead. O sistema foi dado como re
solvido quando as dimensodes do poliedro atingiram o valor pre
viamente escolhido de 10-® e a soma dos‘qUadrados da diferencga

entre as fungdes e as integrais numéricas, equacao (2.19), o

~valor de 10-3. Esses valores foram denominados tolerancia

do poliedro e tolerancia da fungao.

Nos testes apresentados foi usado o valor 10 para

a constante, numerador do peso Wy, da equagao (2.20).

0 tempo gasto na resoclugao do sistema, variou de
cerca de meia hera a duas horas no computador IBM 1130, o que
traduzido em nimerc de iteragOes corresponde em média a 13 itera

¢bes/segundo.

0 quadro 4 na pagina 85 , sintetiza alguns dos re

sultados obtidos para os parametros do doublet, cujos valores

exatos estdo indicados na linha apropriada. As coordenadas em

L
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pregadas em todos os casos, foram geradas em uma grade de
32x32 pontos. Desta grade foram tomadas as areas de 31x31 .

25x25, 21x21, conservando-se a origem sempre na mesma posicao.
0 objetivo foi verificar a influencia da dimensdoc da malha nos
calculos dos momentos. As aproximagdes iniciais aps parametros

do doublet variaram de teste para teste.

1

0 teste 1 foi executado com nove fungoes onde fo
ram utilizadas as integrais das trés'componentes e dos momen

tos dessas componentes. Do segundo teste ao sexto a componente

Ez e seus respectivos momentos foram substitufdos pelas fun
gbes, que utilizam o potencial. Os dois Gltimos testes foram
efetuados com oito fungOes: Fy, Fyaxs Fyx' Fy, Fxys Fyys Fxves
FyVl

Observando-se os testes 2, 3 9‘5 do quadro 4, veri
fica-se que os valores obtidos para os parametros do doublet
nao diferem muito entre sf quando a area € reduzida. Da mesma
forma comparando-se o teste 1 ao 2, encontra-se que os resultg
dos nao foram influenciados pelo conjunto de fungdes tomadas .
Alem disto a metodologia nao appésentou exigencias quanto a
localizagao da origem sobre o corpo causador da anomalia confor
me se pode comprovar pelos testes efetuados. De modo a‘ gvitar
um tempo indefinido de processamento procurou-se limitar o nGmE
ro maximo de iteragﬁes em 2500 . Para isto em torno das 1500
iteragoes, era verificado se o curso de resolugao do éistema
de equagoes mostrava uma tendancia clara 3 convergencia. Se tal

nao fosse o caso O processo sra suspenso € um novo teste tinha

lugar com diferentes aproximagoes iniciais.
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Em dols testes com o modelo doublet ocorreu que
apos 1500 iteragdes © nao havié atingido sequer o valor de
107!, estando os parametros do doublet muito afastados dos valg
res exatos. Nestas circunstancias foram intsrrampidos os teétes e

com novas aproximacgoes iniciais reiniciade o processo.

Os resultados apresentados no guadro 4 se situam,
na maioria dos casos dentro de um erro de 5%. As maiores varia
gbes ss encontram nos parametros pi e £. No entanto € interes
sante observar que o valor encontrado para a intensidade de pola
rizagao resultante do broduto entre eles € dada pela expressao

pi

p == £

conforme a equagao(C.30) do apendice C € aproximadamente o mesmo

em todos o0s casos.

Na Gltima linha do quadro estac indicados as médias
aritméticas dos valores obtidos nos diferentes testes para cada
parametro. A observagac das mesmas mostra que o erro maximo € da
ordem de 1,5% constituindo assim, os valores medios, uma solugao

para o sistema de equacOes, dentro da precisac requerida.

De modo a acompanhar o curso da resolugac do siste
ma de equagbdes foi tragado em grafico o.erro relativo de cada
coordenada do vetor incdgnita, Nesses gréficos o eixo das ordena
das refere-se aos erros percentuais plotados de cincp em. cinco
iteragdes esnquanto gque o das abcissas as iteragdes executadas.Pa
re dar um carater mais suave as curvas obtidas foi tomada'para ca
da parametro a média movel de cinco.pontos entre os valores en

contrados. Os graficos dos testes 3, 4, 5 e 6 estac representa
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Figura 28 - Grafico do processo de convefgéncia do teste 3,Quadro 4.
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Figura 29 - Grafico do processo de convergéncia do teste 4,Quadro 4.
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dos, a titulo de ilustragao, respectivamente nas figuras 28, 29,

30 e 31.

Uma vez verificado gue a metodologis apresenta re
sultados excelentes quando saoc utilizados o potencial e as compo
nentes exatas do campo eletrico a passo seguinte & verificar o
comportamento dessa metodologia aoc se empregar componentes obti

das por transformadas de Fourier.
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Em principio 8 facultativo tomar qualquer conjunto

de sete fungoes entre as doze disponiveis, conforme equagoes
(2.8) e (2.9). Entretanto essas fungdes apresentam certas carac
ter{sticas so serem utilizadas no calculc dos momentos, e que

serao discutidas a seguir.

Em relagao as cohpanantes horizontais obtidas por
trans formadas de Fourier, observa-se,conforme fol mostrado na
segao 1.2.2,que elas se ajustam bem as componentes exatas, com
excegdo dos pontos localizados nas bordas da area empregada pa

ra os calculos, devido isto ao fenomeno de Gibbs.

0 quadro 5 na pagina 71 mostra o erroc relativo do
calculo numérico das integrais finitas dos momentos das compo -
nentes horizontais encontradas por transformadas de Fourier. As
componentes foram geradas em uma area de 32x32. Dessa grade fo
ram usados 31x31 pontos para o calculo dos momentos segundc as
expressoes (2.10) e (2.11), em seguida as mesmas operagodes fo
ram efetuadas para uma area menor onde se utiliiou 25x25 pontos.
Os resultados obtidos mostram que a diferencga entre as inte
grais dos momentos que utilizam componentes originadas de trans
formadas e que utilizam componentes exatas e de 5% a 10% para
a primeira malha. Entretanto essas diferengas sao da ordem de
0,5% guando se reduz a area a 25x25 pontos. 0 fato de o padrao
de erros ser éproximadamente simgtrico em relagao aos eixos
coordenados com sequencia de isolinhas de sinais alternédos,Fig
14 ¢ 15, contribui de modo a ndo haver grandes diferengas entre
os calculos dos momentos executados com componentes horizontais

gexatas e agueles efetuados cam componentes obtidas por transfor

L
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madas de Fourier, se forem eliminadas as bordas da area. Assim

e

Ex e Ey geradas por processos de filtragem sao validas em 80
da arsa utilizada para a .obtengdo dessas componentes. Portanto
se a area de trabalho é reduzids de 20% € indiferente tomar com

ponentes geradas analiticamente ou por transformadas.

Por sua vez os c8lculos dos moementos efetuades com
a componente vertical gerada por transformada de Fourier nao se
ajustaram aos valores exatos conforme se pode observar pelo
quadro 6 na pagina 72 . Este mostra o erro relativo dos momen
tos da compoﬁente vertical, obtidos por (2.10) e (2.11), para
doublets localizadas em tres posigoes diferentes. As componen
tes foram geradas numa area de 32x32 pontos. Sem se deslo¢ar e
origem, os momentos foram_calculados usando-se 31x31, 17x17

e 9x3 pontos da malha original.

Verifica~se gue para essa componente e necessario
uma redugac de cerca de 2/3 nas dimensdes da area usada para os
calculos dos momentos, de modo a tornar as diferengas da ordem
de 1%,o_que fol atingido com uma grade muito maior para as
componentes horizontais. Para isto contribui o fato de os erros
das componentes verticais obtidas por transformadas apresenta
rem uma distribuigdo assimétrica e sem regites alternadas de

méximos s minimos em relagao aos valores exatos.

Para contornar o problema da utilizacaoc da componen
te vertical, que na pratica e necessariamente obtida por pro

cessos de filtragem, foram usadas as integrais dos momentos do

potencial.

Em vista das consideragoOes acima foram utilizadas as
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QUADRDO 5: Erro relativo dos momentos das companentes horizon
tais geradas por trensformadas de Fourier.
Parametros do doublet teste: I=60%, D=30°9, pi=1i0 ,
£=8.

DIMENSOES - INTEGRAIS NUMERICAS ERRD

XgsV¥gsrZg DA MOMENTOS RELATTVO

AREA COMP. EXATAS | COMP.TRANSFORM
Sy - 0,258 - 0,231 -10,73
Sxx - -13,167 -12,438 - 5,54
Syx - 0,165 - 0,148 -10,13
31x31
Sy - 0,148 - 0,132 -10,72
Sxy - 0,162 - 0,145 -10,12
Syy -12,843 ~-12,440 - 3,14
2,0,4
Sx - 0,267 - 0,268 0,28
Syx -10,757 -10,807 0,48
Syx - 0,156 ~ 0,157 0,21
25x%x25
Sy - 0,153 - 0,154 0,27
Sxy - 0,152 - 0,153 0,21
Syy ~10,470 -10,497 0,25
Sy - 0,365 ~ 0,327 -10,35
Sxx " ~15,408 ~14,400 - B,53
Syx - 0,048 - 0,042 - 9,85
J1x31 :
Sy - 0,173 - 0,155 -10,57
Sxy - 0,046 - 0,042 - 92,588
Syy -16, 164 -15,685 - 2,97
_ZJDJZ
Sx - 0,443 - 0,444 0,23
Sxx -13,229 -13,293 0,53
Syx - 0,047 - 0,048 8,18
25x25 -
Sy - 0,190 - 0,191 0,26
Sxy - 0,048 - 0,049 0,17
- Syy -14,116 -14,148 0,23
Sx - 0,33 - 0,30 ~10,40
Sxx -11,76 -10,83 -~ 7,93
Syx 0,28 0,25 - 9,57
31x31
Sy -~ 0,22 - 0,20 ~10,23
Sxy D,ZB 6,25 - 8;52
Syy' -11.75 -11,14 - 5,21

-2,-2,4 .

S« - 0,330 - 0,381 0,298

Sxx - 9,292 "‘9,34‘5 0,57

Syx 0,325 0,327 0,42
25x25

Sy - 0,276 - 0,277 0,33

Sxy 0,325 0,326 0,45

Syy - 8,285 - 9,318 0,33
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QUADRO 6 : Erro relativo dos momentos da componente vertical ge
rada por transformadas des Fourier.

Parametros de doublet teste: I=60°, D=30%, pi=10 ,

228-
DIMENSOES |. . INTEGRAIS NUMERICAS = ERRO
Xg »Y5s Zs DA MOMENTOS
AREA E; EXATA . | Eg FILTRADA | "ECATIVD
31x31 Sz 1 278,85 120,59 -80,6
Sxz - 4 249,71 - 8 045,40 89,3
Syz. - 2485,10 | - 4 663,79 89,2
17%x17 Sz 1 601,89 1 376,29 -14,1
0.,0,4 Sxz - 1 327,43 - 1 413,68 8,5
Syz - 775,47 824,398 6,4
9x9 Sz 1 198,38 1 145,20 - 4,4
SXZ - 171.81 - 178,27 2.7
Syz | - 100,06 | - 102,74 2,6
31x31 S, 1 387,27 91,14 -33,4
Sxz - 9 505,50 | -14 954,36 57,3
Syz - 3 286,13 - 5 781,83 77,0
17x17 S, 2 025,54 1 774,55 -12,4
0.2 Sxz -7 182,21 | - 7 319,44 1,9
' 5yz - 1 344,42 - 1 403,15 4,3
9x9 Sz 1 853,58 1 894,25 - 3,0
Sxz - 3 706,40 | - 3 713,88 0,20
Syz - 237,09 | - 240,27 1,3
31x31 S, 1,22 0,05 ~95,98
Sz - 7,52 | - 12,31 63,72
Syz - 568 |- 8,88 56,39
17x17 Sz 1,43 1,21 -15,33
~-2,2,4 Sxz - 4,33 - 4,44 2,48
Syz - 3,73 |- 3,80 1,90
9x9 S, 0,87 0,81 - 6,87
sz - 1,18 - lplg 0318
Syz - 1,103 | - 1,102 - 0,08
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seguintes fungoes nas operagoes de determinacado dos parametros
do doublet: Fuys va: Fyv: Fxs sFxxs Fy}(: Fys ny: Fyy: respec
tivamente dadas pelas equagoes: (A,9), (A,13), (A,15}, (A,18},

(A,23), (A,27), (A,31), (A,34), (A,3B6).
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0 quadro 7 mostra os valores obtidos para os parémg

tros do modelo quando sdo tomadas as componentes horizontais
geradas por transformadas de Fourier. As observagoes feitas
anteriormente para o quadro 4 ;50 confirmadas: a redugao da
drea utilizada para os cdlculos ndo influenciou muito nos re
sultados; novamente os parametros que mais se afastaram dos

valores exatos foram pi e £ embora o'produto pi e £ se manti
vesse aproximadamente o mesmo em todos os testes. O guinto
teste foi efetuado utilizando-se apenas oito fungoes, Fy
dada pela expressao {(A.9) do apendice A foi suprimida. Os de

mais utilizaram nove fungoes.

Comparando-se o terceirc e o sexto testes do quadro 4
com, raspectivamente, os.testes 1 e 4 do quadro 7 verifica- se
que embora a precisdo dos resultadoé quando sao utilizadas
transformadas de Fourier seja inferior .a obtida se sao toma
das as componentes exatas, a diferenga entre elas ndao chega a

ser significativa.

Novamente ocorreu que em alguns testes a convergencia
do sistema se fazia demorar tendo sido efetuadas cerca de 1500
iteracOes sem que os valores dﬁs parametros mostrassem tenden
cla clara de se aproximar dos valores exatos. Como anteriormen
te em tal situagao foil suspenso o processo e iniciado outro

tests com novas aproximagodes iniciais.

Da mesma forma que para os testes com componenﬁes exa
tas foram tracados éréficos gue indicém o curso da resclucao
do sistema de equagoes. Os graficos das figuras 32 e 33 5a0

relativos respectivamente aos testes 3 e 5 do quadro 7.
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Na Gltima linha do quadre 7 sao apresentadas as
médias aritméticas para cada parametro, calculadas a partir
dos resultados obtidos nos difefentes testes. Os valores encon
trados para essa média apresentam erro menor que 5% podendo ser
usados como uma solugdo adequada a dsferminaqéo dos parametros

do corpo causador da anomalia.

2.2.3. Aplicacao ao Modelo Linha de Doublet.

Muitas vezes o corpo causador da anomalia tem exten
sag lateral aprecidvel e nao se ajusta a representagao pélo
modelo doublet. Quando uma das dimensoes horizontais € despre
z{vel em comparagdo com as demais, o corpo pode ser geometrica
mente esguematizado por uma placa. Nesse casoc em termos de po
tencial espontaneoc € mais adequada a utilizagdo do modelo 11
nha de doublet. As expressoes para este modeloc sas deduzidas

no apendice B.

A linha de doublet discutida nesse apendice foi
construfda paralelamente a um dos eixos coordenados. Assim
conhecido o strike da linha, que corresponde ao da placa, res
tam, entao, sets parametros para determinar completamente ests
modelo. Esses parametros sdo: angulo de mergulho I, extensao
horizontal da linha 2E, coordenadas dé ponto medio da linha

de poles negativos: Xy, ys» Zg, 0 produto pi e a distancia en

tre os polos positivos e negativos: L.

Sendo sete as incognitas serdo necessarias pelo me

nos sete equagées para ser possivel resolver o sistema. Nos
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testes foram empregadas oito a nove fungodes.

Mais uma vez fol necessdrio gerar anomalias a par
tir de valores atribuidos aos parametros do modelo. As integrais
dos momentos do potencial e das componentes do campo elétrico
calculados ponto a ponto serviram como dadas de entrada para a
determinagaoc dos barémetros da linha de doublet, e desse modo

a precisao dos resultadas pode ser avaliada.

Da mesma forma que no item anterior a metodologia
foi primeiramente testada usando-se as componentes exatas. Os
resultados estao apresentados no quadro 8 da pagina 79. Em todos
0s testes usou-se 31x31 pontos para as dimensdes da malha.

Na resolugao do sistema de equagdes manteve-se res

3

- -6 ’ - ~
pectivamente 10 e 10 para a tolerancia da funcao e a tole

réncia do poliedro. Os coeficlentes de reflexao, expansdo e con
tragao do poliedro assumiram os mesmos valores de 1, 2 e 0,5 usa
dos anteriormente. A fungdo a ser minimizada foi também ponde
rada pelo fator Wi calculado segundo (2.20), & constante C
foi atribufdo o valor 10, Os testes 1, 2 e 3 executados com as
seguintes fungoes: Fv, Fy,, Fyvr Fys F F F

Fxys F

xx’ yx’ yl xyl yy ’
respectivamente dadas pelas equacées (B.139), (B.24), (B.25) s
(B.28), (B.31), (B.33), (B.35), (B.37), (B.40), deduzidas no

apéndice B. Para o teste 4 nao fol utilizada Fy-

Tendo em vista que as fungdes empregadas na linha
de doublet sao mais extensas, axigindo um nimero maior de -operg
¢0es qus o modelo doublet, dispendesu-se mais tempo nos calculos

para a resolugao do sistema de equagoes. No computador IBM 1130,
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onde foram executadecs os programas, levou-se cerca de duas a
guatro hores, o que traduzido em nimerc de iteragoes correspon

de a aproximadamente 8 iterag&es/segundo.

Os resultados gue spresentaram menor precisaoc foram
os obtidos para os parametros pi e £, como acarreu com o
doublet, e ainda E AUB apresenta a metade da dimensag da
linha de doublet. Entretanto a polarizagao, para o modelo ora
discutido e dada pela expressao abaixo, manteve-se aproximada

mente constante.

p -8l g oo
47

0s valores medios para cada parametro, calculados
a partir dos resultados de cada teste esfﬁo indicades na
Gltima linha do quadro. A observagdo dos mesmos mostra gue as
diferengas entre as médias e os valores exatos saoc no maximo
de 7,5%.

Os processos de cunveirgencia dos testes 2 e 3 eg
tao respectivémente representados nos graficos das figuras 34
e 35.

\.
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Figure 34 - Grafico do processo de convergencia do teste 2,Quadro 8.
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0 quadro 8 a seguir apresenta alguns dos resulta
dos encontrados quando 530 utilizadas as componentes determina-
das por transformada de Fourier. Em todos os testes os momentos
foram obtidos em uma grade de 25x25 pontos tendo sido as compo

nentes geradas em uma area de 32x32 pontos.

Novamente nao foram usadas as fungdes que contém Eg
0s testes 1 e 2 'forém executados com as nove fungoes restan
tes enguanto que para o terceiro e o quarto teste empregou- se
apenas oito, Fy foi suprimida. Com excessao das aproximagoes
iniciais os pérémetros relativos 3 execugao do sistema: toleran

cias, coeficientes de reflexao, expansao e contracae, foram os

mesmos das situagoes anteriores.

Oe acordo com os resultados os parametros de posi
¢ao do modelo: I, xg, Ygs Zg em geral foram obtidos com erros
menores que 5%. Os parametros que determinam a intensidade do
vetor polarizagao: pi, £ e E apresentaram comportamento mais
instavel em relagdc aos erros que variaram de 0,2% a cerca de

30%.

A 1linba inferior do quadroc 8 apresenfa os valores
medios dos resultados obtidos para cada parametro nos diversos
testes executados. Observa-se que as médias apresentam erros
menores que 4%, constituindo uma solugdo satisfatdria para 0

sistema de equacoes.

Os processos de convergencia dos testes 1 e 2 es
tdo representados nas figuras 36 e 37. E necessario ccrescentar
ainda que foi mais dificil a convergencia no caso co modelo

tratado nesta segac. O nimero de testes em que o, parametro
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Figura 3B - Grafico do processo de convergencia do teste 1,Quadro 9.
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Figura 37 - Grafico do processo de convergéncia do teste 2,Quadro 9.
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de decisao- expresso por (2.18), nao atingiu, dentro do nimero

de iteragdes estipulado, o valer de 1073 previamente estabe-
lecido, foi maior que para o modelo doublet. Todavia apgsar
dessa dificuldade os resultados obtidos para a linha de

doublet saoc muito bons, tanto trabalhando-se com as componentes

exatas quanto com as componentes geradas por transformada de

Fourier.
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2.3. Conclusces

Duas metodologias foram apresentadas neste trabalho
para a intsrpretagao quantitativa de anomalias de potencial .eg
pontaneo. A primeira utiliza as integrais infinitas dos momen -
tos das componentes do campo slétrico de modo a obter os parémg
tros do vetor de polarizagao do corpc causador da ahomalia. A
grande vantagem do método é prescindir de modelo de interpreta-
¢ao. Entretanto os resultados confidveis limitam-se a situagdes
particulares em que a 3rea de trabalho tem dimensdes suficiente
mente grandes para que a anomalie seja desprezivel além das bor
das e,ainda, que o centro de area, ou seja a origem do sistema
de coordenadas, esteja localizado sobre o corpo causador da ang
malia.

Por outro lado o emprego de infggrais finitas dos mg
mentos do potencial e das componentes, embora sujeito a modelos
de interpretagao, no que se refere & forma do corpo, apresentou
resultados muito bons guando se fez a escolha adequada da mesma
Por meio desta segunda metodologia & possfvel determinar-se di

mensOes, localizagao e inclinagao do corpo que produz a anomalia

A redugao nas dimensbes da area onde se localiza a
anomalia pouco influenciou nas respostas obtidas pela resolugao
do sistema de equagdes e o0s parametros foram determinados com a
proximadamente o mesmo grau ds preciséé para malhas de diferen-
tes tamanhos. Do pohfo de vista pratico isto € vantajoso - por

permitir a interpretagac de ancmalias de SP em areas peguenas.

De modo geral os valores obtidos para as variaveis

do modelo apresentaram pequena diferenga dos valores exatos, in
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dependentemente de terem sido usadas as componentes geradas ans
liticamente ou as obtidas por transformadas de Fourier. Este e
‘um resultado importante pols na realidade se dispoe apenas dos

dados do potencial, sendo necessario, portanto, a obtencgao das

componentes do campo elatrico.

No caso pratico a aplicagao da metodoiogia gque em
prega integrais finités deve segulr as etapas indicadas. A dis
tribuigao de potencial & obtida pelos dados de campo e, posteri-
ormente, em uma grade regular, sao calculadas as componentes bo
rizontais do éampo elétrico por processos de diferenga finitas
ou por transformadas de Fourier. De posse do potencial e das
componentes horizontais sao calculadas numericamenfe as inte
grais dos momentos dessas fungbes. Estes resultados, utilizados
no programa de resolugao do sistema de equqcaes, servem de pa
drac de comparagao para as fungdes construidas com os parame
tros do corpoc causador da anomalia, as quais dependem do modelo
empregado. Quando os valores dessas fungﬁes estao suficientemen-
te proximos das integrais calculadas numericamente, admite- se
que foi atingida a solugao procuréda. As proximagdes iniciais €
conveniente atribuir valores qué se acredite proximos dos valores
dos parametros do corpo de modo a facilitar a convergencia do gis
tema. Por fim & aconselhavel se tomar um certo nimero de aproxi-

magbes iniciais 8 se aceitar como solugdo a média dos resultados
encontrados para cada parametro, diminuindo desse modo as flutua-

gbes em torno dos valdres exatos.

A qualidade dos resultados obtidos juntamente com o
processamento automatico do metodo, apds ter sido escolhido o

modelo de forma adequada, faz do emprego das integrais finitas
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dos momentos de potencial e das componentes do cempo elétrico

produzido por polarizagao espontanea, um método facil e eficl

-

ente na interpretagao de anomalias de SP, fornecendo maior ni

mero de informagbes e de forma nmais precisa que os demais mg

todos empregados ate entao.
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FORMULARIO DE INTEGRAIS

Zn (R + u}

\.._—-—-—\
o ] JEY
Q.

c
it

—1—du= E-u—d-—-——-—-t—
R3 (v2+w2) R

ven(R+u)+uln(R+v)-w arctg w R

1

jyﬁ du dv
u

ﬂ-R- du dv

2 du dv = il arctg uy
R3 w wR

jj——”—- du dv = -£€n (R+v)
R3

2 | uv
— du dv =-v €n(R+u)-w arctg —

n

-15 { vR+(u2+w?2).ln(R+v)}

i

R3 wR

2V 4y dv = - R
R3

U.v

(F.1)

(F.2)

(F.3)

(F.4)

(F.5)

(F.6)

(F.7)

(F.8)

(F.8)




-

nui;ln(R+u) dudv =

XSU.Ln(R+u]dudv

+

dudv

SXV Ln(R+uldudv =

(v2+w2)R

S dudv
(v +w2}R
2
.——i\—l_—_—— dUdV =
(v2+w2)R

U

it

‘89.
u2-w? v
v £n(R+ul+ £n(R+v)+uw arctg "
-uw arctg W uv - vR (F;10]
wR 2
2 3
1 202+ Yo sw3)  En(R+u) +2L  Ln(R+v)
4 3 3
2 v . 2.W uv
2u“w arctg - 2wluy *3 Jarctg wR
)
2, _ UVR '
2utv - ) (F.11)
;

ul{v2+w?) R3  Ru? uv?

— £n{R+ul 5 + > . (F.12)
Y4 pn By, p (F.13)
2 R+u

1 .Juzln[R~u)—R2vln[R+uJ+uR} (F.14)
4

J
u2-w2 S p—
Zn(R+v)+w2ln ¥ ul+w
2
- uw arctg uv , ¥R {F.15)
w 2
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APENDICE A : Integrais Finitas das Anomalias de Potencial Es
pontaneo. Modelo Doublet,

Seja o doublet formado por uma fonte pontual
de corrente i, polo positivo, situado no ponto F e um sumi
douro ~i, polo negativo localizado em S, de modo tal que F
e § pertencem ao meio de resistividade p, conforme a fig.Al.
Nesse caso sao validas as expressoes.

L}

X, * €. cos |. cos D,
Yg = ¥, + R. cos |. sen D. {(A.1)

Ze =z + €. sen 1.

Pq

Fig. Al -~ Esquema de um doublet.

0s pontos S, e Fo, representam respectivamente
as projegoes de S e F no plano X0Y que corresponde a superfi
="

Iy

cie do solo. 0s vetor=s Ng © ﬁf representam as distancias PS

e EF, onde P & o ponto de observacao de coordenadas (x,y,2z)
-

Rel = C 0= xp)2 4 (y = yo)2 + (2 - 2()2 )1/2= R

f

N

( (x =~ x )%+ (y - v )2+ (2 - 2 )2 )1/2 R,
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De modo a condensar as equagoes apresentadas

a seguir,seréo usadas as notagoes abaixo:

Up = X = Xg 3 Vo =¥ = Yy 3 W =2 - 2z

. (A.2)
Ug = X T X3 Vo =Y Ty s W= 2 -z
portanto
= 2 2 2y1/2
Re = (ug? + ve2 + W Y/ }
1/2 (A.3)
R, = (u 2+ v_2 + w_2)
s s s s
A expressao do potencial sera dada por (1,2,12)
->
- B B |
v (:r ) = o (R, TR, ) (A.4)
e as componentes do campo eletrico por
-+ . U u
=eb f _ s
EX( r ) e 4 (Rf3 . RSB)
-+ oi VE Vg
lr) =5 R "7 (A.5)
Ty =el (L Ys
Ez( r) o= LT (ng TR )

Seja a area de trabalho de dimensoes 2A x 2B

Integrais Finitas do Potencial e dos Momentos do Potencial

A B 8
Fv = JJ V dxdy = Pt fj (.__L._ - ._..‘.....) dxdy (A.6)
: yw : R R
% 4 ate F s

por uma mudanga na variavel de integragao em que sao utiliza

das as expressoes de A.2?

Va Va

N3 g
F = £L ( L du, . dv. - 1 du_dv ) (r.7)
v 4% J J Rf f f j J R Ys [
A s
Uy vy
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onde

up = - (A + xg); u2=.A-xfw
ug = - (A + xs); uy = A - x_ | (A.8)
vi = - (B + yg)s v = B - vy,
V3=-(B+ys); v;.==B-'yS
.

sao os novos limites de integragao. As integrais de (A.7) ,
respectivamente denominadas Tv1 e Tv sao resolvidas segundo
2

(F.4) do formulario; assim:

- el -
Fv = o7 (T, Tvz) (A.9)
onde: U, .v Uy \va
T, =qv_ .In(Ro+u_}+u_.1n(R_+v_)-w,.arctg f f
v f° £ OfF T £ f £ "W R
: . ul ‘
(A.10)
Uy Ve |V,
TV2 =4Y%-In (R‘_;-l-u,s)+u$.ln(Rs-ws)-ws.arctg.w -
s J 'V vy

8 A B .
- = oL X . X
Fov J x V dxdy o {JJ(Rf Rs) dxdy} (A.11)

A 4B ~A =B

usando-se (A.2) para uma mudanga adequada na variavel de in

tegracao, escreve-se:

. “z'h 6 Y
F =£L £ du.dv. + x L du, . dv, -
XV 47 R f°7°f f° : R f° f
V‘f & f

o Y,
Uy ,Vy " TR - (A.12)
- -—s-du.dv-x —-ldu . dv
R s s s R 13 5
Uy Jvy s Vs s

e

e
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a primeira e a tercelra integral de (A.12) respectivamente

Txvl e Txv2 sao resolvidas de acordo cow (F.5) do formulario,

as demais ja foram deduzidas, assim:

= -9-—'— - -
Fxv oy ( Txvy TXVz tXe oo TVI xS.TVz ) (A.13)
onde T e T sao dadas em (A.10) e:
) Vi VZ ul V’.
=1 2 2
Txv1 =54 Ve RerlueZ + w.2). In (Rf+vf)} u by,
Txv2 =3 vs.Rs+(uS + oW, ). In (R +v ) LB v

Analogamente se obtem que

= 2L -
jj yV dxdy e {Tyvl Tyv2+ Y Tv ys.Tvz} (A.15)

\
onde . \ \ U, {Ve
i Iva
(A.16)
1 , U | Ve
T :--{u.R + (v2+ w?2), In(R +u)}
yv2 2 s's s s s ]
U3 vz
A

Integrais da Componente Ex e dos Momentos de Ey

JJ E dxdyc-e-— J J --—----—-) dxdy (A.17)
~A 7~B

usando (A.2) obtém-se

. Uy Ve uf ‘ Us LV, u
] S
w/v,  f s /¥ g

denominando as integrais do 2?2 membro de (A.18) respectivamen

te de Txl-e sz » e verificando que sao resolvidas por (F.7)

do formulario, tem-se

= -E-—i. ." - | '
Fe= 22 0T - 1) (A.19)
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( ) uz vy
T = - In (R, + v
“ { f f} 4y Ve (A.20)
{ ( )} “l*
T = - In (R + v -
X2 ) S S- e

A .8
jJ xExdxdy=B—jj
AP

usando~se (A.2) tém-se

‘ Uz Vg u 2 ulc 1/
pi f
F = — du dv + Xe dv -
XX LT f
U /v
“4 3 us2
- — du Ldv_ - x = du dv (A.22)
R 3 S S R 3 S
S Vs S

bz “vy (%

a primeira e a terceira integrais Txx e T sao resolvidas se
1 £

XX2
gundo (F.8) no formulario, consequentemente:

el - -
Fxx 4T (Txx1 Txxz * X Txl Xs sz ) (A.23)

onde Tx e T foram calculadas em {(A.20) e

1 X2
: Ug Ve U Ve
TXxl ={ve . In (Rf + uf) - We . are tg — y
: £ NF Y
(A.24)
u -VS Uq Vl,
T =4qv_ . In (R_+ u) - w . are tg 2
XX2 s s s s w .R
s''s Us | vy
A B
JJ y E_ dxdy =—- JJ )dxdy (A.25)
-3

usando (A.2) obtém-se

F =X du_.dv,. + . — du_.dv,. -
| )y R FO Y¢ J e S
1 Uy Vs f

ul, Vq u.v ] u‘ V’U (A.26)
- ' 2 du_.dv_ - y . ~=_ du_.dv
R 3 s s S R 3 s s
L Vg S S

U “Vs

"]




a primeira e a terceira integrais, respectivamente
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denomina

das T e T sao resolvidas segundo (F.9) do formulario ,
yx yX2

1
assim:
= Pl - ’ -
Fyx T (Tyx1 Tyxz T Yoo Txl L sz )
onde T e T sao obtidas de (A.20) e
X X2

H
1

l”a lv;
= R
Tyxs _ { f} ug lvy
Uy "V‘I
S
uz 1%

Integrais da Componente E e dos Momentos de E

j J dedy=£-~ JJ —-—*—;) dxdy

usando-se (A.2):

L e [ e

resolvendo (A.30) de modo andlogo a (A.18) obtém-se:

pi
F o =8L (7 .7
b u T ( Y1 Y2 )
onde:
{ U 1Y%
T = - In (R, + u_)
Y] f f } U1 1/
T L
T = - {In (R % u) } ‘o
Yo s s
Us | Vs
A B A B
. i ' XeVe XV
T = xEy dxdy= £ ( - } dxdy
xy LY R.3 R 3
A /-8 ‘A Lg f s

resolvendo-se (A,33) analogamente a (A¢25) obtem-se

T =20 (7 T e x T - x_.T
Xy — oy®m ( yxip o yxz f yyr s vz)

onde TYx1 e Tyxz s ao dadas por (A.28) e TYle Tyzpor

(A.

(A.

(A.

(A.

(A.

(A.

(A.

(A.

27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)

34

(A.32)



A
B oi A B YeVe Y.V,
yEydxdy="~— ( - ) dxd
Y
ym R. 3 R 3
_A 'B f S

-~-A B
é resolvido de modo analogo a (A.22)

T =81 (T - T  + Ye T, = v, T, )

Yy ) YY1 YY2 Y1 $ Y2
onde T e T sao dadas por (A.32) e:
ve va por (A.32)
uf-Vf Uz V&
T = uf.!n(Rf+v ) - We.arc tg
YY1 wf'Rf us L,
u_.v VTRV
T = dqu_.In(R +v_ ) - w_.arc tg
YY2 s s s s w .R
s s d3 Vy

tntegrais da Componente Ez e dos Momentos de Ez.

JjEzdxdy=-—— (j (——--—-—g)dxdy
L8

por meio de (A.2) obtém-se

i ey "y
F=2t We. — du,.dv, - w ——— duy_.dv
Z u4m f R.3 f f S R 3 S S
Uy / Vs f Uz /vy S

as integrais sao resolvidas segundo (F.6), assim:

- Bi -
F . ( We - TZl wo . TZZ )
onde : U v uy | vy
TZ1 --{-— arc tg ff }
We wf..Rf u vy,
u .v u‘ Vg

Tzz ={—-—-—l arc tg >S5 }
ws wS.RS gy tv

quanto aos momentos:

A .8 A _B -
: ; _ X.We x.w'5
= xEzdxdy = £~ ( - - ) dxdy
um R.3 R 3 :
f s
A =B la ~8 _
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(A.35)

(A.36)

(A.37)

(A.38)

(A.39)

(A.%0)

(A.41)

(A.42)
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apos uma mudanga adequada na variavel de integragao, por me
io de (A.2), escreve-se:

XZ LW

i .
F =21 wf.(Tx1+ xf.Tzl) - "s‘sz” xs.Tzz)} (A.43)

onde Txl e sz sdo dadas por (A.20) enquanto que Tzle Tzzpor

(A.h1)

' A B A B
; y-We YW,
F_ = | yEz dxdy = &1 ( - ) dxdy (A.4Y)
Yz N Lw R.3 R.3
A 7@ 8 f f

A 4

usando-se (A.2) para uma mudanga na variidvel de integracao a
resolugao de (A.44) & dada por:

= BL -
Fyz q“ {?f .(Tyl + yf.TZ1 ) ws.(Ty2+ ys.Tzz)}(A.QS)

emque T e T sdo calculadas em (A.32) e T. e T em
Y1 Y2 zZ1 22

(A.b1)
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APENDICE B : INTEGRAIS FINITAS DAS ANOMALIAS DE POTENCIAL ESPON

TANEO. MODELO LINHA DE DOUBLET.

Seja Fy; F, uma linha horizontal homogenea continua
de fontes de corrente elétrica da densidade i, paralela ao eixo
Ox, localizada a uma profundidade Z;, comprimento 2E e cujo pon
to medio tem coordenadas herizontais xm, y;. Seja ainda uma 11
nha homogégnea horizontal continua $; S, de sumidouros de corren
te, de densidade ~i, tambem paralela a 0Ox, localizada a uma pro
fundidade Zs,-de mesmas dimensoes que a linha de fontes e tendo
por coordenadas horizontais do ponto medio xm., y2. As fontes e
sumidouros estao afastados de uma dist3ancia £. Ambas as -~ linhas
estao imersas num meio homogeneo, isotropico de resistividade »p.
limitado superiormente por um semi-espacgo dielétricn, homogénen

e isotropico. As premissas acima estdo esquematizadas na figura

Bl.




- ]-0{} -

As linhas So e Fo desenhadas no plano xy, que re
presenta a superficie do solo, sao respectivamente as projecoes

horizontais das linhas $S; S, e Fj Fo. A figura geometrica de
vértices em Sy, 8,. F, e F, representa uma placa condutora incli

nada de um angulo I em relagao ao plano horizontal e em termos

de potencial espontaneo € representada por uma linha de doublet.

Os vetores E; 32 representados na figura Bl re

presentam respectivamente a distancia de um elemento da linha
de fontes ao ponto de observagao Po, localizado na superficie Zo

e de um elemento da linha de sumidouros ao mesmo ponto Po. Assim

™ 1, )
Ry~ [Rp] = ((x=£)2+ (y-yy)2+ (2-2;)2) 72
(B.1)
Ro=|Rol = ((x-£32+ (y-y, P+ (z-2,7 )]’/2
onde. de acordoc com a figura B2, gque representa o plano yz que
contém um elemento da linha de doublet:
vi = yp +*Lcos I
{Blz]

1

z1 zo +* £sen I

¥

H
g

t

e ¥ — —
1

e e e ¥ e

R

]
]
|
]

yd

d,

Fig. BZ2. Per¥fil da linha de doublet da figura Bl z.:gundo o pla
no yz.
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De modo a condensar as expressoes matematicas usadas a seguir, se

rao empregadas as seguintes variaveis

i

U= x - e; vy y - Y1 5wy =z - 24 (8.3)

i

\'%) Yy - ¥2 W2 = Z - Z2

As expressoes (B.1) sao entao escritas:

2.
Ry = (u? + vi + w% ]1/2
(B.4)
2 2 1
R2=(u2+v2+w2)/2
0 potencial e’ as componentes do campo elétrico do modelo linha

de doublet sac encontrades integrando-se, ao longo de uma 1linha,

as expressoes correspondentes para um doublet.

X2
VIT) =S V4 (T) de
X4
X9
) = Ei(..l_.-_}._
Vi) g (= Rz) de (B.5)
X1
mudando-se a variavel de integragdo de e para u na equacgao
{B.5) por meio de (B.3)
Uy
7 = 9..1.(_1___.!_)
vir) S an \ R’ R du
uz

onde u); 8 uz s&oc os novos limites de integragao e que de acor
do a figura Bl:
u; = X - Xi .. uy = x - (x_+ E}

{(B.7)
Uy = X =~ Xg .« . ug = x - Ixp - E)




=
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Usando-se a integral (F.1) do formulario o resultado de (B.6) é
V) = %:i- £n{Ry1+uy) - En(Ra3+uz)-£nlRyz+uy)+&n(Ryo%uy) (B.8)
onde
1
Rii1 = (u% + V% * w%)/z )
2 2 2 1
Roy = (up + vy + wp) 72
y \ (B.3)
2 2.
Rip = (u] *+ vy + wp) 2
2 2. Y,
Ros = (up + vo + wy)
X2
Ex (7)) = Exg (r) de
X1
. gnde Exd & a componente do doublet segundo o eixo Ox.
X2
7 - .e.i_( uo_ v ,
Ex (%) J = (3 E;g) de (B.10)
X1
mudando-se a variavel de integracao e usando-se (B.7)
Y1
-+ oid u u ‘
Ex (¥ = 2 (.- )du (B.11)
f AR RS
Uz

considerando-sg que o meio onde esta localizado o modelo e homogé
neo e isotropico e com o auxfilio da integral (F.3) do formulario

obtem-se

> pil 1 1 1 1
Ex(r) =-== - - + {B.12)
Ar [ R11 R21y Riz2 Ra2 }




)

Sendo
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Eyg a componente do doublet segundo @ diregao Oy, tem

58 para a componente Ey do modelo linha de doublet:

Xz > .
Ey(%) = J Ey 4(F) de
X1
X2
\ A\
Ey(r) = |- &L/ Y —3) de (B.13)
. 4m R} RS

mudando-se a variavel de integragac e usando-se (B.7) & (B.9)

tem-se:
i U3, Vy Uz, v, Uy, V2 Uz, Va2 .
Ey(?] - & 2 2 - 2 2. ) 2 2 * 22 2 .19
an [ (vi*w IRy, (vi*wilR,; (vy+w,)R,, (uy+w3IR,,
analogamente a integragao desenvolvida para a componente Ey

obtém-se para Ez:

W U u w .
Ez(F) = BL ~ 12 ( 1. 2 ) - 22 > ( ik S \} (8.15)
4 (vi+wi1) M R;; R (vz+w2) \ Ryq g

21 Ras -

Calculo das integrais finitas dos momentos do paotencial & das

componentes do campo eletrico do modelo linha de doublet, em

uma area 2A x 2B

Fv

[}

A B
S S V[;)dx dv =
-8B -B

B
_4.‘;; f j {aﬁn(Ri1+u1)-£n(R21+U2)-£n(R12+u1]+£n(R22+uz)} dxdy (B.18)
~A B8




I |
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Por uma mudanga adequada na variavel de integragao as quatro
integrais do segundo membro da equagac (B.16), respectivamente
denominades Tvi, Tvz, Tvs e Tvy, sdo resolvidas segundo a

expressao (F.10) do formulario de integrais, assim:

i )
Fv = %; ('Tvll - Tvay - Tvya + Tvzz) (B.17)

onde
2 2

" u, - w Vs:.R
Tvij =={Ui Vj Zn(Rij+ui]+ _§_2~_i -ZH(R1j+vj)~—i§—ii +

b d
v Us oV s i
* Uy Wy (arctg hA R arctg 2 J }- ujy Vj l f . (B.18)
' ay Cj
em que 1=1,2 ; j=1,2
em gue 0Ss novos limites de integracaoc sao:
_ 3
ay = -A - Xm * E H cy = -B -y,
By = A-xp+ E 3 dy = B -y |
(B.19)
az = -A - xqp - E : ce = -B - y2
b = A - %, - E H d2 = B - y2 J
A B
Fxv = J J x V{r) dx dy (B.20)
-A B

A expressac (B.20) por uma mudanga adequada na variavel de inte

gragao, tendo sido usadas as expressoes (B.7) e (B.8) produz
Fyv =-§%{[ﬁu1.£n[R;1+u1) + (xn~E) £n(Ryp+ui)) duy dvy -
~{ftuz-£n(Rarsur) - (xn*E) LRz +uz)) duz dvy -
~fftur tntRiz0uy) - O4grE) £n(Riz+ur)) duy dvz +

*j}(uz.£n(Rzz+uz] + (x,~E) £n(Rzz*UzD dus dva } (B.21)




105,

0 primeiro, terceito, quintb e seétimo termos do segundao membro,

respectivamente T s T , T e T se resoclvem segundo
XV, xv21 xv12 XVgyo 8.

a expressao (Fy;) do formuldrio, as demais ja foram resolvidas quan

do se deduziu Fv, assim:
F =-‘3-i—(TXV-TX - Txy * Txy, * m - E) (Ty =T, ) -
xv  4m 11 %1 XM XV, _ Vir V2

= Cxm o+ E) (Typy - T\,zzj) (B.22)

onde Ty, » Tyy,s Ty, e LEVP sép dadas por (B.18) e:

2
- 2,V 2 4 -
Txv:.LJ Y {Vj (2ui gt wj). #n(Rij +ug) o+ 3 1. l’.n(RiJWjJ
FERVEL 2 v 2 2,
i w U; V.
- —i~%—51 + 2u..w, arctg et 2w, {u,4 J arctg WlR_l -
i 7] w J i i
3 3 313
b d,
2 i J
T2y vy (8.23)
c,
1 J
em qgue:
i=1,2
J = 1,2




0

W‘_.’_..‘

0
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A B
Fyv = S y V dx dy (B.24)
~A ~-B
mudando a variavel de integragao, usando-se (B.7) e (B.9) o

resultado de (B.24) e:

Fyv =4%% ('Tyv1I—Tyv21-Tyv12+Tyv22+y1{TvlI-TVZI]-y2 (Tvlz-Tvzzi) {B.25)

onde Tvy; » Tvoy » Tvia e Tvaa sao dadas por (B.18) e:

T ~ ui[v§+w§ ) Zn(Ri+ue) - R31 . Rij u% _ui v?
Y3 = 7) . Jrut) - — 3 3

Ex dx dy {B.27)
B

substituindo-se em (B.27) Ex pelo seu valor obtido em (B.12) e

com o auxilio de (B.7), (B.8) e da formula (F.4) obtém-se que:
xS - -
Fx an (1&11 Tx12 Tx21 + szz) _ (B.28)

ande
by dy

Tij ={vj . £n(Rjj+uid+ui £n(Rij+vj)-wj arctg %ﬁ—%} 5 L (8.29)
1

i=1,2 e =12
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-3
S x Ex(r} dxdy (B.30)

Com as mesmas substituigoes utilizadas para resolver (B.27) e com

auxilio de (F.5) obtém-se para (B.30) que

Fxx = —-%% (:Txx11 - Txxgy = Txxpa+Txxpot{xm~E) (Txy1 =~ Txz1) -
- {xm*E) (Txy2 - Tngl} (B.31)

onde Txy1, Tx21, Txy2, Txzo sac obtidas por (B.28) e

by dy
1 2 2
Txxij * 5 { vy Rij + (ug +wjl. EnERij+vj]} L {B.32}
8 %1
i=1,2 e j=1,2
B
-
Fox - S y [ (1) dxdy (B.33)
-A -8

Rezplvendo-se (B.33) de modo analoge ao das expressoes anteriores

por meio de [(F.5) tem-se:

Fyx = - %% ( Tyx11-Tyx21-TyX12+TyXz2+V1 {Tx11~Tx21]-yszx12~Tx22}) {B.34)
agnde .
. by ,dj
2 z
Tyxiy = '% {:Ui Rij + (vj *wil. £n[R1j+ui]} i (B8.35)
ag loj
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A B
3>
Fy = X g Ey{r] dx dy (B.36)
-A -B
Substituindo-se em (B.35) Ey pelo seu valor obtido em (B.13) e

com o .auxilio de (B.7) e (B.9) e da integral (F.13) do formulario

atinge-se:

1 )
Fy = %; (Tyir - Tyz1 = Tyiz + Tyao) (B.37)
onde
1 Rij - ug P19
Tyij = [.,2.. « £n R—:i:jl_"’—-q + Rij} (B.38)
ay ‘e
em que i=1,2 e J = 1.2
A B
Fxy = g x Ey(T) dx dy (B.39)
..A -
Utilizando-se as mesmas substituigoes efetuadas no calculo de
(B.35) por meio de {F.14) obtém-se para (B.38) que:
Fxy = L2 (Txy “Txy_,~Txy. +Txy +{xm-E)(Ty_ _-Ty_ ) -
4w 11 21 12 22 11 12
-(xm+E)(Ty21—Ty22]] {B.4D)
onde Tyi1, Ty21» T2 8 Tya2 sao dados por (B.37) e
1 2 L 2 2 bi d
Txyiy =32 [ uj «£n(Ryj-upl+Ryy . Ln(Ryj+uy)+uy Rig - (B.41)
ay 'cj
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A B
Fyy = S S y Ey(T) dx dy (B.42)
A -B

Com resclugap anadloga a das expressoes anteriores obtem-se
, .
Fyy = %{; (Twz1‘TW21“TW12+TW22WI57911'T3f21]‘Y2fT12“Tyzz}) (B.43)
onde Ty11s TYi2. TV21s, Ty12 sap dadas por (B.38) e

2 2 .

(B8.44)

il
—
~
M

em gue i

G
1]
-
]
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