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RESUMO

Apresentamos a formulacao eletromagnética em geometria 2.5-D aplicada a mode-
lagem do marine controlled-source electromagnetic (mCSEM) através do método de
Diferencas Finitas. Utilizamos a separagao dos sinais primario e secundario para
evitar problemas de singularidade devido a caracteristica pontual da fonte eletro-
magnética, o dipolo elétrico. As componentes do campo eletromagnético sao deriva-
das dos resultados obtidos para os potenciais vetor magnético e escalar elétrico, cal-
culados em todo o dominio do problema, o qual deve ser completamente discretizado
para o uso do método de Diferencas Finitas. A limitacao imposta pelo uso de ma-
lhas estruturadas no delineamento das geometrias presentes nos modelos geoldgicos,
serviu como motivac¢ao para introduzirmos o uso de malhas nao-estruturadas em nos-
sos problemas. Essas malhas sao completamente adaptaveis aos modelos com que
trabalhamos, promovendo um delineamento suave de suas estruturas, e podendo
ser localmente refinadas apenas nas regides de interesse. Apresentamos também
o desenvolvimento do método RBF-DQ, que faz uso da técnica de aproximagao
de fungbes por meio de combinagoes lineares das funcgéoes de base radial (RBF) e
da técnica de quadraturas diferenciais (DQ) para a aproximagcao das derivadas de
nosso problema diferencial. Nossos resultados mostraram que o uso do método de
Diferencas Finitas com malhas-nao estruturadas pode ser aplicado nos problemas de
modelagem geofisica, promovendo uma melhoria na qualidade dos dados modelados
quando comparados com os resultados obtidos através das técnicas tradicionais de

Diferencas Finitas.

Palavras-Chave: Geofisica Aplicada. Métodos Eletromagnéticos. Diferencas Fini-

tas. Malha Nao-estruturada. mCSEM.



ABSTRACT

We present a 2.5D electromagnetic formulation for modelling of the marine controlled-
source electromagnetic (mCSEM) using a Finite Difference frequency domain (FDFD)
method. The formulation is in terms of secondary fields thus removing the source
point singularities. The components of the electromagnetic field are derived from
the solution of the magnetic vector potential and electric scalar potential, evaluated
in the entire problem domain that must be completely discretized for the use of
the FDFD. Finite difference methods result in large sparse matrix equations that
are efficiently solved by sparse matrix algebra preconditioned iterative methods. To
overcome limitations imposed by structured grids in the traditional FDFD method,
the new method is based upon unstructured grids allowing a better delineation of
the geometries. These meshes are completely adaptable to the models we work with,
promoting a smooth design of their structures, and may only be refined locally in
regions of interest. We also present the development of RBF-DQ method, (radial
basis function differential quadrature) which makes use of the technique of functi-
ons approximation by linear combinations of radial basis functions (RBF) and the
technique of differential quadrature (DQ) for approximation of the derivatives. Our
results show that the FDFD method with unstructured grids when applied to ge-
ophysical modeling problems, yield improved quality of modeled data in comparison

with the results obtained by traditional techniques of FDFD method.

Keywords: Applied Geophysics. Electromanetic Methods. Finite Difference Method.
Unstructured Grids. mCSEM.
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1 INTRODUCAO

A representagao de campos e ondas em problemas fisicos é geralmente feita com
equacoes diferenciais parciais. Para um determinado problema, uma solucao é obtida
quando o campo ou onda, governada pela equacao diferencial parcial, satisfaz um
conjunto particular de condigbes de contorno que sao definidas de acordo com a
situacao fisica dada.

Na maioria dos problemas geofisicos, devido a complexa geometria das condigoes
de contorno, é impossivel obtermos solugoes analiticas, tornando-se necessario o uso
de procedimentos numéricos que nos permitam obter solugoes aproximadas desses
problemas. As técnicas mais comumente usadas para a realizacao dessas tarefas
sao o método de Diferengas Finitas (FD), o método de Elementos Finitos (FE)
e o método de Equagoes Integrais (EI) (SCHENKEL, 1991). Os dois primeiros
métodos requerem uma completa discretizacao do dominio estudado, com um grau
de refinamento suficiente para mapear as caracteristicas nas quais temos interesse.
Ja no método de Equacoes Integrais, as operacoes sao realizadas apenas nas regioes
consideradas heterogeneidades dentro do dominio do problema. No entanto, em
problemas com muitos contornos, esse método frequentemente fica em desvantagem
em relagdo aos outros (XIONG; TRIPP, 1995), devido a grande quantidade de
operacoes a serem realizadas, com matrizes bastante cheias, provenientes de uma
formulacao mais complexa.

Neste trabalho, avaliamos o uso do método de Diferencas Finitas no dominio da
frequéncia (FDFD) para a modelagem da resposta do dipolo elétrico horizontal em
ambientes de geometria 1-D e 2.5-D. Refinamos o grid de computagao nas regioes
de transicao entre meios com diferentes propriedades fisicas onde o campo eletro-

magnético varia mais rapido, e também proximo a fonte eletromagnética. Optamos
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pelo dipolo elétrico horizontal por esse ser a fonte eletromagnética normalmente uti-
lizada nos levamentos do marine controlled-source electromagnetics (mCSEM), que
é o método geofisico de exploragao no qual temos interesse, por ser uma ferramenta
bastante promissora e que vem sendo cada vez mais utilizada pela industria. Embora
outros tipos de fontes eletromagnéticas, como o dipolo elétrico vertical ou o dipolo
magnético horizontal, e.g. EDWARDS (2005), possam ser usadas no mCSEM, o di-
polo elétrico horizontal apresenta uma série de vantagens praticas e tedricas, sendo
o tipo de fonte transmissora mais usada pela industria atualmente (CONSTABLE;
SRNKA, 2007).

O método de Diferencas Finitas é um método usado na resolucao de equacoes
diferenciais, nas quais as derivadas das funcoes sao aproximadas por combinacoes
lineares dos valores da propria fungao, tomados proximos a regiao onde se deseja
a derivada. O método é normalmente associado ao uso de malhas computacionais
estruturadas, o que facilita bastante sua implementacao, podendo ser aplicado a
uma grande variedade de problemas. Alguns exemplos de aplicagoes do método de
Diferencas Finitas podem ser encontrados em NEWMAN; ALUMBAUGH (1995),
ALUMBAUGH et al. (1996), CHAMPAGNE II; BERRYMAN; BUETTNER (2001),
WEISS; NEWMAN (2002), ZHANG et al. (2005).

Por outro lado, em problemas com geometrias mais complexas, métodos como por
exemplo o de Elementos Finitos, podem apresentar melhor desempenho, em grande
parte devido a sua habilidade em utilizar malhas irregulares ou nao-estruturadas,
as quais se ajustam melhor a geometria dos problemas. O uso dos tradicionais
grids estruturados oferece certas limitagoes na tarefa de delinear estruturas mais
complexas, principalmente as que possuem geometrias curvilineas, como é o caso
dos dominios com os quais trabalhamos em geofisica. Em trabalhos, como por
exemplo, WANG; PRZEKWAS; LIU (2002) e FERNANDEZ; KULAS (2004), sao
apresentados problemas envolvendo o método de Diferencas Finitas nos quais a
malha computacional é modificada para o melhor delineamento das geometrias. No

primeiro, é utilizada uma malha estruturada cujo refinamento dos elementos pode
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ser dado localmente em regioes especificas, entretanto, por ainda ser estruturada,
esta ainda sofre alguma limitacao na tarefa de delinear estruturas mais complexas.
J& no segundo trabalho mencionado, o método de Diferengas Finitas é usado com
uma malha de elementos triangulares nao-estruturada na resolucao de um problema
de modelagem eletromagnética relativamente simples. Nele, as expressoes para as
derivadas de primeira e segunda ordem sao dadas em termos dos valores nos nos
da vizinhanga de cada ponto da malha, aproximadas por um polinémio de segunda
ordem ajustado nesses pontos.

Assim, apresentamos aqui o desenvolvimento do método de Diferencas Finitas
associado a flexibilidade das malhas nao-estruturadas na resolucao de problemas
geofisicos. Para isso, adotamos a teoria de aproximacao de fungoes através das co-
nhecidas funcoes de base radial como método de aproximacao das derivadas presen-
tes em nossos problemas. Através deste método, é possivel construir operadores de
derivadas de primeira e segunda ordem utilizando apenas a informacao de distancia
entre pontos do grid, e alguma funcgao teste, no caso, uma funcao de simetria radial.
O procedimento baseia-se na estimativa dos coeficientes que aproximam as deri-
vadas da funcao teste as combinacoes lineares dos valores da fungao teste original
definidos em um conjunto de pontos irregularmente espalhados. Uma vez estimados,
esses coeficientes podem ser usados na aproximacao das derivadas de funcoes defi-
nidas nesse mesmo grid. Testamos esta metodologia em problemas caracterizados
por geometrias curvas, avaliando a resposta desses meios quando excitados por uma
fonte eletromagnética. Elaboramos solucoes semi-analiticas para os problemas com
modelos de geometria cilindrica e as comparamos com as solugoes numéricas obti-
das através de nossa metodologia, o que constituiu uma etapa importante dentro
desta pesquisa, uma vez que as solucoes semi-analiticas para esses problemas sao
necessarias para a validacao da metodologia que apresentamos.

Como ja foi mencionado, devido a complexidade dos ambientes e as grandes
dimensoes dos dominios geoldgicos os quais queremos investigar, os sistemas lineares

que surgem com o uso do método de Diferencas Finitas se tornam muito grandes,
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o que pode tornar o trabalho de modelagem extremamente longo e dispendioso.
O uso de grids nao-uniformes e nao-estruturados constitui em si uma estratégia
para contornar este problema. Também é comum que as matrizes geradas com
a utilizacao do método de Diferencas Finitas sejam esparsas, isto é, matrizes com
grande quantidade de elementos cujo valor é zero, e seus elementos nao nulos ocupam
posicoes bem definidas e previamente conhecidas, o que nos permite criar formas
de resolver o problema completo armazenando apenas as informagoes relevantes (os
valores nao nulos das matrizes esparsas), sendo esta também uma das estratégias
usadas para a economia de memoéria computacional.

O uso de métodos de gradientes para a resolucao de sistemas lineares também
foi testado, uma vez que as matrizes do problema continuam a demandar um longo
tempo de resolucao, mesmo com o uso de malhas irregulares e aproveitamento da
esparsidade das matrizes. Comegamos com o método do Gradiente Conjugado (CG)
aplicado na modelagem com grids estruturados, que tira vantagem da simetria com-
plexa das matrizes de FD acelerando o processo de cédlculo da solucao. Entretanto,
esse método nao é vidvel quando queremos fazer uso de malhas irregulares, pois para
esses problemas, nao ha garantia de simetria complexa das matrizes (HOWARD,
2011), requerendo por exemplo, o uso do método do Gradiente Biconjugado (biCG)
SAAD (1996), que ndo necessita que as matrizes possuam simetria complexa, porém
é mais lento que o CG.

Pré-condicionadores de matrizes também podem melhorar a convergéncia da
solucao do sistema. Avaliamos o desempenho de alguns pré-condicionadores, como
o de Jacobi e a decomposicao LU, no entanto, o uso de pré-condicionadores também
pode destruir a simetria das matrizes, dai mais uma razao para o uso do biCG
em nossos problemas. H& uma literatura muito extensa sobre pré-condicionadores
e métodos iterativos, como por exemplo: BARRETT et al. (1994), SAAD (1996),
GREENBAUM (1997) e CHEN (2005).

O bom condicionamento das matrizes as quais queremos resolver é determinante

para a convergeéncia da solucao do sistema linear quando obtida através de métodos
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iterativos. A aproximacao nao adequada das derivadas das equacoes diferenciais
do problema é certamente um dos fatores que pode alterar o condicionamento
das matrizes, afetando diretamente a convergéncia da sua solucao. Por exemplo,
em nossos modelos geoldgicos, é comum que a distribuicao de propriedade fisica
seja representada por funcoes descontinuas no espaco, devido a variagao abrupta
dessa propriedade fisica em determinada regiao, o que no ponto de vista numérico,
pode gerar problemas na estimativa de suas derivadas nesse ponto. Para contornar
essa dificuldade, testamos o uso da fun¢do Butterworth (OPPENHEIM; SHAFER,
1975) (também conhecida como mazximally flat magnitude filter), da teoria de filtros
eletronicos, para a distribuicao de condutividade, que produz zonas de transigao
ajustaveis, além de filtros que atuem nas componentes espectrais das fungoes des-
continuas, tornando-as mais suaves nas regioes de transi¢ao entre duas propriedades
fisicas.

Diferentemente de outras formulagoes 2.5-D, a metodologia apresentada neste
trabalho, pode ser facilmente extendida a problemas com geometrias 3-D, sem que
sejam necessarias maiores modifica¢oes em sua formulagao. A montagem dos opera-
dores diferenciais, assim como das matrizes relacionadas aos campos e potenciais se
dé da mesma maneira, independente da dimensao do problema, fazendo com que os
procedimentos aqui descritos constituam uma etapa preparatéria para a aplicagao
desta técnica a problemas mais abrangentes.

Comecaremos mostrando o desenvolvimento matematico que usamos para a ob-
tencao das equacoes diferenciais do campo eletromagnético em termos dos potenciais
eletromagnéticos acoplados, as quais sao as mesmas para os modelos 1-D e 2.5-D.
Em seguida, apresentamos o desenvolvimento do método de Diferencas Finitas tanto
para malhas estruturadas quanto para malhas nao-estruturadas, comparando os re-
sultados obtidos através das duas abordagens. Finalmente, apresentamos alguns
exemplos de aplicagao do método de Diferencas Finitas em problemas de modela-
gem geofisica, mais especificamente, problemas relacionados ao método mCSEM, o

qual descreveremos brevemente no capitulo 5.
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2 METODOLOGIA TEORICA

O desenvolvimento tedrico de nosso problema tem como ponto de partida a
identificagao da simetria do campo gerado pelo transmissor e da estrutura do meio
geoldgico o qual queremos investigar. Neste ponto, vale ressaltar que considerare-
mos inicialmente o sistema cartesiano de coordenadas, com o eixo x orientado na
direcao vertical, com sentido positivo para baixo, o eixo y no plano desta pagina
com sentido positivo para a direita e o eixo z com dire¢ao perpendicular aos dois
primeiros, com sentido positivo saindo do plano da pagina em dire¢ao ao leitor, como
mostra a figura 2.1. Para o dipolo elétrico horizontal (DEH), temos um campo ele-
tromagnético incidente de simetria esférica, constituindo uma fonte tridimensional.
Para o problema 1-D, consideramos o modelo geoldgico constituido de uma ou mais
camadas homogeéneas e sequenciais, as quais dependem de apenas uma das coor-
denadas de nosso sistema de referéncia, neste caso, a coordenada x. Finalmente,
temos a situagao onde a estrutura geolégica nao depende da componente z de nosso
sistema e o nosso perfil de condutividade tera dependéncia apenas em x e y, carac-
terizando um modelo 2-D. No entanto, o campo eletromagnético resultante possuira
dependéncia em x, y e z devido a natureza tridimensional do DEH, sendo essa a

caracteristica que define o problema 2.5-D.

s

Vx

Figura 2.1: Configuracao do sistema de coordenadas Cartesianas.
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2.1 FORMULACAO ELETROMAGNETICA

A formulagao eletromagnética para as componentes dos campos E e H em nossos
problemas geofisicos, tem como ponto de partida as equacoes de Maxwell no dominio
da frequéncia (e.g. GIANZERO (1988) e RIJO (2004)). Assim, seguindo o desenvol-
vimento apresentado por HOWARD; CHEW (1992), as equagoes de Maxwell para

uma variagao temporal e~** no Sistema Internacional de unidades (SI) se reduzem

a

VxH(r) = (o(r) —iwe)E(r) + Jy(r) (2.1)
VxE(r) = iwuH(r) (2.2)

sendo ¢ a condutividade elétrica em S/m, w a frequéncia angular, J; a densidade
de corrente elétrica na fonte em A/m?, p a permeabilidade magnética doravante
considerada com o valor de g = 47 x 107"H/m e £ a permissividade elétrica do
meio em F'/m. Por praticidade, nas equagoes acima e nas proximas, r representard
todas as coordenadas do ponto onde o campo é observado. Com isso definimos o

nimero de onda k(r) nao-homogéneo como

K(r) = \Jw2po(e +io(r)/w),  Tm(k(r)) > 0. (2.3)

Aqui, os campos elétrico e magnético sao desacoplados através da introdugao do
potencial vetor magnético A(r). Definimos entdo o vetor indugdo magnética B(r)

como sendo

B(r) =V x A(r) (2.4)

Note que com essa defini¢ao, a divergéncia de B(r) é automaticamente zero. Das

equagoes (2.2) e (2.4) segue-se que

V x (E(r) - z’wA(r)): 0 (2.5)
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Pelo motivo de V x (V¢(r)) = 0 ser uma identidade vetorial para qualquer

campo escalar ¢(r), a expressio para o campo elétrico E(r) torna-se
E(r) = iwA(r) — Vo(r) (2.6)

Substituindo (2.4) ¢ (2.6) em (2.1),
V x V x A(r) = poda(r) + po(o(r) — iwe) (z'wA(r) - V(b(r)), (2.7)

e aplicando a identidade vetorial V x (V x A) = V(V - A) — V2A no lado esquerdo
de (2.7), obtemos

V2A(r) = —od, (1) — iwd (1) oA (r) + v(v CA(R) + mﬁ(r)gzﬁ(r)). (2.8)

sendo &(r) = o(r) — iwe. Nos problemas onde utiliza-se frequéncias baixas (<
100 kHz), como ¢é o nosso caso, temos (1) ~ o(r).

A defini¢ao do vetor indugao magnética B(r) em funcao do potencial vetor A(r)
gera uma arbitrariedade na escolha dos potenciais (A, ¢), de tal forma que possibilita
que uma série de potenciais distintos produza os mesmos campos eletromagnéticos.
Em particular, é possivel escolhermos os potenciais tal que eles satisfacam a seguinte
equacao:

V- A(r) + poc(r)p(r) =0 (2.9)

Note que a equacao acima aparece entre parénteses no terceiro termo do lado
direito de (2.8). A equagao (2.9) é conhecida como a condi¢do de calibre de Lorentz
ou simplesmente calibre de Lorentz (JIN, 1962; JACKSON, 1962). Assim, utilizando

a condigao de calibre em (2.8), temos
(v2 + k2(r)>A(r) + oVE()S(r) = —podo(r), (2.10)

que é a nossa primeira equacao envolvendo os potenciais (A, ¢).
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Partindo-se agora do Principio da Conservacao de Carga, i.e.
V- J(r) +iwp(r) =0 (2.11)

podemos explicitar que

v. (6(T)E(T)>—I — 0, (2.12)

sendo I =V - J4(r).

Para os problemas 2.5-D, os meios sao independentes de uma das coordenadas.
Aqui, escolhemos a coordenada z. A fonte gera corrente elétrica no plano ry. Assim,
podemos reduzir o problema em uma série de problemas 2-D através da transformada
de Fourier dos campos e dos potenciais em relacao a variavel z.

Por exemplo, o potencial vetor magnético é obtido através de
1 [ .
Al) = o / Alx, K.)e K dK.. (2.13)
s —0o

Nas expressoes a seguir,todos os campos e potencias estao no espago K,. Os
vetores X = i+ yk sdo cartesianos e bidimensionais. Ao aplicarmos a transformada

de Fourier em relacéo a z na equagao (2.10), obtemos
(v2 4R (x) — Kﬁ)A(x, K.) + 1oVa(x)o(x, K.) = —pods (%), (2.14)

Para a viabilizagao do sistema linear envolvendo os potenciais, a segunda equacao
requerida pode ser obtida substituindo-se a expressao (2.6) na equacao (2.12) e
aplicando a transformada de Fourier no resultado . Isso nos da

V. (6(X)V¢(x, Kz)> K% (x)(x, K,) — iwV - (5‘(X)A(X, Kz)> —7 (215

Usando o calibre de Lorentz (2.9) no terceiro termo do lado esquerdo da equagao
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(2.15), produz
V. (5(X)V¢(x, KZ)>+(k2(x) — K26 (x)¢(x, K.) — iwVE(x)A(x, K.) = I (2.16)

Diferentemente da equacao 2.14, o primeiro termo do lado esquerdo da equacao
(2.16) contém um operador de derivada de primeira ordem, e portanto nao conduzira
0 nosso sistema a simetria necessaria para a resolucao através do método de gra-
diente conjugado. Como apontado por ALLERS; SEZGINER; DRUSKIN (1994),
a chamada transformacdao de Stefanescu é capaz de mudar a equacao do potencial
elétrico para uma forma que contribua para essa simetria. Isso nos motiva a definir

um novo potencial escalar V(x)! tal que:

_ V)
P(x) = o)’ (2.17)
sendo
a(x) = y/o(x). (2.18)

A substituigdo da transformagcao (2.17) na equagao (2.16) nos d4, através de

certa simplificagao

<V2 + k*(x) — K2 —

As equagoes (2.14) e (2.19) acoplam as componentes x e y do potencial vetor
A (x) ao potencial escalar ¢(x) gerando um sistema simetrizavel. Para entendermos

melhor a estrutura desse sistema linear acoplado, podemos escrever as equagoes

LA dependéncia em K, dos campos e potenciais fica implicita a partir de agora com o uso apenas
de x em seus argumentos
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(2.14) e (2.19) da seguinte forma:

V2 + k2 (x) — K? 0 21100, 0(X) A, — oS sz

0 V2 + k*(x) — K? 21400, 0(x) Ay | = | —podsy

—2iwd, a(x) —2iwdya(x)  Vi+k*(x)— K2 — %}S‘) % I/a(x)
(2.20)

Devido a caracteristica singular dos termos fontes dos potenciais vetor e escalar,
torna-se mais vantajoso resolver o sistema para os potenciais secundérios. Temos

entao:

A, (x) = A(x) — Ag(x). (2.21)

Vi(x) = V(x) - Vo(x). (2.22)

O potencial vetor primario Agy(x) satisfaz a equagao
(v2 iy - Kg)Ao(x) = p10d (%), (2.23)
e o potencial escalar primério Vy(x) satisfaz

(v2 . KZQ)VO(x) = (2.24)

sendo k; o nimero de onda do meio onde esta localizada a fonte eletromagnética.
Subtraindo a equacao (2.23) da equagao (2.14) e a equagao (2.24) da equacgao

(2.19), obtemos respectivamente:

<V2+k2(x) —Kf)As(x) + 200V a(x)Vi(x) = — (K2(x) — k2) Ao (x) — 211 Var(x) Vi (x)
(2.25)
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Va(x)
a(x)

(V2 + k*(x) — K2 —

GERE R

Escrevendo as equagoes (2.25) e (2.26) na forma matricial, temos

v2 + kQ(X) o Kz2 0 2u08wa(x) Asx

0 V2 + k2 (x) — K2 24100, 0(x) Asy

—2iwd,o(x) —2iw0,a(x) V? +k(x) — K7 — % Vs
Sendo

S = (K*(x) — k?)Aoe + 2u00,a(x) V(%)
Sy = (K(x) — ki) Aoy + 2400,0(x)Vo(x)

Sy = —2iwVaA,— <k2(x) - V;‘()‘}S‘)) Vo(x)

Note que a matriz em (2.27) nao é simétrica. Para simetriza-la, faremos

g A,

ST

— ein/d 'u(l)/2 A

sY

V o= w2V

sy

V2a(x)

) Vs(x) — 2iwVa(x) - As(x) = 2iwVa(x) - Ag(x) +

) Va(x).

(2.26)

(2.28)

(2.29)
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Resultando finalmente em

V2 + k¥ (x) — K2 0 BOya(x)
0 V2 + k2(x) — K2 B0,a(x)
Bo,a(x) Boja(x) VP k(x) - K2 - Lol
Sendo
/B 26_”(/4((/(},&0)1/2

e g P (K2 — k2) Aos + 2000,0(X) V(x

)
efm/zlugl/?(k? _ k'%)AOy + 24100, 0(x) Vo (%)
2o

w2 {—inVaAo — (kQ(x) — kI —

"))

Asx _SSC

Asy = _gy

v, —Sy
(2.30)
(2.31)
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2.2 POTENCIAIS PRIMARIOS

No desenvolvimento das equagoes dos potenciais secundérios, vimos que os ter-
mos fontes, localizados no lado direito das equacoes, dependem do valor dos poten-
ciais primarios vetor e escalar. Assim, tomando a equacao que satisfaz o potencial
vetor primério Ay(r)

(V2 + K3) Ao(r) = — o (1), (2.32)

onde a funcao fonte J, para um dipolo elétrico localizado em x = z; e alinhado a

direcao y, assume a seguinte forma
Js(r) = glodld(x — z4)0(y)o(2). (2.33)

sendo I a corrente elétrica e dl o comprimento infinitesimal da fonte.

No entanto, notamos que o tratamento numérico envolvendo a expressao acima
pode tornar-se muito complicado, devido as singularidades provocadas pelas deltas
de Dirac que definem a funcao fonte. Desse modo, é conveniente encontrarmos uma
representacao analitica para o potencial vetor Ag(r), que nos permita abranger a
caracteristica singular do dipolo elétrico dentro da modelagem numérica.

Utilizamos a solucao obtida através da superposicao linear das solucoes funda-
mentais para fontes pontuais, assim é possivel expressarmos a solucao da equagao

(2.32) como

Ao(r) = 1o / / /V (1) Go(r, ')AV (2.34)

sendo Gy(r,7”") a solugao fundamental para a fonte pontual, também conhecida como
fungao de Green (MORSE; FESHBACH, 1953), cuja forma em um subspago ho-

mogéneo ¢ dada por
ik|r—r'|
el

Go(r,r") (2.35)

= Y
Ar|r — 1|
que representa uma onda esférica propagando-se a partir de uma posicao r’'.

Substituindo (2.35) e (2.33) em (2.34), obtemos como potencial vetor priméario
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para o dipolo elétrico horizontal

ik|r—r'| di/2 ik|lr—r'|
Ho € ’ Ho ~r € ’
A = — Js av' = — I d
olr) 47r///v (T)]r—r’] 4 _dl/Qyo\r—r’\ Y

_olodl ek h
Adr R’

(2.36)

com

R=|r—7| (2.37)

Utilizando a identidade de Sommerfeld (SOMMERFELD, 1909, 1949)

eikoR . [ee) k il
7= Z/O dk:pk—’z)Jg(kpp)e Rl onde k. = \/ki— k2 (2.38)

podemos entao expressar o potencial vetor Ag(r) em sua forma espectral

tpolodly [k - /
Ao(r) = Iu04—07ry/0 k_pjo(kpp)elkz‘z_z ‘dkp (2.39)

comp=/(z—a)2+(y—vy) ek, = /k— k2, Im(k.) > 0.

A interpretagao fisica para a equagao (2.39) é que uma onda esférica pode ser
expadida como uma integral de ondas cilindricas na direcao p multiplicada por uma
onda plana na diregao z sobre todos os nimeros de onda K, (CHEW, 1995), o que
corresponde melhor as condigoes de contorno do problema 2.5-D.

O mesmo procedimento pode ser feito para o potencial escalar Vy(x), uma vez
que o mesmo obedece a uma equacao com estrutura semelhante a do potencial vetor
Ay(x). Partindo da equagao do potencial escalar primario

I

(vz + k§>v0(x,y, )= 2

(2.40)

onde vy(z,y, 2) é o potencial escalar no dominio (z,y, 2).
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Para o potencial escalar, modificamos o termo fonte de forma a considerar o
pequeno deslocamento causado pelo comprimento da fonte.
Sendo [ = V- J; x Js = Lyyd(x —x1)d(2) (u(y+dl/2) —u(y —dl/2)),

onde a funcao u(y) é definida como

ugy =4 07
0 y<0
V- Js=1pd(x —x4)d(2)(0(y + dl/2) — d(y — dl/2)) (2.41)
entao
(V24+-k oz, y, 2) = —%5(3:—@)5(2)(5(y+dl/2)—5(y—dl/2) (2.42)
Sabendo que
(V2 + k%) z:; = 6O — 1) (2.43)

com

1/2
R=|r—1'| Rt = (x—x')2+(y:|:dl/2)2+(z—z’)Q] ,

e utilizando a solucao através de superposicao linear da solucao fundamental, como

em (2.34), temos

vo(z,y,2) = lo et — e (2.44)
Y2 = o) \anRF ~ 4nR- ) '

Aplicando transformada de Fourier

o

Vol K) = / wolz, y, 2)e = dz (2.45)

—00
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e usando novamente a identidade de Sommerfeld (2.38) juntamente com a identidade
%Hél)(iﬁr) = Ky(pr) apresentada na p.375 em ABRAMOWITZ; STEGUN (1964),

podemos escrever

eikR oo KO(,yp)eikz\z—zl‘ dk
_ _ ak- — k2 _ k2 >0, (24
Go= 1R / . o om 2 Re(y) 2 0. (2.46)

Entao

eikR - 1
——e "dz = —K, . 2.47
[ e ez = 5 Kol) (2.47)

Com isso, a equacao

Iy [ [ e*RY kR .
Volz,y, K,) = —/ - e Ay (Assumindo 2" = 0)

a(x) J_oo \4TRT  47R-
(2.48)
produz
Vola,y, K2) = 50 (Ko(yo™) — Kolrp) (2.49)
o\, Y, 1\, 27TOé(X) o\Yp o\Yp :
onde
pt = ((y £ dl/2)* + (x = iran)®)*.
E aplicando a simetrizacao (2.29), finalmente obtemos
~ Vo(z,y, K,) Iy _
k,) = il = K ) — K, . 2.
%(ZL’,y7 ) wl/QOé(X) 27rw1/2a(x)( 0(7/0 ) 0(’7p )) ( 50)

As expressoes (2.39) e (2.50) s@o as equagoes necessarias para o célculo do lado

direito das equagoes diferencias para os potenciais secundarios.
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2.3 FUNCAO BUTTERWORTH E FILTRO KAISER

Vimos que as equacoes diferenciais dos potenciais possuem derivadas de primeira
e segunda ordem da propriedade fisica do meio, mais precisamente, da grandeza
a(x) = 6(x)"2. A equacdo (2.26) mostra que é preciso calcular tanto o gradiente
quanto o Laplaciano de a(x). Em virtude disso, os primeiros testes que realizamos
nesta pesquisa foram direcionados ao calculo das derivadas numéricas desses termos,
através da formulagao tradicional do método de diferencas finitas. Em nossos pro-
blemas, as regioes onde encontramos variagoes das propriedades fisicas podem gerar
grandes descontinuidades nas fungoes que representam essas propriedades. Percebe-
mos que as estimativas das derivadas dessa fungoes ficaram pouco satisfatérias em
nossos resultados preliminares. Desse modo, vimos a necessidade de tornar a fungao
descontinua «(x) em uma fungao que possua uma zona de transigdio um pouco mais
suave.

Uma maneira simples de se definir uma zona de transi¢cao continua no proble-ma
de uma interface simples entre dois meios é através da funcao Butterworth, comu-
mente utilizada na teoria de filtros eletronicos (OPPENHEIM; SHAFER, 1975). A

funcao Butterwoth pode ser definida como

01— 02

T+ @ o0

on(z) =09+

Na equagao acima, o expoente N é um nimero positivo que controla a amplitude
da zona de transicao, o, ¢ a condutividade do meio 1, oy é a condutividade do meio
2 e xp é o ponto central da regiao de transigao. Utilizando trés segmentos de retas,
cada um deles tangente a fungao em uma determinada regiao como mostra a figura
2.2, e aproximando a derivada da funcao (2.51) nessas regioes ao valor da fungao do
segmento de reta correspondente nesse ponto, é possivel obtermos uma medida da

amplitude de transicao, dada pela seguinte expressao

w = 4xq/N (2.52)



33

02

o1+09
2

/

1

o

o 7
Figura 2.2: Determinacao da amplitude da zona de transicao entre dois meios para o uso

da funcao Butterworth.
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Com isso, testamos a sensibilidade da solucao para o campo elétrico E,(y) no

problema de dois meios heterogéneos quando variamos o parametro w que define a

taxa de suavidade da zona de transicao entre os dois meios. Variamos w em termos

As figuras abaixo

de hyy, que é o espagamento do grid computacional utilizado.

Ccao assim como o

b1

litudes de transi

’

arias amp

(x) definida para v

b1

mostram a funcao a

V2a(x)
a(x)

resultado do célculo numérico do valor absoluto do termo

|V2a/u\

x (m)

x[m]

—-2000

-2000

y [m]

100

Figura 2.3: w/h;o
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Abaixo, temos um resultado antecipado do célculo da componente E,(y) do
campo elétrico para cada valor de w/h;y mostrados nas figuras acima. Em cada
modelo, posicionamos um dipolo elétrico a uma distancia de 50 m da interface entre

os meios, operando em uma frequéncia de 1 Hz.

Magnitude do campo Ey

m—— gnalitico
- » = w/hi0 =0.1
- = = whi0 =1
X1 - = = whi0 =10

—_
o,
@
T
L

A - = = w/hi0 =100

[Eyl [V/m]

LS . N ST Tl
’ ~ 7
1 4’ 1 1 1 ~ .

-2000 -1000 0 10000 2000
y [m]

Figura 2.7: Magnitudes do campo elétrico para vérios valores de w/hg

Observando as figuras 2.3, 2.4, 2.5 e 2.6, assim como a figura 2.7, notamos
que, para valores de w maiores que o espacamento do grid, a taxa de suavidade da
zona de transi¢do entre os meios faz com que o laplaciano da fungao a(x) seja mal
calculado, levando a resultados muito distantes da solucao esperada. Os resultados
para w/hjy =1 e w/hy = 0.1 foram bastante satisfatorios e muito préximos um do
outro, indicando quais os parametros 6timos para este modelo.

Os varios testes que realizamos, referentes a zona de transicao entre os meios, nos
mostraram que este é um fator importante dentro dos nossos problemas. O calculo
numeérico das derivadas da funcao condutividade nestas regioes de transicao é de

extrema importancia, uma vez que podemos associar esses termos como sendo 0s
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“termos fontes”? para os potenciais secunddrios. A utilizacao da funcao Butterworth
¢ um bom exemplo para testarmos a sensibilidade das respostas dos potenciais e
dos campos elétricos em relacao a variagoes dos parametros que definem a zona
de transicao e também dos parametros que definem o grid. No entanto, podemos
perceber que, para modelos mais complexos, por exemplo, com mais de uma interface
plana, ou com regioes de transi¢ao nao-retilineas, a fungao Butterworth (2.51) nao
pode ser aplicada.

Para contornar este problema, testamos entao um outro procedimento, no qual
modificamos as componentes espectrais da fungao a(x) no dominio da transformada
de Fourier, através de sua multiplicagao pela fungao Kaiser window (KUO; KAISER,
1966). A idéia é suprimir as componentes espectrais de maior frequéncia, as quais
definem as regioes de menor raio de curvatura no dominio espacial, o que corresponde
as descontinuidades na fungao a(x), afim de suavizé-las.

Comecamos com a construcao de um grid 2-D uniforme?® bastante refinado, com
uma quantidade n de pontos em cada dire¢ao. Em seguida, definimos a fungao «(x)
nesse grid uniforme e aplicamos a transformada de Fourier em cada uma das diregoes.
O resultado é multiplicado pela funcao Kaiser (2.53), da qual temos controle dos

parametros que definem a amplitude de banda da fungao (figura 2.8).

(o)

w) = Io(mx) )

OsnsN-1 (2.53)

0 outro

sendo:
N o ntumero de abscissas e n o indice de w;
Iy a funcao modificada de Bessel de ordem zero e de primeira espécie;
X um numero real arbitrario e nao-negativo que determina a forma da funcao,

isto é, determina a amplitude de banda do filtro Kaiser.

2De fato, quando o campo elétrico tem uma componente normal s interfaces entre os meios, cargas
de polarizagao sao produzidas, agindo como fonte para o campo secundario.
30 uso do grid uniforme simplifica a aplicacdo da transformada de Fourier.
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E através da amplitude de banda que podemos regular quais componentes es-
pectrais serao atenuadas. Em nossos problemas, o parametro responsavel por esse
controle varia entre os valores 0 e 1. Aplicamos a transformada inversa de Fourier,
trazendo a funcao a de volta ao dominio espacial e por fim, interpolamos a funcao

a(x) no grid que utilizaremos para o calculo das derivadas de a.

Comp. Espec.

Amp. Banda = 0.007

0.01

0.07

0.1

950 1000 1050 1100 1150
indice de X(w)

Figura 2.8: Multiplicacao do filtro Kaiser X(w) pelas componentes espectrais da fungao
o(x) considerando diferentes amplitudes de banda para X(w).

Realizando este procedimento para o modelo de dois meios com diferentes con-
dutividades, obtemos por exemplo, a figura 2.9.

Os resultados obtidos para os potenciais elétricos e para a componente E,(y)
quando utilizamos o filtro Kaiser foram iguais aos resultados quando utilizamos a
funcao Butteworth no modelo constituido por dois meios. De fato, a suavizacao da
zona de transicao através do filtro Kaiser foi bastante aproximada da que obtemos

com a funcao Butterworth, como mostra a figura 2.10.
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Figura 2.9: Distribuicao da fungao «(x) sem filtro e com o filtro Kaiser.
2 ' ' ' [ —— semfittro
n=128
n =256
15} n=512
n=1024
n =2048
3
1l e putterworth
051
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X

Figura 2.10: Perfis da fungao o(x) préximos a zona de transi¢ao entre os meios definida
para diferentes valores de n, que é a quantidade de pontos usados em cada direcao na
definicao do grid uniforme utilizado na transformada de Fourier, cujo resultado é filtrado
através da funcao Kaiser window. Os perfis sem filtragem e o definido através da funcao
Butterworth também sao mostrados para efeito de comparacao.
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Dessa forma, testamos o filtro Kaiser em um modelo 2-D, como mostrado na

figura 2.11, onde temos uma fungao com uma descontinuidade de geometria circular.

|

1

il
/

RO

i
omq‘a‘

)
il
0 !”'2’.‘.‘:“‘ i

N

y [m] X [m]

Figura 2.11: Distribuigao da fungao a(x) sem filtro e com o filtro Kaiser para o modelo
2-D de geometria circular.

O resultado acima mostra que o procedimento através do uso do filtro Kaiser
também é capaz de suavizar regioes descontinuas mesmo em configuragoes 2-D. Nos
resultados que serao mostrados nos proximos capitulos, o tratamento das regioes
de transicao entre meios nas fungoes de distribuicao da propriedade fisica, foi feito

através da fungao Kaiser window.
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3 O METODO DE DIFERENCAS FINITAS COM
MALHA ESTRUTURADA

3.1 O METODO DE DIFERENCAS FINITAS CENTRAIS

Para validarmos a metodologia descrita na secao anterior, comecamos com a
formulacao do método de Diferencas Finitas com malha estruturada e nao-uniforme.

A equacao escalar genérica abaixo sera utilizada para exemplificar o procedimento.

(V4 K (x))¢(x) = I(x). (3.1)

Na forma matricial temos,

Az =0b. (3.2)

A matriz A em (3.2) é simétrica e esparsa, e seu tamanho estd diretamente
relacionado a discretizagao do dominio que queremos investigar. Como em nossos
problemas faremos uso de grids nao-uniformes, nossa formulagao também deve levar
em conta variagoes no espacamento entre pontos adjacentes do grid. No entanto, a
utilizagao de grids nao-uniformes faz com que a matriz A perca sua simetria, im-
possibilitando o uso por exemplo do método do gradiente conjugado, como ja men-
cionamos anteriormente. Felizmente, é possivel reestabelecer essa simetria, através
de algumas transformacgoes matriciais que implementaremos mais adiante.

Partimos da discretizagao da equagao (3.1), para isso, definimos v;; = ¥ (y;, x;)

nos pontos discretos (y;, z;) dados por
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Yir1 = hi +y;

Tjy1 = hf + X (33)

para ¢ = 1,2,---,I, e 5 = 1,2,--- I,. A figura 3.1 mostra a topologia 2-D na

vizinhan¢a de um ponto do grid nao-uniforme.

i)

A

xT X
Vij—1 @ < h > @ < hiy) —— @ Vijs1

\/
L
Vit
Figura 3.1: Indexagado na vizinhanca de um ponto para o grid 2-D nao-uniforme.

. . ~ . 2 2
Para determinarmos a aproximacao do operador Laplaciano V? = % + 59—y2
através de diferengas finitas considerando variacoes no espacamento do grid, expan-

dimos a func¢ao 1D f(z) através da série de Taylor até a segunda ordem

Fla) = £l — )+ 2 e e
fl@jn) = fwj) + Wi f'(w)) + Mf”(rq) +ee (3:4)

2
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Resolvendo a equacgao (3.4) para f”(x), obtemos:

2 2
@)~ e~ i — o it e
J hj(hj +hj+1) I h$hi, J th(hj +hj+1)

Jit1 (3.5)

Aplicando este resultado na expressao do operador Laplaciano, produz

2 2 2
e T Yo+ g iy
! h3(h3 + hi,,) ! h?, 1 (hf + h3.,) 7 hi(hY + R ) !
2 2 2
+ 41 — + i 3.6
L i) ™ G T Y (3.6)

Convertendo os indices (7, j) em um tnico indice através da seguinte regra

n=(G-1)+j, =121, j=12-- I, n=12-- L1, (3.7)

Com o indice composto n, os vetores z e b da equagao (3.2) sao assim definidos:

Tn = 77Z)z]7

by, = —iwpoJs(yi, z;). (3.8)

Dessa forma, basta agora organizarmos a matriz A em termos da expressao do
operador Laplaciano em diferengas finitas. Para isso, utizaremos o procedimento
descrito em ALLERS; SEZGINER; DRUSKIN (1994), onde define-se quatro sub-
matrizes que por sua vez comporao a matriz esparsa A.

Primeiro, definimos I, matrizes diagonais I, x I, d;, i =1,2,--- , I,
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g 0 0
0 : 0
0 0 Bi,
sendo
. 2 2
B = K (x5,41) — o —
! ’ hjhj+1 hiyhijﬂ

Em seguida, definimos a sub-matriz tridiagonal I, x I, t

0 7_2+ 0 0
n 0 7 .00
t= 0 0
0o ... T, 0 T]J;
0o ... 0 T, 0O
sendo
J hf(hf_l + h;ﬁ)
2

T = —
J hi(h + h%,,)

E por ultimo as matrizes diagonais I, X I, 1, er;; com1=1,2,---

2
1
hi' (b + hiyy)

2

r, = I i:1,2,...,1_
W1 (R + 1) v

sendo I a matriz identidade I, x I,.

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)
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As matrizes d;, t, 1; e r; compoem a matriz A da seguinte forma:

d1 +t I 0 0
12 dg +t Iro 0
0 1 d; +t r 0
A— T8 ’ (3.14)
0 0

Iy, 1 dj,1+t 17,
0 0o .. I,  dj +t

A matriz A é composta de 1,1, x I,I, matrizes representadas por uma matriz
I, x I, na qual cada elemento também ¢ uma matriz I, x I,.

Retomando a equagao matricial (2.30), notamos que para cada componente da
diagonal principal da matriz, serd atribuida uma expressao similar a que desenvol-
vemos para a matriz A nesta segdo. Podemos entao representar a equacao (2.30) na

sua forma de diferencas finitas através da expressao

A1 0 /Sx T —S;B
0 A f3 o [ =] =S, |- (3.15)
/333 /3y A, T3 —gv

onde as matrizes A; e Ay sao de ordem I, 1, x I, I, e possuem 5 diagonais nao-nulas,
e as matrizes /31 e /Sy sao diagonais e de ordem I, 1, x I,I,, e fazem o acoplamento
dos potenciais vetor e escalar. Tomando ainda a equagao (2.30) como referéncia, a

diferencga entre as matrizes A; e A, pode ser explicitada da seguinte forma:

A = A+kx)?-K? (3.16)
~ Via(x)

A, = A
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3.2 SIMETRIZACAO DAS MATRIZES

A formulacao acima descrita ndo nos permite garantir que a matriz A seja
simétrica, uma vez que o uso de grids nao-uniformes pode gerar uma matriz nao
simétrica. Dessa forma, para garantirmos a simetria de A, precisamos determinar

uma matriz diagonal S tal que
(SA)T = SA. (3.17)
A equagao (3.2) pode entdo ser escrita na forma

SAz = Sb. (3.18)

A solucao das equagoes (3.2) e (3.18) sao iguais, no entanto, devido SA ter sime-
tria complexa, a equacao (3.18) pode ser resolvida através do método do gradiente
conjugado. Das equagoes (3.9) e (3.10) a simetria requerida em cada submatriz t de

A¢

st if m=n-—1;
(D), = siTia if m=n+1; (3.19)
0 outro

Na equacdo (3.19), SO i = 1,2, .1, é a iésima sub-matriz diagonal de S com

elementos diagonais si, s5, ..., s7 . Para a equacao (3.19), a simetria complexa implica

e1m
(SDt) 1 = (SDt)p_1n (3.20)

ou
str =s 7 (3.21)
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A equagao (3.21) ¢ satisfeita pela escolha de

= (b + b=, )l (3.22)

para qualquer ¢ nao nulo, onde i = 1,2, ..., I,. Com isso

st 0 0

. 0 st 0
S0 = 2 (3.23)

00 0 s

Para determinarmos os ¢’s, utilizamos a condicdo de simetria envolvendo as

sub-matrizes l e r

SWyp; = S0, i =1,2,--- T, — 1, (3.24)
desenvolvendo-a em
CD(RE 4+ b2, ) 2 TV (RE 4 hEL) 2 . (3.25)
R (W A+ hz—i—l) "R (Wi + L)
Temos que a escolha
= hY +h¥, (3.26)
satisfaz a equagao (3.25). Escrevendo explicitamente a matriz S, temos
S0 0
0 S@ ... 0
S = . o . (3.27)

sendo
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hi + hs 0 o 0
, 0 hy +hy - 0
SO=@+m) | T . (328)
0 0 0 hf +hi,,

Assim, a matriz simétrica SA sera:

SH(d; +t) SWr, 0 0
S, S@(dy+t) SPry 0
0 SO, SG)(ds + t) SG)rg 0
0 0
STy o SEWD(dy, o +t)  SU Ve
0 0 . Sy, ST (dy, +t)
(3.29)

3.3 VALIDACAO NUMERICA #1: FLUXO DE CORRENTE GALVANICA EN-
TRE DOIS MEIOS CONDUTIVOS

Utilizamos o método de Diferencas Finitas no dominio da frequéncia para mo-
delar o fluxo de corrente elétrica entre dois meios com diferentes condutividades
elétricas. Para isso, refinamos o grid nao-uniforme na interface entre os dois meios,
onde temos uma rapida variagao do campo elétrico, o qual é gerado devido a cor-
rente elétrica que flui entre dois eletrodos fontes colocados proximos e paralelamente
a interface entre os meios. Com isso, sabendo que as linhas de fluxo de corrente sao
sempre perpendiculares as superficies equipotenciais, a disposicao dessas superficies
para este tipo de fonte indica que haverda corrente fluindo entre os dois meios, como
mostra a figura 3.2. Aqui, nossa formulagao 22D é reduzida para um problema 1D,
no qual consideraremos apenas o potencial escalar elétrico. Apesar da simplicidade

deste exemplo, ele nos permite testar com certa facilidade e rapidez o desenvolvi-
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mento que descrevemos no capitulo anterior, além de ser um problema com solugoes

analiticas bem documentadas.

300 O— 1
200 2

100 1

y [m]

-100 b

-200} b

-300 1

-300 -200  -100 0 100 200 300
x[m]

Figura 3.2: Representagao das superficies equipotenciais em modelo com dois meios con-
dutivos.

Para validarmos o cddigo, primeiro apresentamos a solucao analitica para este
problema. Partimos da expressao que representa o potencial elétrico gerado por um

eletrodo pontual

- AnogR’

b0 R=[(z—z)+y" +27)] (3.30)

A representagao pela integral de Fourier de (3.30) é

T, [t .
0= Ko(kyp)e’ yydk’y (331)

T 42
Am2og J_ oo

sendo Z, a corrente elétrica na fonte, oy a condutividade do meio onde o eletrodo
esta localizado, p = /a2 +y? e Ky é a funcao de Bessel modificada de segunda

espécie de ordem 0.
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Para o meio nao-homogéneo, temos

dy + D, no meio onde estd a fonte;

b, no meio sem a fonte

sendo

+o0o
b, =k / as(ky,) Io(kyp)e™¥dk,

+oo
b, =k / ar(ky) Ko(kyp)e*vdk,

- Arn20,
e_ikny0K1<1 — )\)
LKy + MoK,

k

GS(ky) =

e_ikyy

k p—
at( y) kyl't(llKo + )\[OKl)

Nas expressoes acima, I, é a funcao de Bessel modificada de primeira espécie
de ordem n, A\ = oy/0y, onde oy é a condutividade do meio com a fonte e o2 a
condutividade do meio sem a fonte e x; ¢ a coordenada = da fonte (WAIT, 1982).

A figura 3.3 compara os resultados obtidos através dos procedimentos analitico
e numérico. Os dois graficos no topo mostram as partes real e imagindria dos
resultados, onde podemos notar boa concordancia entre as solugoes. Os dois graficos
inferiores mostram respectivamente os valores absolutos das solugoes e o erro relativo
entre o resultado analitico e o numérico.

As partes imagindrias dos resultados sao muito pequenas, como esperado, e po-
dem ser ignoradas. Note no primeiro grafico inferior que a solu¢ao numérica se
torna pior quando proxima das bordas. Isso ocorre devido o método de Diferencas

Finitas ser menos preciso nessa regiao, onde as derivadas nao podem ser definidas
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Figura 3.3: Comparacao dos potenciais escalares

dois meios condutivos.

corretamente. O 1ultimo grafico confirma que

-100 0 100 200 300
x [m] paray = 0.5

-300  -200

analitico e numérico para o modelo

com

as solugoes analiticas e numérica sao

proximas, divergindo apenas nas bordas. Na figura 3.4, temos a solucao numérica

do potencial elétrico secundario em todo o dominio.

-200
y[m]

-400

400

0

X [m]

Figura 3.4: Solugdo do potencial elétrico secundario.
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3.4 DESEMPENHO DO GRADIENTE CONJUGADO E BICONJUGADO

No exemplo acima, nds utilizamos o método do gradiente conjugado (SAAD,
1996) para resolvermos o sistema linear com o precondicionador de Jacobi, que é
formado apenas pelo inverso da diagonal principal da matriz a ser resolvida. A
discussao e analise mais detalhada do uso de pré-condicionadores serao feitas mais
adiante.

Para este mesmo exemplo, nés testamos também o gradiente biconjugado (SAAD,
1996), com o mesmo precondicionador para compararmos seu desempenho com o
do gradiente conjugado. Analisamos primariamente a quantidade de iteracoes que
cada método levou para convergir em cada numero de onda associado ao calculo
numérico da transformada inversa de Fourier do nosso problema. Como comple-
mento, analisamos também como o residuo em uma determinada iteracao decai em

cada método. O residuo em cada iteragao é calculado da seguinte maneira

Res = ||Ax — || (3.32)

A figura 3.5 mostra o resultado deste exercicio.

indice do n° de onda = 80

10 T T T T T

n° de iteragdes
Residuo

i i i 10 ke i i i i i
0 20 40 60 80 100 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
indice do n° de onda n° de iteragbes

(a) Iteragoes (b) Residuo

Figura 3.5: Desempenho do CG e do biCG. (a) Numero de iteragoes por niimero de onda
e (b) Residuo por iteragao.

Na figura 3.5(a), notamos que o gradiente biconjugado precisou de mais iteragoes
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para convergir em todos os nimeros de onda e a figura 3.5(b) mostra que o gradiente
biconjugado precisou mais que o dobro de iteragoes para convergir em um determi-
nado nimero de onda, confirmando que o gradiente biconjugado é mais lento que o

gradiente conjugado, como esperavamos.

3.5 ANALISE DOS PRE-CONDICIONADORES

Definimos pré-condicionador como sendo qualquer forma implicita ou explicita
de modificagao de um sistema linear original, tornando-o mais facil de ser resolvido
através de um dado método iterativo (BENZI, 2002). Em geral, todos os métodos
iterativos convergem rapidamente se a matriz de coeficientes A no sistema Ax = b
for préxima da matriz identidade (GREENBAUM, 1997). Para que possamos ter
uma boa taxa de convergéncia no uso de métodos iterativos, é necessario que a
matriz de coeficientes A possua nimero de condicdo' o menor possivel. Se esse
critério nao for satisfeito, entao é aconselhavel que o sistema seja pré-condicionado
antes de ser resolvido.

Para isso, consideremos a substituicao do sistema linear original
Ax=b (3.33)

pelo sistema modificado

M~ 'Az = M. (3.34)

Um bom pré-condicionador M é uma matriz que, ao ser multiplicada a matriz A

produz um resultado que pode ser facilmente invertido e a sua definicao pode ser

LO naimero de condigdo da matriz de coeficientes mede a sensibilidade do sistema linear de gerar
erros quando resolvido numericamente. Uma matriz com um numero de condigdo pequeno é
chamada de bem condicionada, enquanto as matrizes que possuem um ntmero de condigao elevado
sdo denominadas mal condicionadas (CHENEY; KINCAID, 2008).
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dada de tal forma que M~*A ou AM~! tenha melhor convergéncia que A, no que
diz respeito a precisao e ao tempo de processamento da solucao.

No exemplo apresentado na secao 3.3, testamos trés tipos de pré-condicionadores:
o de Jacobi, a fatorizagao de Cholesky e a decomposi¢ao LU.

O pré-condicionador de Jacobi é a forma mais simples de pré-condicionamento
que testamos, onde o pré-condicionador é definido como sendo a matriz quadrada
cuja diagonal é igual a diagonal principal da matriz A, e esses sao os seus Unicos

valores nao nulos.
M = diag(A), assumindo que A; #0, Vi. (3.35)

Na fatorizacao de Cholesky, consideramos a matriz M uma matriz hermitiana e
positiva definida, dai podemos pré-condicionar simetricamente e resolver o seguinte

sistema linear modificado

L7*AL Ty=L"%, x=L"y, (3.36)

sendo M = LL”, onde o superindice © denota a matriz transposta. A matriz L
pode ser a matriz triangular inferior de M ou qualquer outra matriz que satisfaca
M =LL".
E na decomposicao LU, o pré-condicionador M é definido como a fatorizacao LU
da matriz A, tal que
A~M=LU (3.37)

sendo L e U as matrizes triagulares inferior e superior respectivamente. Assumindo
que M nao é singular, entao o sistema linear pré-condicionado a ser resolvido torna-
se

(M~ *A)z = M~ 'b. (3.38)

Avaliamos o desempenho de cada pré-condicionador comparando o nuimero de

iteragoes, o erro, o tempo que foi gasto no calculo da solucao e o tempo total, que



CAPITULO 3. O METODO DE DIFERENCAS FINITAS COM MALHA ESTRUTURADA

54

n° de iteragdes

T T T T T T T T T

—— Cholesky decomp.

Jacobi
— — —sem precond.
—— LU decomp. : -

10 20 30 40 50 60 70 80 90
Indice do n° de onda

(a) Iteragoes

— — —sem precond.
— LU decomp.

Jacobi
—— Cholesky decomp.

i

10 20 30 40 50 60 70 80
Indice do n° de onda

(¢) Tempo

90

Tempo total (s)

—— Cholesky decomp.
— — —sem precond.
Jacobi

— LU decomp.

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Indice do n° de onda

(b) Residuo

o
T

— — —no precond.
—— Cholesky decomp.
— LU decomp.

Jacobi

20 40 60 80
Indice do n° de onda

100

(d) Tempo total

Figura 3.6: Anélise de desempenho dos pré-condicionadores.

definimos como o tempo gasto para a “montagem” do pré-condicionador somado ao

tempo de célculo através do método do gradiente biconjugado, para cada nimero

de onda do problema. A figura 3.6 mostra o resultado da analise de desempenho de

cada pré-condicionador.

Na figura 3.6(a), temos a comparacao do nimero de iteragdes relacionado ao

uso de cada pré-condicionador junto ao resultado sem o uso de pré-condicionador.

Notamos uma grande aproximacgao no desempenho dos pré-condicionadores de Ja-

cobi e Cholesky, no entanto, ambos precisaram de um maior nimero de iteracoes
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para convergir do que o resultado sem pré-condicionador. Ja a decomposicao LU
mostrou-se muito eficiente, precisando de muito menos iteragoes para convergir do
que todos os outros pré-condicionadores. Para ser mais exato, em quase todos os
nimeros de onda, foi necessario nao mais que uma iteracao para a convergéncia.
Quanto ao residuo, mostrado na figura 3.6(b), observamos novamente uma maior
eficiéncia da decomposicao LU comparada as outras técnicas. A andlise da figura
3.6(c) comprova que para este exemplo, a decomposigao LU obteve melhor desem-
penho nao s6 quanto a qualidade da convergéncia, mas também quanto ao tempo
de processamento. Na figura 3.6(d), vemos no entanto que quando levamos em
consideracao o tempo gasto para a construgao dos pré-condicionadores, a matriz
sem pré-condicionador algum assim como a matriz com o pré-condicionador con-
siderado o mais simples (o de Jacobi), tornam o calculo mais rapido nos nimeros
de onda iniciais, cujos valores sao menores. Para os numeros de onda de maior
valor, observamos os pré-condicionadores de Cholesky e a decomposicao LU tendo
um melhor desempenho, sendo que a decomposicao LU apresenta menor variagao
quanto ao tempo de processamento, e maior eficiéncia para ser construido quando

aumentamos o numero de onda.

3.6 VALIDACAO NUMERICA #2: DIPOLO ELETRICO PROXIMO A INTER-
FACE ENTRE DOIS MEIOS CONDUTIVOS

Aqui mostraremos os resultados obtidos com a modelagem utilizando o dipolo
elétrico horizontal em um modelo condutivo igual ao da se¢ao anterior. Para a fonte
direcionada ao longo do eixo positivo da componente y, devido a variacao da condu-
tividade entre os meios, campos elétricos serao excitados tanto na direcao horizontal
quanto na vertical. Comparamos entao as componentes in line dos potenciais e
campos elétricos analitico e numérico excitados numa regiao préoxima e paralela a

. . ~ 1 , 1.
interface entre os meios. Neste exemplo, a formulagao 22D completa é utilizada,
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apesar da natureza 1D do perfil condutivo do modelo como mostrado na figura
3.7. Esta mesma formulacao também pode ser usada em problemas com multiplas

camadas.

Figura 3.7: Perfil de condutividade no grid nao-uniforme.

Consideramos um dipolo elétrico horizontal de comprimento dl = 16.5m locali-
zadoem z=0ex; = —165 e y =0, com [y = 1A e frequéncia f = 1hz em um grid
2-D nao-uniforme com maior refinamento préximo a interface.

Para a validacao de nossos resultados, comparamos as solu¢oes numéricas dos
potenciais vetor e escalar secundarios com suas equivalentes analiticas, cujo desen-
volvimento pode ser encontrado por exemplo em HOWARD (2011), as quais sao

dadas pelas seguintes expressoes

. Zuofodl

Ay(y) ym

/ [a;ﬂ(A)ewnw + a;—><A)e—W] To(Ap)AdA (3.39)
0

ir dy n a2
Hn <—>(A)e—iuw] Jo(Ap)AdA (3.40)

olodl & [ | T
A(y) = M—/ [b(ﬂ()\)ew"x + bﬁl_)()\)e_’“"x _ Wm0 giune +
0
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(§]
—ipolodl [ . . .
bs(y) = M/ [kin(aﬁ)ew”+a£f)e’”‘”x)—i—iun)\z(bgf)e’“"”—
47 0
+b,<;>e—iuﬂx)] Ji(Ap)dX (3.41)
_ —iU1 Tt
onde Iy = e (3.42)
(M + n2)ua
aP'n) = 0
_ (K — Ky)e
pO 0y = UKL~ K
1Y) 2K + K>)
B0y = 0
com
Uy =\ k2 — N2
© U; U5
= Kj=—,  j=12
WHo 01

onde 7; é a admitancia intrinseca em Q' e K a impedéancia em Q. A definigao dos
coeficientes a,, e b, acima sao restritas ao problema com apenas uma interface. As
figuras abaixo mostram os resultados para os potenciais Asy(y), Asz(y) e ¢s(y).

As figuras 3.8, 3.9 e 3.10 mostram resultados numéricos que se aproximam dos re-
sultados analiticos, como mostra o grafico de diferenca relativa entre as curvas. Neste
procedimento numérico, utilizamos a decomposicao LU para precondicionarmos a
matriz esparsa e utilizamos o gradiente biconjugado para a resolugao do sistema
linear. Para o cdlculo numérico da transformada inversa de Fourier, utilizamos a in-
tegragao no plano complexo (SILVA; REGIS; HOWARD, 2014; HOWARD; SILVA,
2014), que é adequada em problemas onde temos grandes espagamentos horizontais
entre transmissor e receptor, nos quais os integrandos sao altamente oscilatérios.

Fizemos muitos testes utilizando este mesmo exemplo, nos quais variamos os
parametros do grid, da integracao numérica, da decomposicao LU e do gradiente

biconjugado, buscando o resultado mais otimizado possivel.
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Figura 3.8: Comparacao da componente A, do potencial vetor analitico (curva continua)

e numérico (curva tracejada).

A decomposicao LU mostrou-se o melhor precondicionador para este problema

dentre os que foram testados. Variamos os valores de drop tolerance, que é uma

medida que define a magnitude dos elementos que vao ser descartados na montagem

das matrizes LU, e conseguimos bons resultados quando utilizamos valores préximos

de 1077 para esta medida.

Uma vez com os resultados dos potenciais vetor e escalar, a obtencao do campo
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Figura 3.9: Comparacao da componente A, do potencial vetor analitico (curva continua)

e numérico (curva tracejada).

elétrico se da através das equagoes (2.6) e (2.9) para a componente y

E)(y) = iwAy(y) + ——— 2,

foo(x) 9y

0¢s(y)

onde realizamos uma derivada numérica para o calculo do termo oy

O resultado numérico obtido para o campo elétrico £, é comparado com a solugao

semi-analitica deste problema. O desenvolvimento de sua expressao pode ser encon-

trado novamente em HOWARD (2011).
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Figura 3.10: Comparagao do potencial scalar analitico (curva continua) e numérico (curva
tracejada).

wpolodl =1 [ 2/ () iunx (=) j—iupz
T | ), e e +

i N2 (b e — b e )] T (Ap)dA +

E,(x)

oo
+ / iun A2 (B gt — p{) e 1) Jo (A p) AdA (3.44)
0
onde os coeficientes a,, e b, sdo os mesmos de (3.42).
A figura 3.11 mostra a comparagao entre os resultados analitico e numérico para o
campo elétrico. Nos dois graficos do topo, temos as componentes reais e imaginérias
das solucgoes, e os dois graficos inferiores mostram a magnitude do campo elétrico

e a diferenca relativa entre os dois resultados. Notamos novamente que a solucao é
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Figura 3.11: Comparagao do campo

numérico (curva tracejada).
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continua) e

menos precisa nas regioes proximas as bordas, devido a dificuldade de aproximagao

das derivadas e também devido a maior distancia entre pontos do grid nessas regioes.

Na regiao central, onde temos maior refinamento do grid, os resultados sao mais

precisos e podemos notar diferencas relativas menores que 5%.
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4 O METODO DE DIFERENCAS FINITAS COM
MALHA NAO-ESTRUTURADA

O uso de malhas estruturadas ou cartesianas é bastante comum na resolucao de
equacoes diferenciais parciais pois facilitam o calculo das derivadas numéricas e sao
extremamente faceis de serem geradas (FRANKE; BORNER; SPITZER, 2004). No
entanto, tais facilidades contrastam com uma séria limitacao dessa técnica quando
aplicada em problemas realisticos, que é o tratamento das regices de fronteira de
geometrias curvas. Ao utilizar a malha estruturada, o delineamento de qualquer
geometria curvilinea fica limitada pelos nds do grid, isso faz com que a geometria
seja aproximada por uma série de “degraus” (figura 4.1), o que inevitavelmente

introduz erros na definicao da geometria e também na solug¢ao do problema.

Figura 4.1: As malhas estruturadas tornam menos flexivel a tarefa de delinear geometrias
complexas.

O uso de malhas estruturadas também possui outra desvantagem, que esté rela-

cionada com o refinamento do grid. Nao é possivel confinar o refinamento do grid
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em um determinado local. Ele é mantido mesmo em regides desnecessarias, como
pode ser observado em todas as malhas estruturadas do capitulo anterior, o que
acaba desperdicando consideravelmente recursos computacionais.

Métodos como o de Elementos Finitos e Equacoes Integrais sao muito populares
em areas como Fisica e Engenharias por serem bastante flexiveis e versateis, em parte
devido a habilidade desses métodos em usar malhas adaptativas. No entanto, esses
métodos sofrem sérias limitagoes em eficiencia quando aplicados em problemas com
grande nimero de varidveis (FERNANDEZ; KULAS, 2004). Malhas adaptativas sao
bastante apropriadas nos casos onde a solucao calculada varia amplamente dentro
do dominio do problema ou quando temos geometrias que nao se ajustam no grid
regular, que é o caso da maiorias dos problemas geofisicos.

Na literatura, podemos encontrar alguns problemas onde se utiliza o método de
Diferengas Finitas com malhas adaptativas. Em WANG; PRZEKWAS; LIU (2002)
¢ desenvolvido um método que utiliza um grid cartesiano adaptativo, isto é, um
grid estruturado que adapta seu refinamento de acordo com a estrutura que se
deseja delinear ou com a fisica do problema. Neste caso, o problema de refinamento
em areas desnecessarias é resolvido, mas o delineamento das geometrias continua
limitado pelo padrao estruturado do grid.

Em FERNANDEZ; KULAS (2004) o método de Diferencas Finitas ¢ usado com
uma malha de elementos triangulares nao-estruturada na resolugao de um problema
eletromagnético de geometria simples. Nele, as expressoes para as derivadas de
primeira e segunda ordem sao dadas em termos dos valores nos nés da vizinhanca
de cada ponto do grid, aproximadas por um polinomio de segunda ordem ajustado
nesses pontos. As expressoes das derivadas sao dadas a partir das derivadas do
polinomio ajustado como uma combinacao linear usando os coeficientes do préprio
polinomio.

A flexibilidade dos grids nao-estruturados e a facilidade de implementacao do
método de Diferencas finitas parece ser uma combinacao bastante poderosa. O

maior desafio no entanto, é a obtencao de expressoes que possam aproximar satis-
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fatoriamente as derivadas que surgem em nossos problemas.

Dentre os métodos baseados no ajuste de fungoes a partir do valor da funcao
nos nds, destaca-se a técnica das Fungoes de Base Radial (com siga em inglés RBF
de Radial Basis Functions), cuja precisao e eficiéncia como interpolador sao ampla-
mente discutidas por exemplo em TOLSTYKH; SHIROBOKOV (2003), KANSA;
CARLSON (1995), PIRET (2007), WRIGHT (2000) e HARDY (1971). Abaixo,
faremos uma breve descricao desta técnica e mostraremos os resultados de alguns
testes que fizemos afim de justificar o seu uso no calculo das derivadas numéricas de

nosso problema.

41 O METODO DAS FUNCOES DE BASE RADIAL (RBF)

O método RBF é uma das ferramentas primarias na interpolacao de dados mul-
tidimensionais espalhados. Sua forma simples e a precisao com que consegue apro-
ximar fungoes tornaram o método particularmente popular (WRIGHT, 2000). O
método RBF é uma versao generalizada do método Multiquadrico (MQ), desenvol-
vido por HARDY (1971) para a construgao de uma fungdo continua que represen-
tasse a superficie de um determinado relevo a partir de medidas esparsas e irregu-
larmente espalhadas de dados topograficos. A principal caracteristica do método
Multiquadrico é que o interpolador é uma combinacao linear dos deslocamentos de
uma funcao base, a qual depende apenas da distancia Euclidiana do seu centro.
Essa fungao base é portanto radialmente simétrica em relagao ao seu centro, carac-
teristica que d4 nome ao método. A sua generalizacao ¢ feita utilizando como funcao
base outras fungoes radiais como por exemplo a quddrica inversa, a multiquadrica

inversa, a gaussiana, etc (PIRET, 2007). O método RBF é definido como se segue:



CAPITULO 4. O METODO DE DIFERENCAS FINITAS COM MALHA NAO-ESTRUTURADA 65

Tabela 1: Exemplos de fungoes radiais.

Tipo de funcao base ¢(r)(r > 0)
Gaussiana e’
Quadrica Inversa I +(1€T)2
Multiquéadrica Inversa l JFI(ET)Q
Multiquédrica 1+ (er)?

Definigao 4.1.1. (O método RBF) Dado um conjunto distinto de pontos {z;}7_,

e valores correspondentes { f; }’]7:1 nesses pontos, o interpolador RBF é definido por

s(x) = ZM@S(HJJ—%II), (4.1)

onde ¢(r), r > 0 é uma fungao radial, n é o niimero de pontos vizinhos mais o ponto
central, e || - || denota a norma Euclidiana. Os coeficientes \; sdo determinados
através da condicao s(x;) = f;, j = 1,...,n, sendo f; o valor da fungdo em cada

um dos n pontos, o que leva ao seguinte sistema linear simétrico:

oo — ) ol —wal) o ol —aal) | [ M ] [ 5]
Sl =ail) olles—zal) - ollea=all | | 2 | | S|
| 6l —21l) $llen—aal) - Slza—aal) | | M | | S ]

De acordo com MICCHELLI (1986), a escolha adequada de ¢(r) em (4.1) garante
que a matriz em (4.2) seja incondicionalmente nao-singular e assim o método RBF
possua solugao tnica. Alguns exemplos de ¢(r) que levam a solugbes tunicas sao
dados na tabela 1. O parametro ¢ presente nas expressoes das funcoes radiais é
um parametro livre que controla o formato das funcoes, tornado-as mais ou menos

suaves. Por hora, o assumiremos como um valor fixo, real e nao-negativo
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4.2 COMPARACAO DE PRECISAO DAS RBF’s

Nesta secao, avaliamos o desempenho do método RBF na aproximacgao de uma
funcao teste 1-D com alto grau de oscilacao e irregularmente amostrada. Compara-
mos os resultados obtidos para cada umas das func¢oes bases da tabela 1 e também
com os resultados obtidos com o uso de uma funcao base linear e outra polinomial.
A figura 4.2 mostra o resultado de nossa comparagao. Na subfigura 4.2(a) temos a
aproximacao do interpolador linear, cuja funcao base na verdade é constituida por
um polinomio de primeiro grau, sendo esse o tipo de interpolagao mais simples que
podemos ter. Nela obsevamos a grande dificuldade desse interpolador em aproximar
a func¢ao, gerando uma diferenga relativa a fungao teste bastante alta. A precisao da
interpolacao linear é bastante dependente da distribuicao das abscissas dos pontos
amostrados, sendo maior quando essas abscissas sao regularmente espacadas. Na
subfigura 4.2(b) temos a aproximagcao do interpolador que usa uma fungao polino-
mial como funcao base. Apesar de nao mostrarmos todos os testes feitos, experi-
mentamos polinomios de varios graus na tentativa de ajuste da curva, no entanto
esse tipo de interpolacao mostrou-se completamente ineficiente quando o dado apre-
senta elevada oscilagao. Testes realizados em dados mais suaves mostraram-se mais
satisfatérios. Nas subfiguras 4.2(c),(d),(e) e (f) temos respectivamente as aproxi-
macoes das RBF’s com as fungoes bases multiquédrica, gaussiana, quédrica inversa
e multiquadrica inversa. Observamos que todas elas produziram resultados bas-
tante aproximados, com precisao de algumas ordens de grandeza abaixo do que a
dos dois primeiros resultados. No entanto, analisando o grafico de diferenca relativa
das aproximacgoes, notamos um desempenho consideravelmente superior do método
quando utilizado com a funcao base gaussiana, produzindo um resultado bem mais
aproximado que o das outras fungoes bases. Em virtude desses resultados, optamos

pela fungao gaussiana como fungao base na formulagao do método RBF associado

ao nosso problema de equacoes diferenciais, o qual discutiremos adiante.
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Figura 4.2: Comparacao das aproximacoes obtidas pelo método RBF quando aplicado
com diferentes funcoes bases.
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4.3 APROXIMACAO DAS DERIVADAS UTILIZANDO AS RBF’s E QUADRA-
TURA DIFERENCIAL (RBF-DQ)

A maneira mais conveniente de se calcular derivadas numéricas é aquela base-
ada na expansao em séries de Taylor, como por exemplo, o esquema de diferencas
centrais (SPALDING, 1972), o qual utilizamos no capitulo anterior para definirmos
os operadores de derivadas de primeira e segunda ordem. No entanto, quando a
aplicacao do método de Diferencas Finitas é extendido para a solugao de problemas
com derivadas de ordens maiores, o método fica facilmente comprometido tanto pelo
mal condicionamento dos sistemas a serem resovidos (FORNBERG, 1981) quanto
pela diminui¢ao da precisao dos cédlculos (SQUIRE; TRAPP, 1998). Outras pes-
quisas abordam o uso de interpolacao na estimativa dessas derivadas. Dentre essas
formulagoes, temos por exemplo a interpolagao polinomial (SLAZER, 1964) e a for-
mulagao através de polinomios de Hermite e Lagrange (CIARLET; RAVIAT, 1972;
GASCA; MAEZTU, 1982). No entanto, esses métodos sdo usados apenas com grids
estruturados, logo nao seriam opcoes adequadas, uma vez que nossas simulagoes
envolvem dominios irregulares, como ja foi discutido.

Na secao anterior, vimos que as fungoes de base radial ou RBF’s sao bastante
apropriadas em problemas de interpolacao e podem ser adotadas eficientemente em
esquemas de aproximagao de funcoes. Agora, queremos explorar um outro tipo de
aproximacao, que é a aproximagao das derivadas de uma funcao através do método
RBF. Para isso, partiremos da abordagem proposta por WU; SHU (2002), na qual a
aproximacao das derivadas é dada por uma quadratura diferencial que usa fungoes
de base radial como fungao teste (RBF-DQ). Este método nos da a possibilidade de
obtermos a derivada de dados que estejam irregularmente distribuidos ou espalhados,

tal como numa malha nao-estruturada.
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Defini¢ao 4.3.1. (RBF-DQ) Em SHU; YEO (2003) este método é chamado de
local RBF-D(@), uma vez que ele escolhe um sub-grupo de pontos do dominio os
quais atuarao como pontos de suporte para a aproximacao em um determinado
ponto. Assim, a formulacao de aproximacao das derivadas se da através da definicao

abaixo.

8x(m Z/\ 'f(x;), i=1,2,---,N (4.3)

i
sendo N o numero global de pontos do dominio e N; o niimero de pontos locais
usados como nés de suporte da aproximacgao. O indice i refere-se a numeragao global
dos pontos enquanto que o indice j refere-se a numeragao local, m é o indice referente
a ordem da derivada da aproximacao e \;; sao os coeficientes-peso, estimados da
mesma maneira que os coeficientes \;, na definicao 4.1.1.

Introduzindo as fungdes de base radial como funcao teste na expressao (4.3),
temos a substituicao do termo f(z) por ¢(r;), sendo r; = ||z — z;|| a norma Eu-
clidiana das coordenadas cartesianas do sistema e ¢(r;) uma funcdo de base radial.
Assim, podemos montar um sistema como em (4.2), e os coeficientes \;; podem ser

estimados por:

2 (r1)
At ¢1(7”1) ¢1(7’2) ﬁbl(TNL) 8x<m)l
() b1
Aio || da(r)  dalr2) o @a(rwy) 6@;33:5))1. (4.4)
(M) (7
vy | [ o) owg(ra) e o () || D]

comi=1,2--- N.

Exemplo 4.3.1. Neste exemplo, queremos mostrar como o procedimento descrito
acima pode ser aplicado na aproximacao da derivada de uma funcao. Para isso, es-

colhemos a funcao de base radial gaussiana (GA) como fungao teste para a obtencao
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dos coeficientes \;; da equacao (4.4), cuja formulacao é dada da seguinte maneira:

2,.2

¢(rj) =e =" (4.5)

onde r; denota ||z — z;|| que é a norma Euclidiana das abscissas do sistema e ¢ é

o parametro livre que mencionamos anteriormente, conhecido como parametro de

suavidade.
A derivada da funcao teste, expressa por % na equagao (4.4) pode ser
substituida por
a¢(r) 2 —g2p2
8—; = —2c"(x —x;)e ° T, (4.6)

que ¢é a derivada da funcao gaussiana.

Substituindo as expressoes (4.5) e (4.6) em (4.4), teremos entao um sistema linear
com Np, equacoes. A solucao desse sistema nos da os coeficientes \;; que relacionam
a funcao base com sua derivada. Uma vez estimados, estes coeficientes podem ser
usados diretamente na equacao (4.3), que é a quadradura diferencial que dara a
aproximacao que (ueremos.

A figura 4.3 mostra o resultado da aplicagao do procedimento descrito acima na
aproximacao da derivada de uma funcdo f(x) em comparagao com o resultado obtido
quando utilizamos o método tradicional de diferencas centrais no mesmo conjunto
de dados, tomados em um grid 1-D. Na figura 4.3(a) temos as aproximagoes obtidas
quando utizamos um conjunto de abscissas as quais foram amostradas regularmente
no dominio da funcdo, e na figura 4.3(b) o resultado quando utilizamos abscissas
irregularmente amostradas.

Como podiamos esperar, o resultado obtido com as RBF’s é bem mais preciso
que o obtido com diferencas centrais, principalmente quando temos uma distribuigao
irregular dos dados, onde o método de diferencas centrais da forma que utilizamos é
completamente inaproriado. Uma das razoes para isso ¢ a ordem de precisao desses

métodos. Através da andlise da expansao em séries de Taylor que define a expressao
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Figura 4.3: Derivadas numéricas e analitica da fungao f(z) = % + % + 0.5 calculadas
em (a) Grid Regular, e em (b) Grid Irregular, através dos métodos RBF-DQ) e Diferengas
Finitas Centrais.

de diferencas centrais, temos que esse método possui uma taxa de convergéncia
O(Ax)% J4 o método RBF com a funcao gaussiana converge muito mais rapido,
na forma O(e="st/22*)(FORNBERG; FLYER, 2005). Além disso, as formas tra-
dicionais de diferencas finitas sao tipicamente obtidas através da diferenciacao de
interpoladores polinomiais, que ¢é o procedimento subjacente quando utilizamos com-
binagoes lineares dos valores de uma funcao para aproximar sua derivada. Outro
fator que influencia a precisao dos resultados é a quantidade de nds de suporte que
utilizamos nas aproximacoes. Por sua definicdo, o método de diferencas centrais
toma os pontos que estao imediatamente ao redor de onde queremos a derivada, so-
mando assim dois nés de suporte no exemplo 1-D. Ja no método RBF temos maior
liberdade em escolher quantos nés vao ser usados na estimativa da derivada. No
exemplo em questao, para o calculo da derivada em cada ponto, utilizamos todos
os outros nos do dominio, o que possibilitou uma aproximacao com precisao bas-
tante elevada. Um resultado interessante foi obtido quando fizemos a aproximacao
através das RBF’s no grid regular alterando-se a quantidade de nés de suporte.
Percebemos que a curva gerada aproximava-se cada vez mais da curva obtida com

o método de diferencas centrais a medida que a quantidade de nés de suporte era
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diminuida, e uma solugao bastante aproximada quando utilizamos exatamente dois
nos de suporte para o seu calculo, o que remete a afirmacao de que os métodos mais

tradicionais de diferenciacao numérica também sao baseados em interpolacoes.

4.4 ESCOLHA ADAPTATIVA DO PARAMETRO DE SUAVIDADE

Algumas das fungoes de base radial, incluindo a funcao gaussiana, possuem em
suas definicoes o parametro ¢, chamado de parametro de suavidade. O valor desse
parametro influencia basicamente o formato das funcoes, alterando o seu grau de
decaimento. Valores menores de £ correspondem a fungoes bases mais planas ou

amplas. O limite onde temos ¢ — 0 é chamado de “limite plano” (FASSHAUER;

ZHANG, 2000), pois € = 0 corresponde a uma funcao base constante.

Figura 4.4: Funcao gaussiana calculada para valores diferentes do parametro de suavidade
€

Até aqui, assumimos para € um valor real positivo, e apesar de o termos definido
anteriormente como um parametro livre, a mudanca desse parametro obviamente
leva a uma aproximacao diferente através das RBF’s. Existe uma vasta literatura
sobre a definicao do parametro de suavidade, entretanto, em muitos trabalhos, o
parametro é definido através de tentativa e erro ou alguma outra maneira ad hoc.
Dentre as técnicas utilizadas na definicao do parametro de suavidade, destaca-se
aquela introduzida por TSENG; SHEN; YOUNG (2009), na qual é feita uma anélise
residual do método RBF-DQ para a decisao do parametro que otimiza a aproximagao
das derivadas no grid. No entanto, SHEN; TSENG; YOUNG (2012) afirmam que

este método possui uma desvantagem, que é a de utilizar o mesmo parametro para
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todas as derivadas e propoem uma maneira alternativa na escolha do parametro e,
na qual nos baseamos para a formulacao de nosso problema.

Através dos resultados de nossos testes ou mesmo intuitivamente, podemos ob-
servar que o valor de um ¢ adequado esta bastante relacionado com a distancia entre
os pontos onde as fungoes bases sao definidas. Assim, a utilizacao de um mesmo ¢ se-
ria inapropriada ou menos efetiva em um dominio onde temos distancias irregulares
entre esses pontos, como é o caso dos nés em uma malha nao-estruturada.

Com isso, introduzimos em nosso problema uma maneira alternativa de se definir
o parametro de suavidade, a qual considera a configuracao de cada sub-grupo de
nos utilizados na aproximacgao das derivadas, tornando a escolha de € um processo
adaptativo. Para demonstrar este procedimento, tomemos por exemplo um dado
sub-grupo com Ny, pontos do dominio global, onde teremos um sistema linear como
em (4.4), com Ny, equagdes e Ny, coeficientes );; a serem estimados. O valor de ¢
permanece constante dentro do dominio de cada sub-grupo, isto é, para cada ponto
do dominio sera relacionado um determinado € e o método para se obté-lo é através
da caracteristica da soma dos coeficientes A;; de cada sub-grupo de pontos. Para
analisarmos essa caracteristica, tomamos a expressao da quadratura diferencial da

derivada de primeira ordem de uma fungao f(z) como exemplo:

of (x Al
R M (47)

Partindo das propriedades das derivadas, assumimos que para uma funcao teste
de valor constante f(z), a aproximagao da derivada de primeira ordem acima deve
definitivamente satisfazer %(xx) = 0. Portanto, torna-se evidente que a soma dos
coeficientes \;; deve satisfazer ) A;; = 0. O residuo da soma dos coeficientes é dado

pela expressao

R(e) = ’ > oA (4.8)

Dessa forma, a determinacao do parametro de suavidade que melhora a aproxi-



CAPITULO 4. O METODO DE DIFERENCAS FINITAS COM MALHA NAO-ESTRUTURADA 74

macao da derivada em cada subgrupo de pontos fica sujeita a minimizacao do residuo
acima, ficando em nosso critério apenas a escolha do intervalo de valores do qual e
sera determinado.

Apesar de termos obtido bons resultados através do procedimento mostrado
acima, outras técnicas mais elaboradas podem ser usadas na determinagao do parametro
de suavidade. A escolha do melhor ¢ para as aproximacoes de fungoes através das
RBF’s é um tema muito vasto e que ainda estd em aberto, de acordo com as re-

feréncias que consultamos sobre este assunto.

45 O METODO RBF-DQ EM MALHA NAO-ESTRUTURADA

A extensao do método RBF-DQ para problemas em duas dimensoes requer antes
de tudo a construcao de uma malha computacional 2-D. Para isto, utilizamos o
gerador de malhas nao-estruturadas Distmesh2D apresentado por PERSSON (2005).
Este gerador de malhas é constituido por um algoritmo muito eficiente, capaz de
delinear geometrias especificadas por fungoes ou representacoes implicitas em duas
ou trés dimensoes, proporcionando a estruturacao de malhas de alta qualidade.
O algoritmo produz um output com os valores das coordenadas de cada nd, assim
como a informagao de conectividade entre eles, compondo uma malha triangular com
elementos o mais equilateros possivel, o que é uma propriedade bastante desejavel
dentro da nossa formulacao. A partir dos dados de geracao da malha, é definido
um parametro ¢ que mede a qualidade do grid, através da relagao entre o raio do
maior circulo inscrito (multiplicado por dois) e o menor circulo circunscrito em cada
elemento triangular da malha. Mais explicitamente, se a, b e ¢ sao os lados de um

triangulo, o seu parametro de qualidade ¢ é dado por:

2Tinsc . (b+C_a>(C+CL—b)<CL+b—C)

Teire abe

q= (4.9)

Um triangulo equildtero possui ¢ = 1, e um triangulo degenerado, com area zero,

possui ¢ = 0 (figura 4.5). Qualitativamente falando, se os triangulos da malha forem
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estatisticamente de alta qualidade, o sistema matricial resultante provavelmente
ficara melhor condicionado. Aumentamos a densidade de nés préximo as fronteiras
dos meios em funcao da distancia dos nés a fronteira. A fixacao de pontos na malha
também pode ser previamente definida, e os seus posicionamentos sao fielmente
garantidos pelo algoritmo.

Uma vez que a malha nao-estruturada é estabelecida, e seguindo a metodologia
das RBF’s descrita nas segoes anteriores para o problema 1-D, precisamos entao
ajustar uma superficie gerada por uma funcao radial em cada um dos pontos desse
grid, tendo para isso ajuda de pontos vizinhos ao ponto onde queremos estimar as

derivadas numéricas, como esquematizado na figura 4.6.

Qualidade do grid
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Figura 4.5: Qualidade da malha nao-estruturada.

Como foi visto no capitulo 2, as equagoes que regem o comportamento dos cam-
pos e potenciais que queremos estudar possuem derivadas de primeira e segunda
ordem. Dessa forma, queremos avaliar o desepenho do método RBF-DQ na apro-
ximacao dessas derivadas quando utilizamos o grid nao-estruturado. Abaixo te-
mos as expressoes das derivadas de primeira e segunda ordem da funcao gaussiana
o(r) = e=° necessérias na resolucao do sistema para a estimacao dos coeficientes

da quadratura diferencial que aproximara o valor dessas derivadas.
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Figura 4.6: Exemplo de malha nao-estruturada obtida com o algoritmo Distmesh2d e
esquema de escolha de pontos de suporte para o calculo das derivadas pelas RBF’s.

agg_g) = 22w —ay)e ="

e =

% = 21 — 28%(x — ;)Y ="

| i e (410

sendo 7 = \/(z — x;)2 + (y — y;)*

A expressao em quadratura diferencial da derivada de uma funcao, sugere que o
valor dessa derivada é nada mais que a combinacao linear dos valores dessa funcao
em um determinado dominio, e essa combinacgao é estabelecida através apenas dos
coeficientes da quadratura diferencial. Através disso, podemos montar os operadores
de derivadas usando os valores desses coeficientes. Vale ressaltar que a determinagao
do operador em si nao depende dos valores da funcao que queremos derivar e sim do
tipo de funcao base e do grid que estamos utilizando. A figura 4.7 mostra como os

coeficientes locais das quadraturas gaussianas sao distribuidos na matriz global de
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7

nos de um determinado grid, gerando o operador de derivada do método RBF-DQ.

0 20 40

60 80
nz = 924

Figura 4.7: Exemplo de grid nao-estruturado com 132 nds, e distribuicao dos coeficientes
A no operador de derivada desse grid. Os pontos azuis representam os valores nao-nulos da
matriz, os quais somam nz = 924, sendo o valor 1322 = 17424 o niimero total de elementos

da matriz.

Abaixo temos uma descricao das etapas que compoem o procedimento para o

calculo dos potenciais através da metologia RBF-DQ.

Defingédo da
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Montagem
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Figura 4.8: Descricao das etapas realizadas pelo algoritmo para o calculo dos potenciais

eletromagnéticos.
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Exemplo 4.5.1. Para avaliarmos a performance do método RBF-DQ em malhas
nao-estruturadas, utilizamos a funcao peaks do MATLAB®? (figura 4.9) e as ex-
pressoes analiticas de suas derivadas de primeira e segunda ordem para comparar-
mos com as aproximagoes por nés obtidas. Computamos as derivadas numéricas de
primeira e segunda ordem utilizando o método RBF-DQ, o método tradicional de
diferencas centrais, e também usando o procedimento onde interpolamos a fungao
que queremos derivar para um grid uniforme e estruturado, e em seguida, utili-
zando as expressoes de diferencas finitas centrais para as derivadas de primeira e
segunda ordem, geramos as aproximacoes de suas derivadas, as quais sao novamente
interpoladas para o grid nao-estruturado. Finalmente, comparamos cada um desses
resultado com o seu correspondente analitico através da diferenga absoluta entre
eles.

A figura 4.10 mostra que, apesar de o método de diferencas centrais ter ge-
rado resultados razoaveis, ele ainda é bem menos preciso que o obtido pelo método
RBF-DQ no célculo das derivadas de primeira ordem, como podemos constatar
através da diferenca absoluta das solugoes. Ja na figura 4.11, notamos que o resul-
tado obtido através de diferencas centrais no calculo da derivada de segunda ordem
em grid estruturado, continua gerando um resultado aparentemente razoavel, mas
quando submetidos a interpolacao para o grid nao-estruturado, torna-se completa-
mente comprometido e impreciso, enquanto o método RBF-D(@Q continua a gerar

bons resultados, com diferenca absoluta relevantemente superior que a dos outros.

Virios outros testes foram realizados afim de calibrarmos nossos algoritmos e
avaliarmos sua estabilidade e precisao. Com respeito a estabilidade, podemos di-
zer que ela é uma questao a ser tratada com atencao quando se utiliza o método
RBF-DQ. Apesar da nao-singularidade das matrizes que geram os coeficientes ser

garantida para as fungoes de base radial que apresentamos, nao importa a dimensao

1©2013 The MathWorks, Inc. MATLAB and Simulink are registered trademarks of The
MathWorks, Inc. See www.mathworks.com/trademarks for a list of additional trademarks. Other
product or brand names may be trademarks or registered trademarks of their respective holders.
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Figura 4.9: Funcao Peaks.

e nem como os nos estao espalhados, o nimero de condigao dessas matrizes tende
a aumentar conforme aumentamos o numero de pontos utilizados nas quadraturas,
dificultando, ou mesmo tornando impossivel a estimativa dos coeficientes. A es-
tabilidade do método também depende dos parametros de suavidade das funcoes.
Parametros de suavidade com valores muito baixos tornam as fungoes radiais muito
planas, fazendo com que os termos das quadraturas diferenciais fiquem linearmente

dependentes e o sistema linear mal-condicionado.

O uso do método RBF-DQ também afeta diretamente o custo computacional.
Como o método necessita da escolha de pontos de suporte para a aproximacao
das derivadas, é evidente que uma escolha mais densa desses pontos provocara um
aumento do custo computacional, pois os sistemas a serem invertidos para cada
subgrupo de nés ficarao nao apenas maiores, mas também com um pior condiciona-
mento. Por outro lado, o algoritmo do método é o mesmo para qualquer que seja a
dimensao de nosso dominio, isto é, a complexidade do processo nao aumenta com o
aumento da dimensao, o que é uma vantagem bastante notavel do método RBF-DQ

usado em conjunto com as malhas nao-estruturadas.
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Figura 4.10: Comparagao das derivadas de primeira ordem da funcao peaks obtidas com o
método RBF-DQ e com diferencas centrais em grid estruturado e através de interpolacao

entre grids.
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Figura 4.11: Comparacgao das derivadas de segunda ordem da fungao peaks obtidas com o
método RBF-DQ e com diferencas centrais em grid estruturado e através de interpolagao

entre grids.
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5 RESULTADOS

Neste capitulo, mostraremos os resultados obtidos através de nossa metodologia
quando aplicada na resolucao de problemas de modelagem geofisica caracterizados
por geometrias curvilineas. Os dois primeiros resultados servem para validarmos
nossa técnica, onde estimamos a resposta eletromagnética de um modelo constituido
por um corpo de simetria cilindrica imerso em um background homogéneo, excitado
por dois tipos de fontes eletromagnéticas. No caso mais simples, temos a solugao
do potencial elétrico gerado a partir da injecao de corrente galvanica préximo a
superficie cilindrica. Ja no segundo caso, temos a resposta eletromagnética do
meio quando excitado por um dipolo elétrico. Desenvolvemos as solugoes semi-
analiticas para esses dois problemas e as comparamos com os seus respectivos re-
sultados numéricos. Em seguida, mostramos dois exemplos de aplicacao da técnica
desenvolvida neste trabalho em um problema de carater mais realistico, mais es-
pecificamente, em um problema relacionado ao método geofisico marine controlled-
source electromagnetic (mCSEM), onde modelamos os campos gerados a partir de
seu uso. O mCSEM ¢ um método geofisico que vem sendo cada vez mais utilizado
na exploragao e mapeamento de hidrocarbonetos em regioes oceanicas, e o desenvol-
vimento de técnicas que possam contribuir na melhoria dos procedimentos ligados
ao seu uso é um dos interesses de nossa pesquisa. Uma descricao mais detalhada

deste método é dada nas proximas segoes deste capitulo.



CAPITULO 5. RESULTADOS 83

5.1 VALIDACAO NUMERICA #3: FLUXO DE CORRENTE GALVANICA
PROXIMO A UMA SUPERFICIE CILINDRICA

Assim como na secao 3.3, mostraremos aqui a modelagem do potencial gerado
pelo fluxo de corrente elétrica entre dois meios com diferentes condutividades, mas
dessa vez utilizando o método RBF-DQ e considerando um modelo condutivo carac-
terizado por uma superficie de geometria cilindrica, infinita na direcao z, inserida
em um meio homogéneo, como mostrado na figura 5.1. Refinamos o grid nao-
estruturado na interface entre o cilindro e o meio exterior onde o potencial elétrico
secundario varia mais rapidamente. Essa variacao é devida ao fluxo de corrente
elétrica entre dois eletrodos colocados proximos a superficie do cilindro. Para este
problema, utilizamos a formulagao eletromagnética 2-D que é reduzida apenas para
o potencial escalar elétrico, uma vez que no regime DC os termos ligados a indugao

eletromagnética sao nulos.

Modelo Condutivo

2500 1
2000 0.9
1500 08
1000

10.7
500

— 10.6

E, 0 G (S/m)

= 105
-500

10.4
~1000
~1500 0.3
2000 0.2
2500 0.1
-2000 1000 0 1000 2000
x[m]

Figura 5.1: Modelo de condutividade para o problema DC em grid nao-estruturado.
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O desenvolvimento da solugao semi-analitica para este problema é baseado nas
equagoes de conservacao da densidade de corrente elétrica J(x) e na Lei de Ohm,
que relaciona a corrente de condugao induzida e o campo eletrostético E(x). As
equacoes para os potenciais elétricos priméario, secundario e no interior do cilindro

sao dadas pelas expressoes

w(O)(X) = ; eimb f_oooo an(Kz)In(|Kz|p<) Kn(|KZ|p>) eiKZdQ%’
Pl (x) = eind [ V(K. |p)e™ ==, p<b, (5.1)
PO = e [ (KK (K lp)e S p 2 b,

Os coeficientes a,,, b, € ¢,, assim como o desenvolvimento completo dessas solucoes
podem ser encontradas no apéndice A desta tese, na descricao dada por HOWARD

(2013a).

Linhas Equipotenciais, S. Anlt Diferenga Relativa (%)

.
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2000 4
1500} 1
1000 - 1

5001 1

ot 4

y[m]
y [m]

-500 1

-1000 1

-1500 1

-2000 1

X [m]

Figura 5.2: Representacao das superficies equipotenciais em modelo com cilindro condu-
tivo em meio homogéneo, e a diferenca relativa entre as solugoes numérica e analitica do
potencial elétrico total.
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Figura 5.3: Comparagao das solugoes numérica e analitica do potencial elétrico total para
o0 modelo com cilindro condutivo em meio homogéneo, considerando um valor fixo de
x = 290 m.

Através dos resultados da figura anterior, podemos analisar o desempenho do
método RBF-DQ na resolucao de equacgoes parciais diferenciais, como as que apa-
recem na expressao do potencial elétrico escalar. A figura 5.3 compara a parte real
das solucoes numérica e semi-analitica assim como seus valores de magnitude, onde
podemos notar um bom grau de concordancia entre as solugoes. A parte imaginaria
para este problema é nula. Assim como no método tradicional de Diferencas Finitas,
a metodologia através das RBF’s também possui um desempenho inferior quando a
solucao ¢ calculada préximo dos limites do dominio, onde as derivadas sao estimadas
com menos precisao, devido a limitagao imposta pelas bordas do grid, que prejudica

na escolha dos pontos ao redor de onde se deseja a aproximacao. O grafico de dife-
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renca relativa entre as solucoes na figura 5.3 quantifica a aproximacao entre ambas,
indicando um desempenho bastante satisfatério do método. Na figura abaixo temos

a solucao numérica para o potencial secundario em todo o dominio do grid.

@_ numérico ®_numérico _5
s s 10
2500 "
25
x107°
2000 5
, ' 1500 15
1000 1
500 % 3 0.5 v
0 —
E 0 0
1 >
-500 -0.5
~1000 -1
-1500 18
-2
—2000
-1000 0 25
-2000 _2000 -2500
vl xim] -2000 -1000 0 1000 2000

x[m]

Figura 5.4: Solugao numérica do potencial elétrico secundario para o modelo com cilindro
condutivo em meio homogéneo vista por dois angulos diferentes.

5.2 VALIDACAO NUMERICA #4: DIPOLO ELETRICO PROXIMO A UMA
SUPERFICIE CILINDRICA

Mostramos agora o resultado obtido com a modelagem utilizando o dipolo elétrico
com o modelo condutivo do cilindro infinito em meio homogéneo. Posicionamos o
dipolo proximo a superficie do cilindro, direcionado ao longo do eixo positivo ¥, o
que excitara campos tanto nas direcoes horizontal quanto na vertical do grid. Com-
paramos as solucoes numérica e analitica da componente in line! do campo elétrico

E, tomadas numa regiao paralela a direcao do dipolo elétrico e também préxima

lChamamos de componente in line as medidas tomadas ao longo do eixo do dipolo elétrico, onde
o campo é puramente radial.
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ao cilindro. Este constitui um exemplo 2.5-D e a formulacao eletromagnética com-
pleta é utilizada para a solucao dos campos, isto é, teremos o acoplamento entre as

componentes do vetor potencial magnético e o potencial escalar elétrico.

Modelo Condutivo
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-1000

-1500

—2000
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-2500
—2500 -2000 -1500 -1000 -500 0 500 1000 1500 2000 2500
x [m]

Figura 5.5: Modelo de condutividade para o problema do cilindro excitado por um DEH
(seta dupla) em grid nao-estruturado. A linha tracejada indica o local onde os campos
foram tomados para comparacao.

Neste exemplo, consideramos o modelo condutivo da figura acima, onde o raio
do cilindro é de 300m e esta localizado exatamente no centro do grid. A fonte ele-
tromagnética opera na frequéncia de 1Hz e encontra-se aproximadamente a 1000m
da superficie do cilindro. Para validacao dos resultados, comparamos as solugoes
numeéricas do campo elétrico secundario F, ao longo do eixo y para um valor fixo
de x = —400m, com a solugao semi-analitica desse problema, cujo desenvolvimento
é apresentado por HOWARD (2013b) e pode ser encontrado no apéndice B.

Assim como no procedimento numérico da secao 3.6, utilizamos a decomposicao
LU para o precondicionamento da matriz esparsa que ¢ gerada devido ao acopla-
mento dos potenciais calculados, e para a solugao desses sistemas, adotamos, da
mesma forma que anteriormente, o gradiente biconjugado, embora testes com ou-
tros solvers, em especial os que resolvem os sistemas de maneira direta, tenham

indicado que é possivel obtermos melhores resultados e de forma mais rapida, o
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Figura 5.6: Comparacao das solugoes numérica e analitica da componente FE, do campo
elétrico secundério para o modelo com cilindro condutivo em meio homogéneo.

que constitui um dos passos seguintes de nossa pesquisa. Comparamos novamente

as componentes real e imaginaria das solugoes obtidas, assim como seus valores de

magnitude, fase e diferenca relativa entre ambas, como mostradas na figura 5.6. Ob-
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servando a figura acima, notamos um elevado nivel de concordancia entre os graficos
de cada solugao, exceto nas regioes préoximas das bordas do dominio, devido as li-
mitagoes em se aproximar as derivadas e pelo menor refinamento do grid nessas
regioes. Adicionalmente, temos que, a formulacao eletromagnética que utilizamos,
nos da as solugoes numéricas dos potenciais escalar elétrico e vetor magnético, e para
a obtencao do campo elétrico, precisamos associar esses dois potenciais através da
expressao Eés)(y) = z'wAgf)(y) — 8%—;”. Note que é necessario o célculo da derivada
do potencial escalar no segundo termo do lado direito da equagao do campo E,, e
esse calculo é feito numericamente pelas aproximacoes através do método RBF-DQ),
utilizando o mesmo operador de primeira derivada ja estimado para o calculo dos
potenciais. Vemos entao que a tarefa de obtencao das componentes dos campos é
mais delicada e suscetivel aos erros de precisao provenientes das aproximacoes que
adotamos, no entanto, obtivemos resultados bastante satisfatorios e consideravel-
mente superiores quando comparados com os obtidos através da técnica tradicional
de diferencas finitas, como mostrado na figura 5.8, onde temos as solugoes numéricas
do campo E, in line para um modelo semelhante ao descrito no exemplo anterior (fi-
gura 5.7), mas calculadas tanto no grid estruturado quanto no grid nao-estruturado,

plotadas juntamente com a solucao semi-analitica deste problema.

Grid ndo-estruturado

Grid Estruturado

500

21000 -500 0 500 1000 = 21000 -500 0 500 1000

x [m] x[m]
Figura 5.7: Modelos de condutividade para a comparacao das solugoes do campo elétrico
calculadas nos grids estruturados e nao-estruturados, para o problema do DEH proximo
a superficie cilindrica.
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Figura 5.8: Solucoes da componente E, do campo elétrico total calculadas nos grids estru-
turado e nao-estruturado, comparadas com a solucao semi-analitica para DEH préximo a
superficie cilindrica.

Os resultados para o exemplo do dipolo elétrico em um meio 2-D sao gerados
através da resolucao de um problema com um nivel muito maior de complexidade,
que depende do acoplamento de potenciais vetores e escalares, gerando um sis-
tema linear extenso, com matrizes bastante esparsas cujo condicionamento ¢é facil-
mente afetado pelos parametros do grid. No entanto, a implementacao das malhas
nao-estruturadas aliada ao método RBF-DQ mostrou-se extremamente eficiente em
sua tarefa, promovendo uma resolugao com baixo custo computacional e bastante

estavel, dando-nos confianca para o aplicarmos em problemas mais praticos.
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5.3 O METODO mCSEM

Para exemplificarmos a aplicacao de nossa metodologia em um problema geofisico
real, apresentamos o mCSEM, que é o método de exploracao geofisica no qual ba-
seamos nossa pesquisa. Abaixo, é dada uma breve descricao e algumas referéncias

sobre este método.

o1

Figura 5.9: Esquema de levantamento geofisico através do método mCSEM.

O marine controlled-source electromagnetic (também conhecido como Sea Bed
Logging - SBL), é uma técnica que pode ser utilizada na deteccao e caracterizacao
de hidrocarbonetos presentes em reservatérios localizados usualmente em regioes de
aguas profundas (EIDESMO et al., 2002). Consiste em uma fonte mével do tipo
dipolo elétrico horizontal, transportada proximo ao assoalho marinho no qual se
encontra um arranjo de receptores de campos eletromagnéticos como mostra a figura
5.9. Outros tipos de fontes podem ser usadas, como o dipolo elétrico vertical ou o
dipolo magnético horizontal, e.g. EDWARDS (2005), no entanto, o dipolo elétrico
horizontal apresenta uma série de vantagens praticas e tedricas, sendo o tipo de fonte
mais utilizada pela industria atualmente (CONSTABLE; SRNKA, 2007). O dipolo
transmissor emite um sinal de baixa frequéncia que se propaga tanto na dgua quanto
nos sedimentos abaixo dela, sendo em seguida captado pelos receptores. A fase e
a amplitude deste sinal dependem da condutividade elétrica do subsolo oceanico.

A exploragao através do mCSEM baseia-se no contraste de condutividade existente
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entre o ambiente geolégico marinho e os reservatorios saturados de hidrocarbonetos
possivelmente presentes nesses locais.

Nos exemplos mostrados ao longo desta pesquisa, as configuragoes dos modelos
condutivos, assim como a escolha das fontes eletromagnéticas e os regimes indutivos
nos quais elas atuam, foram baseados nos procedimentos e nos ambientes relaciona-
dos ao mCSEM. Os dois exemplos a seguir, mostram como a utilizagao de malhas
nao-estruturadas pode contribuir na modelagem de certas caracteristicas que podem

estar presentes nos problemas envolvendo o mCSEM.

5.4 MODELAGEM mCSEM: CORPO RESISTIVO 2-D

Primeiramente, consideramos um modelo constituido por dois semi-espacos se-
parados por uma interface plana, onde o meio superior representa o mar, de con-
dutividade 3,33 S/m, e o meio inferior representa os sedimentos sub-oceanicos, de
condutividade 1 S/m. Inserido nos sedimentos, temos a presenga de um corpo bidi-
mensional retangular, infinito na dire¢ao z representando um reservatério contendo
hidrocarbonetos, a uma profundidade de 1000 m em relagao ao fundo do oceano, e
resistividade 0.01 S/m, com dimensoes conforme mostrados no esquema da figura

5.10.

Mar o = 3.33S/m

DEH
0 = 150m ]
-2000 0 2000
1000 [ ] ] Hc100m, o = 0.01 S/m

Sedimentoso = 1.5/m

Figura 5.10: Esquema do modelo mCSEM com corpo resistivo 2-D.

Seguindo a configuracao de modelo do mCSEM, temos um dipolo elétrico hori-
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zontal a uma distancia de 50 m do fundo oceanico operando numa frequéncia que
normalmente varia de 0.25 Hz a 1 Hz. Consideramos o mar bastante profundo, de
forma que os efeitos causados pela interacao dos campos incidentes com a interface
entre o mar e o ar possam ser desprezados. Em problemas onde temos a camada
oceanica menos profunda, o resultado dessa interacao é um campo que se difunde
em direcao ao fundo oceanico, excitando as estruturas ali presentes, principalmente
nas regioes de maior offset, onde os dados obtidos podem apresentar bastante al-
teracoes. Este efeito é comumente chamado de Airwave, e sua intensidade depende
da profundidade e da condutividade elétrica do oceano, assim como da frequéncia
da fonte. Entretanto, em MIRANDA; REGIS (2012), é mostrado que em profundi-
dades oceanicas superiores a 2000 m, a influéncia da Airwave nos levantamentos do
mCSEM pode ser considerada desprezivel, mesmo nos dados de maiores offsets.

A figura 5.11 apresenta duas malhas, as quais foram utilizadas para o calculo
da solucao deste problema. A da esquerda é a malha nao-estruturada, utilizada na
solugao obtida através do método RBF-DQ que queremos avaliar, e a da direita é
a malha estruturada com elementos triangulares usada pelo método de elementos

finitos, o qual também utilizamos para o calculo da solucao deste problema.

1 x 10
—-10000
-0.5
-5000
E
0 >
0
0.5
5000
1
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1 15
X [m] X 104 x [m] N 104

Figura 5.11: Malhas usadas pelo método RBF-DQ e pelo método de Elementos Finitos
repectivamente, para a modelagem do mCSEM 2.5-D. A malha nao-estruturada (esquerda)
é composta por 4.400 nés e a malha estruturada (direita) composta por 14.700 nos.
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Na figura 5.12 temos a comparacao das solucoes da componente in line do
campo elétrico secundario E, tomadas no fundo oceanico e calculadas através de
dois métodos diferentes, o método RBF-DQ e o método de Elementos Finitos em
malha estruturada e nao-uniforme. Chamamos de background o resultado obtido
para o modelo sem o corpo resistivo. Comparamos magnitude e fase das solugoes,
onde podemos observar boa concordancia entre os resultados para o modelo com o
corpo resistivo, indicando que o método RBF-DQ ¢é adequado para a modelagem
do mCSEM em tais condigoes. Os resultados do campo elétrico para esse modelo
sao bastante comuns na literatura e também sao uma boa forma de validarmos o
nosso cédigo. Os resultados obtidos com o método de Elementos Finitos podem ser

obtidos, por exemplo, através de LI; KEY (2007).

Magnitude Fase

T T T T

Background Background

EF secundario EF secundario
O  RBF-DQ secundario O  RBF-DQ secundario

Graus

—-8000 -6000 -4000 -2000 0 2000 4000 6000 8000 10000 —-10000 -8000 -6000 —-4000 —2000 0 2000 4000 6000 8000
x[m] x[m]

Figura 5.12: Comparacao de magnitude e fase da componente E, do campo elétrico se-
cundario obtidos através do método RBF-DQ e do método de Elementos Finitos para
modelo do mCSEM 2.5-D.

Adicionalmente, apresentamos os resultados para o campo elétrico quando uti-
lizamos um modelo composto por mais de uma camada, como mostrado na figura
5.13. Neste exemplo, testamos a sensibilidade do método RBF-D(Q para um corpo
resistivo localizado em um meio de camadas, sendo uma delas com resistividade igual
ao do corpo. A fonte eletromagnética permaneceu com as mesmas configuracoes do

exemplo anterior. As figuras a seguir mostram os modelos condutivos usados e os
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resultados para magnitude e fase do campo elétrico secundario nas diferentes con-

figuragoes de modelo, sendo o modelo de background constituido apenas de dois

meios eletricamente heterogéneos e sem o corpo bidimensional.
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Figura 5.13: Modelos condutivos para o problema do mCSEM sem corpo bidimensional
(esquerda) e corpo bidimensional (direita) em meio com mais de uma camada, plotados

na malha nao-estruturada.
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Figura 5.14: Comparacao de magnitude e fase da componente £, do campo elétrico se-
cundario obtidos através do método RBF-D(Q para o modelo mCSEM 2.5-D em um meio

estratificado.

Ainda considerando o modelo para mCSEM com corpo resistivo 2-D, avaliamos

agora a influéncia do formato deste corpo na solucao do campo elétrico. Para isso,
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utilizamos os modelos condutivos da figura 5.15, onde temos a mudanca no for-
mato do reservatoério de um modelo para o outro, passando de um corpo retangular
para um corpo eliptico, ambos com dimensoes aproximadas. A representacao de
reservatorios de hidrocarbonetos através de geometrias retangulares parece pouco
realista, além de promover possiveis alteragoes nos campos, fazendo com que dis-
toem das respostas obtidas no procedimento exploratério. O uso das malhas nao-
estruturadas torna possivel o delineamento mais curvilineo dos reservatorios, o que

pode gerar uma melhora na qualidade dos dados modelados.

Modelo Condutivo, Corpo Retangular Modelo Condutivo, Corpo Eliptico
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-1000

2
o [S/m]
1.5

1000

x[m]

2000

05 3000

4000
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Figura 5.15: Modelos condutivos para o problema do mCSEM 2.5-D com corpo retangular
(esquerda) e corpo eliptico (direita), plotados na malha nao-estruturada.

A figura 5.16 mostra os resultados obtidos para os modelos com corpo retangular
e corpo eliptico, os quais encontram-se a 1000 m abaixo de fundo oceanico. Os dois
corpos possuem uma largura maxima de 2000 m e altura maxima de 300 m (para o
corpo eliptico, esses valores correspondem respectivamente aos eixos maior e menor
da elipse). Nesta primeira situagao, consideramos um dipolo elétrico operando a
uma frequéncia de 0.25 Hz posicionado a 50 m acima do fundo oceanico na coor-
denada y = —2000m. Como referéncia, é mostrado também o resultado para o
modelo de background, caracterizado pela auséncia do reservatorio. No grafico de
magnitude, podemos notar uma leve discrepancia entre as curvas correspondentes

aos corpos retangular e eliptico exatamente na regiao onde os receptores encontram-

2
o [S/m]
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Figura 5.16: Comparagao das magnitudes e fases da componente £, do campo elétrico se-
cundario obtidos através do método RBF-DQ para modelo do mCSEM 2.5-D considerando

variacao no formato do corpo resistivo a uma frequéncia de 0.25 H z da fonte transmissora.
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Figura 5.17: Comparagao das magnitudes e fases da componente £, do campo elétrico se-
cundario obtidos através do método RBF-DQ para modelo do mCSEM 2.5-D considerando

variagao no formato do corpo resistivo a uma frequéncia de 1 Hz da fonte transmissora.

se sobre o corpo resistivo. Entretanto, essa diferenca parece ser pouco relevante

quando comparada aos resultados do grafico de fase, onde a diferenga entre as cur-

vas desses modelos é bastante notavel. Ja a figura 5.17 mostra os resultados para

esses mesmos modelos, mas com a fonte trasmissora operando a uma frequéncia

de 1 Hz. Nesse exemplo, podemos observar diferencas bastante relevantes entre as

curvas dos modelos, tanto no grafico de magnitude quanto no de fase. No grafico

de magnitude, temos uma maior amplitude do campo relacionado ao modelo com
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corpo retangular em comparagao com as outras curvas, e no grafico de fase, podemos
observar uma diferenca mais marcante entre as curvas, quando comparadas com as
do exemplo anterior, quando usamos a frequéncia de 0.25 Hz. Isso indica que apro-
ximagoes mais grosseiras no formato dos corpos pode causar perda de informacao

relevante no procedimento de modelagem.

5.5 MODELAGEM mCSEM: BATIMETRIA

A variagao da topografia do fundo oceanico é algo que afeta bastante os dados
obtidos com levantamentos usando o mCSEM, devido ao grande contraste entre as
condutividades da agua do mar e dos sedimentos abaixo dela. Modelamos a resposta
do campo elétrico em modelo batimétrico 2-D usando nossa metodologia com malha
nao-estruturada e comparamos os resultados com os obtidos utilizando a técnica tra-
dicional de diferengas finitas com malha estruturada. O nivel de influéncia dos efeitos
da batimetria depende de varios fatores, como por exemplo, a frequéncia de trans-
missao da fonte eletromagnética, a condutividade dos sedimentos sub-oceanicos, a
geometria entre fonte e receptor, e naturalmente, o grau de suavidade dessa ba-
timetria (LI; CONSTABLE, 2007). Entretanto, queremos avaliar aqui apenas os
possiveis efeitos que podem ocorrer com o uso de malhas nao-estruturadas no deli-
neamento das estruturas batimétricas. Para isso usamos os modelos simplificados da
figura 5.18 para obtencao das solugoes do campo elétrico secundario, que mostram
como definimos a superficie batimétrica em termos da condutividade elétrica nos
grids estruturado e nao-estruturado respectivamente. Consideramos uma elevagao
de 400 m do fundo oceanico entre 0 e 1000 m na diregao y, e posiocionamos o di-
polo elétrico a uma distancia de 100 m acima do fundo oceanico, em y = —500 m.
As figuras 5.19 e 5.20 mostram os resultados da modelagem da componente £, do
campo secundario in line para o modelo do grid estruturado e nao-estruturado.
Consideramos a solugao do campo F, secundério em modelo sem batimetria como

referéncia, caracterizado por uma interface plana entre mar e sedimentos ao longo
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da coordenada x = 0, a qual é plotada também em cada grafico de 5.19 e 5.20.

Batimetria, malha estruturada

Batimetria, malha ndo-estruturada

x[m]

800 80
-1000 -500 0 500 1000 1500 -1000 -500 0 500 1000
y [m] y [m]

Figura 5.18: Modelos condutivos para o problema com batimetria, definidos nas malhas
estruturadas (esquerda) e nao-estruturada (direita).
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Figura 5.19: Magnitudes do campo secundério F, para modelos com e sem batimetria na
malha estruturada (esquerda) e na malha nao-estruturada (direita).

Na figura 5.19, temos a comparacao das magnitudes dos campos calculados para
os modelos descritos nos dois tipos de malhas. Observando as curvas dos modelos
batimétricos, podemos notar que a influéncia da batimetria se dd com maior inten-
sidade nas regioes onde temos mudanca na inclinacao do fundo oceanico. Nesses
pontos, observamos uma consideravel variagao da magnitude nos dois modelos, en-

tretanto, essa variacao é substancialmente maior e mais aguda na curva referente



Graus

CAPITULO 5. RESULTADOS 100
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Figura 5.20: Fases do campo secunddrio E, para modelos com e sem batimetria na malha
estruturada (esquerda) e na malha nao-estruturada (direita).

a malha estruturada, enquanto que na curva referente a malha nao-estruturada,
como podiamos esperar, essa transicao ¢ mais suave e em nenhum ponto ultrapassa
o valor de magnitude da curva de referéncia, o que é bastante coerente, pois as
solugoes mostradas foram tomadas nas mesmas abscissas, fazendo com que pontos
posicionados sobre a inclinacao estejam mais distantes da fonte transmissora do que
os pontos sobre o fundo plano. Ja a figura 5.20 faz o mesmo tipo de comparagao
que a figura anterior, mas considerando a fase desses campos. Os resultados nos
mostram que, apesar de ser bastante distinguivel o efeito da batimetria, nao ha
diferencas relevantes nas fases desses campos que possam ser atribuidas ao uso de
grids diferentes.

Um aspecto importante que deve ser levado em conta é que, nos levantamentos
do mCSEM, os receptores encontram-se depositados no fundo do oceano, e portanto,
estao sujeitos a inclinagao causada pela batimetria local. Se um receptor encontra-
se numa regiao sem batimetria, ele medira as componentes horizontais do campo
elétrico. Mas se ele estiver na regiao com batimetria, ele medira as componentes do
campo elétrico ao longo da inclinacao (E)j). Em outras palavras, os receptores que
se encontram sobre a regiao com batimetria medirao componentes verticais desse

campo. Dessa forma, a componente horizontal medida pelo receptor em modelo
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com batimetria é dada por

E| = E, cos¢ + E, seng, (5.2)

sendo ¢ o angulo de inclinagao do receptor com respeito ao eixo y. Entao, a com-
ponente horizontal medida pelos receptores em modelos com batimetria, nao repre-
senta necessariamente a componente £,, uma vez que o resultado sofre influéncia
da componente F,, e esta também sofre influéncia da batimetria.

Temos ainda que, na malha estruturada, os receptores sobre a regiao com ba-
timetria vao apresentar exatamente o mesmo angulo de inclinagao, uma vez que a
inclinacao se da de forma abrupta e imediata para todos os pontos dessa regiao. Ja
na malha nao-estruturada, o valor de ¢ varia gradualmente, seguindo a inclinagao
mais suavizada e nao abrupta da batimetria, o que também justifica a caracteristica
mais suave do efeito da batimetria nesses modelos. A figura 5.21 mostra a variagao
do angulo ¢ dos receptores ao longo do fundo oceanico para os modelos utilizados

nesta secao.

Angulo receptor, malha estruturada Angulo receptor, malha nio-estruturada
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Figura 5.21: Variacao do angulo ¢ dos receptores ao longo do fundo oceanico para os
modelos com malha estruturada (esquerda) e malha nao-estruturada (direita).

Os nossos resultados mostraram que as diferencas observadas nas curvas dos
campos devido a utilizacao dos dois tipo de malhas aumentam de acordo com o

aumento do angulo de inclinacao da batimetria e portanto devem ser levadas em
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consideracao na interpretacao dos dados modelados, principalmente em situagoes

onde a batimetria é mais acentuada.
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6 CONCLUSOES E CONSIDERACOES

Neste trabalho, apresentamos o desenvolvimento utilizado para a modelagem
numérica das componentes do campo elétrico gerado por uma fonte transmissora do
tipo dipolo elétrico em ambientes condutivos. Partimos da definicao dos potenciais
vetor magnético e escalar elétrico, e utilizando a separacao dos sinais primério e
secundario e as suas transformadas de Fourier relativas a direcao onde a propriedade
fisica do meio é invariante, obtivemos as equagoes diferenciais parciais que governam
o comportamento dos campos no modelo 2.5-D.

Utilizamos o método de Diferencas Finitas para a estimativa dos potencias, as-
sim como dos campos os quais queremos avaliar, sendo necessaria para isso uma
completa discretizagao do dominio estudado, o que resulta em grandes sistemas li-
neares esparsos e acoplados. Testamos o uso de métodos iterativos para a resolugao
desses sistemas, passando primeiramente pelo método do gradiente conjugado, e em
seguida pelo método do grandiente biconjugado que mostrou-se mais adequado em
nossos problemas.

O pré-condicionamento das matrizes dos sistemas contribuiu para uma melhor
convergéncia das solugoes. Dentre os pré-condicionadores testados, a decomposi¢ao
LU mostrou o melhor desempenho. A eficiéncia de um determinado pré-condicionador
pode variar bastante de um problema para outro, e isso precisou ser tratado com
atencao dentro da nossa pesquisa. O ajuste adequado dos parametros de construgao
dos pré-condicionadores é de extrema importancia para o uso de métodos iterati-
vos, o que foi constatado nos exemplos que executamos, diminuindo drasticamente
a quantidade de iteragoes para a convergéncia das solugoes.

O método tradicional de Diferencas Finitas, o qual faz uso de malhas estrutu-

radas, mostrou certa limitacao quando aplicado em problemas de geometrias mais
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complexas, mais precisamente na tarefa de delineamento de estruturas irregulares
e curvilineas. Em virtude disso, introduzimos o uso das malhas nao-estruturadas,
que aliado a implementacgao relativamente simples do método de Diferencas Fini-
tas, promoveu uma significativa melhora na qualidade dos nossos resultados. A
utilizacao da técnica de aproximagcao de fungoes através do uso de funcoes de base
radial junto a técnica de quadraturas diferenciais, mostrou-se extremamente efi-
caz na estimativa das derivadas numéricas dentro do nosso problema. Avaliamos
a eficiéncia deste procedimento através dos resultados obtidos quando o utilizamos
junto a nossa formulagao eletromagnética, na resolucao de problemas de modela-
gem geofisica. Analisamos a componente horizontal in line da resposta do campo
elétrico em modelos condutivos de geometria cilindrica e a comparamos com as
solugoes semi-analiticas que desenvolvemos para estes problemas. Os resultados
mostraram-se bastante satisfatérios e superiores aos obtidos com o procedimento
através de malhas estruturadas.

Por fim, avaliamos o desempenho de nosso método em problemas voltados a
modelagem do mCSEM. Nossos exemplos mostraram que a mudanca na discre-
tizagao dos dominios pode afetar a resposta adquirida nos receptores. O uso das
malhas nao-estruturadas permitiu um delineamento menos grosseiro das estruturas
presentes nos modelos do mCSEM, promovendo mudancas significativas nos cam-
pos observados. Esses resultados indicam que o método que apresentamos para a
modelagem eletromagnética nesses ambientes, pode melhorar a qualidade dos dados
coletados, contribuindo na sua interpretacao.

Alguns desenvolvimentos que podem seguir a partir desta pesquisa incluem a
utilizagao de modelos condutivos mais complexos, como os utilizados na mode-
lagem do mCSEM em meios com varias camadas sedimentares, heterogeneidades
irregulares, presenca da Airwave com a utilizacao de modelos contendo a camada
de ar, e ainda anisotropia e inversao. Para a inclusao da Airwave, e ao mesmo
tempo reduzir a quantidade de pontos requeridos no grid, uma possivel extensao

seria a implementacao de alguma forma de condigao de fronteira absorvente, repre-
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sentadas por exemplo pelas “Absorbing Boundary Conditions” e pelas “Perfectly
Matched Layers” (CHEW; JIN; MICHIELSSEN, 1997). Podemos citar também a
extensao para problemas tridimensionais, para a qual se tornam necessarias algu-
mas mudancas na formulagao eletromagnética que apresentamos, como por exemplo,
a auséncia da transformada de Fourier dos potenciais auxiliares. Entretanto, essa
abordagem pode facilmente ser incorporada pela nossa metodologia de estimativa

de derivadas associada as malhas nao-estruturadas.
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APENDICE A

Solucao semi-analitica do potencial elétrico ¢ devido a um cilindro con-

dutivo em meio & fluxo de corrente galvanica.

A formulacao para a modelagem D.C. de corrente galvanica em meio resistivo

¢ baseada em duas equagoes, a da conservagao da densidade de corrente J(x), em
unidade de A/m”
V- J(x)) =0, (1)

e a outra é a Lei de Ohm, que relaciona a corrente de condugao induzida J(x) e o

campo elétrico estatico E(x), em volts/m

J(x) = o(x) B(x). 2)

Na equagao (2), o(x) é a condutividade elétrica, em unidades de S/m para
um meio isotropico. Para um fluxo de corrente D.C., o campo elétrico pode ser

computado pelo potencial escalar ¢(x) através da relagao

E(x) = ~Vi(x). (3)

Combinando estas trés equagoes, e notando que a corrente total no meio é dado

pela soma das correntes induzida e da fonte, resulta nas seguintes equagoes

V- (0(x) Vip(x)) = V- Js(x) . (4)

Partindo do desenvolvimento do potencial primario de um eletrodo de corrente
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pontual, com corrente Iy ampéres e localizado na origem do dominio formado por
um meio condutivo homogéneo de condutividade constante o,. Pela conservacao de
corrente e pela simetria esférica, temos que a corrente do eletrodo fluird radialmente
com amplitude
Iy
Jr=— (5)

4y’
sendo r a coodenada radial esférica. Desse modo, temos que o potencial primario

associado ¢p(x) é

YO) =

 Amogr’ (6)

Na préatica, este tipo de medida é tipicamente usada para o calculo da resis-
tividade aparente p,. Na modelagem resistivia galvanica, tradicionalmente usa-se
a resistividade ao invés da sua inversa, a condutividade. Usa-se também dois ele-

trodos, uma para injecao e outro para recepgao de corrente. Por superposigao, o

potencial incidente v;(x) é entao dado por

P (x) = O (x — %x3a/2) — ¥V (x + %x3a/2) . (7)

Na equagao (7), x é o vetor unitario que aponta para a diregao positiva de z
e os eletrodos de injecao e recepcao estao separados a uma distancia 3a no eixo
. Uma maneira comum de realizar medida de resistividade é através do arranjo
Wenner. Um cdlculo simples da diferenca de voltagem no arranjo Wenner V(x) =

Y@ (x 4+ %a) — D (x — %a), determina

V(x) = Z j}; . (8)

A resistividade aparente é definida como p, = V /Iy, e para o arranjo Wenner

fica
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pPo = 4ma % . 9)

Se o meio for homogéneo, a resistividade aparente é igual a resistividade do
meio. Para meios nao-homogéneos, é comum normalizar a resistividade aparente
pela resistividade onde encontra-se a fonte, o que ajuda na interpretagao dos dados
medidos em campo. Note que, se a resistividade ¢ medida na superficie do meio,
entao o fator 47 na equacao (9) se torna 2.

O problema agora resume-se em computar a resistividade aparente sobre uma
anomalia cilindrica de raio b, e resistividade p; localizada na origem dos eixos de
coordenadas, com o eixo do cilindro alinhado a direcao z, Devido as propriedades do
meio cilindrico serem independentes de z, a simetria 2.5-D pode ser obtida usando
a transformada de Fourier na coordenada z.

As condigoes de fronteira sao aplicadas na superficie do cilindro, que nas co-
ordenadas cilindricas (p, ¢, z) é definida como p = b, sendo p = (2 + y2)1/ e
¢ = arctan(y/z). E conveniente o uso da representacio Fourier-Bessel do potencial

primario, a qual é dada por

T 420,

O (x)

/ Ko(|K:|p) e dK. . (10)

sendo K a fungao de Bessel modificada de segunda espécie e de ordem 0 (ABRA-
MOWITZ; STEGUN, 1964), e zr a coordenada z dos eletrodos de corrente. Para

eletrodos do arranjo Wenner, usando as equagoes (7) e (10) obtemos

006 = o [ Kol Kln) = Kol lra)] €550 iz, ()

A2
Aoy J_o

no= (= 3af2 + )
o= (o +3a/2 + )
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A equacio (10) para o potencial primario ¥(?)(x) pode ser expandida usando o
teorema da adigao para fungdes de Bessel modificadas (ABRAMOWITZ; STEGUN,

1964), para obtermos a forma desejada

o0 00

Z nemen) / L(|K.|po) Ko(|K.|ps) eG-0)d R, . (13)

n—— —00

77D(O)

47T2 09

Na equagao (13), I,, e K,, sao respectivamente as fungoes de Bessel modificadas

de ordem n de primera e segunda espécies, sendo

p< = min(p,pr), (14)

p> = max(p,pr),
e (pr, ér, 2r) a posicio do eletrodo fonte. A representacio para ¥(?)(x) como dada
pela equagao (13) satisfazem as condigoes de fronteira na superficie do cilindro p =
b. Desse modo, os potencias primarios, secundario e no interior do cilindro, sao

definidos através de

vO(x) = e [ L(| K. |p<) Kn(|K-|ps) e G
P (x) = o [ L(| K. |p)e™=9f=  p<b, (15)
PO(x) = e 7 K, (K- |p)e™ ==, p>b,

onde os coeficientes b,(K.) e ¢,(K,) sdo determinados através das condigoes de
fronteira na superficie do cilindro e o coefiente do potencial primario a,(K,) é dado
por

Iy

n Kz - 7i(n¢T+KZZT). 16
o) = 52 (16)

As condicoes de fronteira na superficie do cilindro requerem que a componente
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tangencial do campo elétrico E, e a corrente normal J, sejam continuas. A ortogo-
nalidade com respeito as bases e e e'%=% dos trés potenciais definidos na equacao

(15) permite um correspondéncia entre seus termos, resultando na solucao

ba(I:) = an(KL) K (Qr)[L + F=E5=,

/ (17)
ea(K2) = an(K.) K, (Q) =20,
Na equacao (17), o determinante A é
A = 051, (Q)K,, () — 011, () E (). (18)
e os argumentos da fungao de Bessel sao
Q = |K.|b,
(19)

QT = |Kz| Pr -
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APENDICE B

Solucao semi-analitica dos campos E e H devido a um cilindro condutivo

excitado por um dipolo elétrico.

As equacoes de Maxwell em termos dos rotacionais para uma variacao temporal

e~ ™! sao dadas por

VxHX) = (0 —iweE([x)+ Ji(x), (20)
VxEXx) = iwuH(x).

Consideramos que a permeabilidade magnética p possui o seu valor no vacuo .
A geometria cilincrida do problema sugere o uso da transformada de Fourier para a

componente genérica A(p, ¢, z)

o (21)

Alp,¢z)= ) e /Oo AL (K, p)e

n=-—00
Nesta representagao, as equacoes de Maxwell (20) tornam-se, em coordenadas

cilindricas

BE,. —iKEy = iwpH,,,

e T 22)
SHn —iKHyy = 0B, +Jn,

@'Kﬁnp—% = 6En¢+jn¢7

LOeHe) _inf = 5B, + s
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A equagao (22) define a condutividade complexa como & = o—iwe. E conveniente
representar os campos do dipolo elétrico em coordenadas cilindricas em termos das
componentes axiais E,(p, ¢, z) and H,(p, ¢, z). Com isso, utilizamos as seis equagoes
em (22) para resolver para as componentes ¢ e p em termos da fonte e da componente

z dos campos, para obter

Eup = g [—iwno(%5e + Jug) ="K En]
Enp = 7% [iwuo(%’ H,, — jnp) + injgf} . (23)
Hoy = ZH[IK (F2H + ) + 5%22]
, = S[K (24T, + 20 8,].
A equagao (23) introduz a notagao
y= (k- K*"2, Im(y) >0 (24)

sendo k = (iwpued)'/?,  RI(k) > 0, o ntimero de onda intrinseco para o regime quasi-

estatico. Complementarmente as relagoes (23), o sistema acoplado (22) determina

dE,.. 3 1|2 ], 4 iKw J nkw j
wd(%u (w T ) + (w? =n?)E,, = 71 [w2 Inz + KT %(anP) o Jm} ’
df,,. § —w j inJ,, — 2Kw ]
oy (o) 4 07 = [ty indy -5
(25)

Note que os termos do lado esquerdo das duas equagoes diferenciais ordinarias
de segunda ordem em (25) sdo solugoes das equagoes de Bessel de ordem n para
a variavel radial independente w = yp. Os termos do lados direito sao conhecidos
como as fontes de corrente dos dipolos. O préximo passo € resolver estas equacoes
para cada uma das trés fontes dipolares independentes J,, J, e J, para um dipolo
localizado no ponto (pr, ¢r, 2r). As densidades de corrente do dipolo para uma

corrente Iy Amperes e comprimento infinitesimal d¢ sao definidas como
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Jo = 1odlo(z — 21)0(¢ — ¢r) 0(p — pr)/p,
Jo = IodLs(x— 22) (6 — 61) 6(p — pr) /o (26)
J. = 1odld(z — z7)6(¢ — &) 6(p — pr)/p-

A equagdo (26) d(z — 2zr) é a delta de Dirac. A andlise de Fourier dos campos

da fonte determina

Jnp = Hte ™ e (o —pr)fp,
g = Be e 6(p— pr)/p, (27)
e = Be T e IS (p— pr) fp.

Agora, vamos determinar as componentes axiais dos campos para todas as trés
polarizagoes da fonte. O caso mais simples para a solugao da equagao (25) é para o

dipolo orientado na direcao z. Neste caso, a forma apropriada da solucao é

Enz = An Jn(’YP) s p<pr,
Enz = Bn H?SU (’Yp) , P > Pr , (28)
H,. = 0.

nz

para os coeficientes ainda incognitos A, e B,,. As condic¢oes de contorno da fonte sao

que os campos da fonte sao continuos quando p = pr e as derivadas d% satisfazem

essas condigoes. Para isso, multiplicamos os dois lados das duas equagoes em (25)

por

wr+e
lim dw. (29)
e—0 wr—e w

e realizamos a integragao seguida pelo limite. Aqui, wr = ypr. Usando o Wronski-
ano para J, e HT(LI), temos a determinacao das componentes z dos campos do dipolo
alinhado a direcao z, dadas por

B = = [dbe o e Ko ] (yp) HY (7ps)

] (30)
%) — o,
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Note a adicao dos superindices nos campos da fonte para denotar a direcao
do dipolo. As outras polarizacoes da fonte sao mais dificeis de se obter, pois elas
envolvem derivadas da funcao delta de Dirac. A derivadas sao interpretadas através

de integracdo por partes, i.e., para € > 0 e assumindo f(z’) continua em 2’ = x,

/ ) = (). (31)

Usando a propriedade (31), e procedendo similarmente ao caso do dipolo na

direcao z, notando que agora H,. # 0, temos os resultados para o dipolo direcionado

em phi
B = el Iudle om0 ], (yp) Hi ().
HZY = =0 [ydle 0T e K7 ] (yp. ) Y (vp), p<opr, (32)

= S Dodbemr eI T (yp ) HD (yps) s p > prs

Uma anélise similar determina as expressoes para o dipolo na direcao p, i.e.,

B0 — el fqpe-iner o=iler  (yp ) HY (vp2), p < pr,
= L fodbemmor e T ] (yp ) Hy (vps), o> prs (33)
Hi” = b fodte™0r e ], (yp) HiD (p5)

Dada as representacdes dos campos da fonte para &%, H%? onde
B = &% Ju(1ea),

i (34)
HZY = HDD T, (ya)

e onde ¢ = p, ¢,z designa a orientacao da fonte, vamos resolver para as quatro
amplitudes S,Sigq),ﬁﬁff),ééi’”,’Hfi;‘”, para respectivamente as amplitudes interna e
secundaria dos campos, para um cilindro circular condutivo. Quando o dipolo estéa
fora do cilindro, a continuidade dos campos tangenciais E&?, {2, Eff(;f), I:ISQ’SQ) na

superficie do cilindro fornece as quatro equagoes
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EQD T (ypa) + ELV H (”(’y a)
HED T (aa) + HSD HY (y50)

%[—iwuwg(fﬂ%z’q o' (2
2 (2D Tu(aa) + XY HP (120)]
[—iwpon e Jo' (ma) —
[ 2B (HLD T, (raa) + HEED HY (7

G2 72(E00 1,/ (va) + ES? HY (720)]
F [ Tu(na) — G nE!

¢ wwl’_‘ 51\7"_‘ e

a) + HE? HY' (,

/
JT(LI) (71

a))—

ﬂg(iﬂ) Jr(zl) (VICL)} :
a))—

a))} .

Reescrevendo como equagao matricial, nos da

4
ZAijxj:biu i21,2,3,4,

j=1

para os coeficientes

v o= &7
T2 = sz’q)
vy = EEY
ra = HL
onde a matriz de coeficientes é
a9 0
Al 0 HY ()
SEHO () Y ()
| =20 () HEHD()

e os termos do lado direito sao

Y
)

Y

_Jn(Ql>

(1)
2T, ()

£V Tu(ma),
Hos? Tu(nia)

(35)
(36)
(37)
. -
—Jn (1)
“;ﬁ“’ T/ () .
m n(Ql) ]
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by = —c‘:ﬁg’q) Jn(Q2)7
by = —H2D (),

b3 == % H'ESZJQ) Jn,(QQ) + % gr(L%q) Jn(Q2) )
n 0, & 0,
by = SEHED T, () + ZELD T ().
A solugao formal da equagao matricial (36) para as amplitudes de campo externo

¢ dada por

&2 = Ni/(AAw),
S = No/(AAu),
N, = (AgsAys — AgoAyy)(b3A13A04 — biAgyAss — boA3Agy)—
(AggAgy — AgoAsy)(bgAi3Asy — biAgyAys — boAj3Ay),
Ny = (A13A31 — A11As3)(baA13A2s — b1AgyAys — boA3Ayy)
( )(b3A13A24 — b1AggAss — boAy3Asy),

(40)

e o determinante A = det(A) é dado por

A = (nKa)*(1/93% — 1/02)2 J2(Q)H" 2 (Q,)—
(Jo(2) Y (22) /9 — HO (23).7,/(2,) /) (41)
(ko) 1o () HY' (€02) /2 — () B (2).0, (90) /)

os argumentos da funcao sao definidos como

QG =va, 7=12. (42)

Para completar, os coeficientes do campo axial interno para p < a sao

EGY = (ERY () + EY HY () /Tu(Q),

. (43)
G0 = (H Ju(Q2) + HEY HD (99)) ) Tu(01).
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Os resultados explicitos para os coeficientes nao-axiais externos sao

sendo

Bl (K, p)
£15,0) (1)
Enp’ (K, p) _ RO Hn ,(72 p) 7 (44)
Hy" (K, p) HYY (32 p)
| (K p) |
Y ) —iwp 5,0) |
% Enz —’YQ 0 nz
—won 5,q) ﬁ(c/'S:Q)
B®) — V3P nz nz e inér o—ikKar (45)
—nK 9/59) =G £59)
’Y%P nz Y2 nz
inga ©5:4) iK /54)
L 73/)2 nz 72 Ha i
Similarmente, os campos nao-axiais internos sao dados por
EG (K, p)
ES&Q)(K )| _ g | mnp) | (46)
Hﬁfd’,q)K, ) W (71 p)
| (K, p) |
sendo
[ —an i) —iwpo 4/(10) ]
ip M nz
—wion ﬁ (4,9)
BW — e an Enz e~ indr —iKer (47)
—nK H 701 (c/'(%‘Z)
Vip ns'
ing (4,9) iK
e s
Assim temos, por exemplo, através da equagao (21)
dK
,q) K sz o 48
et o, (48)

E(SaQ) p,

e similarmente para as

D= e [T 8

n=—oo

outras componentes.



