‘l\VEWSlDADE RAL DO PAR
& - FEDE! o |

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
INSTITUTO DE EDUCACAO MATEMATICA E CIENTIFICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM EDUCACAO EM CIENCIAS E
MATEMATICAS

GEORGE CHRIST CARAVEO

O PROCESSO DE (RE)CONSTRUGAO E GESTAO DE ORGANIZAGOES
MATEMATICAS E DIDATICAS NO ESTUDO DE FUNGOES LOGARITMICAS
MEDIADO PELOS AMBIENTES PAPEL E LAPIS E INFORMATIZADO

BELEM — PARA
2014



GEORGE CHRIST CARAVEO

O PROCESSO DE (RE)CONSTRUCAO E GESTAO DE ORGANIZACOES
MATEMATICAS E DIDATICAS NO ESTUDO DE FUNCOES LOGARITMICAS
MEDIADO PELOS AMBIENTES PAPEL E LAPIS E INFORMATIZADO

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao
Programa de Pds-Graduacdo em Educacdo em
Ciéncias e Matematicas do Instituto de
Educacdo Matematica e Cientifica da
Universidade federal do Para, como requisito
parcial a obtencdo do titulo de Mestre em
Educacio em Ciéncias e Matematicas — Area de
Concentracdo em Educacdo Matematica —
Linha de Pesquisa em Percepcdo Matematica,
Processos e Raciocinios, Saberes e Valores.
Orientador: Prof. Dr. José Messildo Viana
Nunes.

Coorientador: Prof. Dr. Reginaldo da Silva.

BELEM — PARA
2014



Autorizo a reproducéo e divulgacéo total ou parcial deste trabalho, por qualquer meio
convencional ou eletrénico, para fins de estudo e pesquisa, desde que citada a fonte.

Dados Internacionais de Catalogacdo-na-Publicacdo (CIP)
Sistema de Bibliotecas da UFPA

Caraveo, George Christ, 1972-

O processo de (re)construcgdo e gestao de
organizacdes matemdticas e didaticas no estudo de
fungdes logaritmicas mediado pelos ambientes papel e
lédpis e informatizado / George Christ Caraveo. — 2014.

Orientador: José Messildo Viana Nunes;

Coorientador: Reginaldo da Silva.

Dissertacdo (Mestrado) - Universidade
Federal do Para, Instituto de Educacéo
Matemdtica e Cientifica, Programa de
P6s-Graduacdo em Educacdo em Ciéncias e
Matematicas, Belém, 2014.

1. Matematica - estudo e ensino. 2.
Matematica - ensino auxiliado por computador. 3.
Professores de matemdtica - narrativas pessoais.
4. Algebra - logaritmos. 5. Pratica de ensino.
I. Titulo.
CDD 22. ed. 510.7




GEORGE CHRIST CARAVEO DA SILVA

O PROCESSO DE (RE)CONSTRUCAO E GESTAO DE ORGANIZACOES
MATEMATICAS E DIDATICAS NO ESTUDO DE FUNCOES LOGARITMICAS
MEDIADO PELOS AMBIENTES PAPEL E LAPIS E INFORMATIZADO

Orientador:

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao
Programa de Pds-Graduacdo em Educacdo em
Ciéncias e Matematicas do Instituto de
Educagdo Matematica e Cientifica da
Universidade federal do Para, como requisito
parcial a obtencdo do titulo de Mestre em
Educag&o em Ciéncias e Matematicas — Area de
Concentracdo em Educacdo Matematica —
Linha de Pesquisa em Percepcdo Matematica,
Processos e Raciocinios, Saberes e Valores.
Orientador: Prof. Dr. José Messildo Viana
Nunes.

Coorientador: Prof. Dr. Reginaldo da Silva.

Prof. Dr. José Messildo Viana Nunes (IEMCI/UFPA — Presidente da Banca)

Coorientador:

1° Examinador:

Prof. Dr. Reginaldo da Silva (IFPA — Membro Externo)

2° Examinador:

Prof. Dr. Renato Borges Guerra (IEMCI/UFPA — Membro Interno)

AVALIADO EM:

Prof. Dr. Saddo Ag Almouloud (PUC/SP — Membro Externo)

/

CONCEITO:




DEDICATORIA

A minha esposa Lia, com amor, admiragdo e gratiddo por sua compreenséo, carinho, presenca

e incansavel apoio ao longo do periodo de elaboracdo deste trabalho.



AGRADECIMENTOS

A Deus por me acompanhar sempre.

Aos meus amados pais, irméos e familiares pelo apoio e confianga incondicionais.

Ao meu orientador, Prof. Dr. José Messildo Viana Nunes, pelo comprometimento, solicitude e

sébias orientagdes.

Ao meu coorientador, Prof. Dr. Reginaldo da Silva, pelas diversas contribuicdes desde meu
ingresso no PPGECM.

Ao Prof. Dr. Saddo Ag Almouloud, pelas contribuicfes que deram um carater mais amplo a

esta pesquisa.

Ao Prof. Dr. Renato Borges Guerra, pelo apoio e contribuicdes desde a apresentacdo de minha

pesquisa no GEDIM.

Aos meus amigos Adevaldo Janior, Jerley Dantas e Washington Rosario por compreenderem e

apoiarem minha trajetéria como pesquisador.

A0s meus amigos, com 0s quais ingressei no PPGECM, Alex Bruno, Aline Miranda, Dailson

Evangelista, Guilherme Moura e Raquel Régo pelo valioso apoio ao longo de minha pesquisa.

A Nice pela dedicacio para com minha familia nesta jornada.

Aos meus alunos por serem o0s maiores motivadores de minha atividade docente e em especial

aos sujeitos desta pesquisa.



RESUMO

Nesta pesquisa de cunho narrativo investiguei o processo de (re)construgdo e gestdo de
Organizacdes Matematicas e Didaticas no estudo de fungdes logaritmicas mediado por dois
ambientes. Este processo esta, de acordo com a Transposicao Didatica Interna, dividido em
dois momentos. No primeiro, caracterizado pela construgdo do “texto de saber”, no qual
exponho os fatores que influenciaram na construcdo da Organizacdo Didatica de minha
proposta e 0 segundo, marcado por colocar em acao estas praxeologias, construindo assim a
Organizacdo Matematica no qual reflito sobre a Organizacao Didatica e busco reconstrui-la.
Realizei um estudo relacionado a func@es logaritmicas, com alunos do terceiro ano do Ensino
Médio de uma escola particular, que consistiu no enfrentamento de uma tarefa em dois
ambientes: o papel e lapis e o informatizado. Analisando os resultados obtidos percebi que o
ambiente informatizado, ao proporcionar a interacdo dos estudantes com o modelo
computacional das funcdes logaritmicas, promoveu por um lado, condi¢bes favoraveis ao
aprendizado e por outro geraram restricdes, problemas que indicaram a necessidade de
(re)construcdes das OrganizacOes Matematicas e Didaticas. A teoria que permitiu minha
analise foi a Teoria Antropologica do Didatico, mais precisamente em torno das nocoes de
Transposicao Didatica Interna, Praxeologias, além de Condicdes e Restri¢oes.

Palavras-chave: Informéatica Educativa. Funcdes Logaritmicas. Teoria Antropologica do
Didatico. Transposicdo Didatica Interna. Praxeologias. Condicdes e Restrigcdes.



ABSTRACT

The aim of this narrative research was to investigate the process of (re)construction and
management of Mathematics and Didactic Organizations in the study of logarithmic functions
seeked by two environments. This process is, according to the Internal Didactic Transposition,
divided into two parts. In the first, characterized by the construction of the text Know, it is
exposed the factors that influenced the construction of the Didactic Organization of my
proposal; the second, scored by putting into action these Praxeologies , thus building
Mathematics Organization in which | reflect on the Didactic Organization and seek to rebuild
it. I conducted a study related to logarithmic functions , with students of the last year of high
school from a private school , which consisted in facing a task in two environments : the paper
and pencil and computerized . Analyzing the results | realized the computerized environment,
by providing the interaction of students with the computational model of logarithmic functions,
promoted on one hand, favorable conditions for learning and the other generated restrictions,
problems that indicated the need to (re)constructions of Mathematics and Didactic
Organizations. The theory that allowed my analysis were the Anthropological Theory of
Didactics, more precisely around the notions of Internal Didactic Transposition, Praxeologies,
Conditions and Restrictions.

Keywords: Educational Informatics. Logarithmic Functions. Anthropological Theory of

Didactics. Internal Didactic Transposition. Praxeologies. Conditions and Restrictions.
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INTRODUCAO

Durante o processo seletivo para o curso de mestrado do Programa de P6s-Graduacéao
em Educacdo em Ciéncias e Matematicas (PPGECM), do Instituto de Educacdo Matematica e
Cientifica (IEMCI), da Universidade Federal do Para (UFPA), apresentei um anteprojeto de
pesquisa relacionado ao estudo de fungdes logaritmicas. Este objeto matematico sempre se
mostrou fascinante a meus olhos, pois por um lado € de grande importancia para o curriculo
matematico escolar e por outro é fonte de dificuldades em seu processo de ensino e
aprendizagem, fato corroborado ao longo de minha experiéncia docente junto aos alunos, em
discussGes com colegas de area e por meio de minhas leituras de estudos cientificos. Tais fontes
de dificuldade sdo diversas como mostram os trabalhos de Karrer (1999), Ferrari (2001),
Oliveira (2005), Ferreira (2006), Rossi (2010), Merichelli (2010), Soares (2011), Santos (2011),
além de Cardoso e Franco (2012).

As bases legais dos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) indicam que o Ensino
Médio (EM) deve proporcionar a oportunidade de consolidar e aprofundar os conhecimentos
adquiridos no Ensino Fundamental; aprimorar o educando como pessoa humana; possibilitar o
prosseguimento de estudos; além de garantir a preparacao basica para o trabalho e a cidadania
(BRASIL, 2000, p. 9). No exercicio pleno desta, encontrei na Matriz de Referéncia do Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM) (BRASIL, 2011, p. 1) a necessidade do fortalecimento do
eixo cognitivo referente ao dominio de linguagens que compreende a utilizacdo da linguagem
matematica. Nesse sentido, destaco que o estudo de funcBGes pode contribuir na formacéo

matematica dos estudantes como afirma Eves (2008, p. 661).

O conceito de funcdo permeia grande parte da matemética e, desde as
primeiras décadas do século XX, muitos matematicos vém advogando seu uso
como principio central e unificador na organizacéo dos cursos elementares de
matematica. O conceito parece representar um guia natural e efetivo para a
selecdo e desenvolvimento do material de textos de matematica. Enfim, é
inquestionavel que quanto antes se familiarize um estudante com o conceito
de funcgdo, tanto melhor para sua formagdo matematica.

Chamo atencéo para a contribuicdo que o estudo das funcGes proporciona na relacdo dos
sujeitos com os fendmenos naturais presentes no mundo como indicam os Parametros

Curriculares Nacionais.

O estudo das fungdes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como a
linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relacdo entre grandezas e
modelar situa¢bes-problema, construindo modelos descritivos de fenémenos
e permitindo varias conexdes dentro e fora da propria matematica. (BRASIL,
2002, p. 121).
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Nesse sentido, concluo que o estudo das funcdes logaritmicas ganha, particular
importancia, pois estd associado a fendmenos naturais que possam relacionar duas grandezas
em que uma varia em progressdo geométrica enquanto que a outra, em progressdo aritmética.
Tais fungbes modelam inimeros fendmenos naturais, cientificos e sociais que relacionam: o
tempo e a populacdo de uma regido, o nivel e a intensidade sonora, o tempo e 0 montante no
regime de capitalizacdo de juros compostos, a intensidade de um terremoto e a energia liberada
por ele, a magnitude de uma estrela e a distancia de observacao, dentre outros. A importancia e
aplicabilidade destas fungdes é salientada por Almouloud (2011, p. 193).

A funcdo logaritmo é uma das no¢Ges mais importantes dentre as que integram
o curriculo do Ensino Médio. Ela tem varias aplicagdes em diversas areas de
conhecimento tais como a fisica, a quimica, a economia, a astronomia, 0 que
justifica sua manutencdo nas propostas curriculares de varios paises.

Entendo que o referido estudo também fortalece outro eixo cognitivo componente da
Matriz de Referéncia do ENEM, o de compreensdo de fendmenos (BRASIL, 2011, p. 1). O
desenvolvimento e fortalecimento deste eixo ao longo da vida académica dos alunos promove
um cidadao que, por exemplo, ao tomar conhecimento de uma noticia sobre terremotos, em um
telejornal ou outro veiculo de comunicacdo, compreende que 0 aumento de um ponto de
intensidade na escala Richter corresponde a um aumento dezenas de vezes maior na quantidade
de energia liberada, ou seja, um aumento relativamente pequeno na intensidade do terremoto
esta relacionado a um aumento significativo em termos de energia. Mais ainda, se 0 estudo das
funcbes logaritmicas proporcionar a compreensdo da relacdo entre a graduacdo na escala
Richter e a amplitude da destruicdo causada pelo terremoto, sera mais dificil que se fique
indiferente com as consequéncias provocadas por terremotos de diferentes intensidades. Deste
modo, temos no estudo deste objeto matematico uma grande valia na promoc¢édo de uma melhor

relacdo entre os cidaddos e 0 mundo no qual estdo inseridos.

Para que o professor de matematica possa proporcionar aos alunos tais relacdes com o
mundo, é necessario, ao longo do processo de estudo, propor tarefas' que ao serem realizadas
contribuem para a apropriacdo e desenvolvimento de nocgdes relacionadas a funcdo, e em
particular a funcdo logaritmica. Eis alguns exemplos de tarefas presentes no curriculo de
matematica do Ensino Médio, de funcbes logaritmicas, que extrai de uma colecdo de livros
aprovada pelo Plano Nacional do Livro Didatico? (PNLD) (BRASIL, 2012): construir o grafico

! Tarefas sdo expressas por um verbo. Por exemplo: determinar as raizes de um polinémio.

2 Programa governamental de aquisicdo de livros didaticos que evidencia a importancia dos mesmos para a
educacdo brasileira.
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de funcBes logaritmicas, confirmar caracteristicas de fungdes logaritmicas a partir de seu
grafico e lei de formacéo, identificar funcGes logaritmicas crescentes e decrescentes a partir de
seu gréfico e lei de formacdo, verificar a simetria entre os graficos de fungdes exponenciais e
logaritmicas, dentre outras (DANTE, 2011).

No enfrentamento destas tarefas, emergem muitas questdes que podem ser exploradas
no intuito de ampliar a compreenséo dos alunos: O que ocorre com uma das grandezas quando
a outra aumenta ou diminui e vice-versa? Qual a taxa de crescimento de uma das grandezas em
relacdo a outra? Como se comporta o grafico com a mudanca de um parametro da lei de
formacdo funcional? Quais os efeitos que tais mudancas acarretam em um determinado
fendmeno? etc. E mais, quando a relacdo entre duas grandezas de um determinado fen6meno
pode ser expressa algebricamente por uma funcdo logaritmica, o uso de um computador,
munido de um software educativo® grafico, cria um ambiente de visualizagdo e manipulagdo do
gréfico da funcdo logaritmica associada a uma lei de formacdo analitica que pode contribuir

para a compreensdo do fenbmeno em questéo.

Destaco que o uso de softwares educativos também € defendido pelos PCN de
Matematica (BRASIL, 1998, pp. 117-118) ao recomendarem que, no estudo de funcéo, ndo se
faca uma abordagem excessivamente formal desse conceito e sim; propor situacdes que levem
os alunos a construir nocdes algébricas pela observacao de regularidades em tabelas e gréaficos;
a investigar padrdes, tanto em sucessdes numéricas como em representacdes geométricas e
identificar suas estruturas, construindo a linguagem algébrica para descrevé-las
simbolicamente; utilizar letras como variaveis para representar relagdes funcionais em
situacOes-problema concretas; propor situaces-problema sobre variacdo de grandezas para que
o aluno possa desenvolver a no¢do de funcdo; utilizar software educativo, que apresentam

planilhas ou graficos.

Considerando a importancia das fungées logaritmicas, as dificuldades em seu processo
de ensino-aprendizagem e as potencialidades do uso de um dispositivo informatico* no processo
de estudo, elaborei uma proposta de ensino que partindo do ambiente papel e lapis visava a

implementacao do ambiente informatizado para tratar sobre fungdes logaritmicas na qual adotei

3 E o conjunto de recursos informéaticos desenvolvidos com o objetivo de serem usados em contextos de ensino-
aprendizagem (ALMOULOUD, 2005, p. 52).

4 E o complexo formado pelo hardware e software, que fazem o funcionamento do computador em seu sentido
mais amplo (BALACHEFF, 1994, p. 364).
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a perspectiva de Borba e Penteado (2010, p. 37) sobre o uso de dispositivos informaticos,

quando dizem:

As novas midias, como os computadores com softwares graficos e as
calculadoras gréficas, permitem que o aluno experimente bastante, de modo
semelhante ao que faz em aulas experimentais de biologia ou de fisica. Podem

experimentar com gréficos de funcdes quadréticas do tipo y = ax’ +bx+c,

por exemplo, antes de conhecerem a sistematizacdo de funcdo quadrética.
Neste sentido, minha proposta visa introduzir o estudo de fungdes logaritmicas a partir
da resolucdo de uma situagdo-problema constituida de uma expressdo algébrica envolvendo
logaritmo no ambiente papel e lapis e em seguida no ambiente informatizado. Inseri o
dispositivo informético no processo de estudo para proporcionar a necessidade de transformar
a referida expressdo algébrica em uma funcéo logaritmica na variavel x e, por conseguinte
promover a construcdo e a manipulacdo do grafico de tal funcéo, para posterior sistematizacéo.
Vislumbrei que o ambiente informatizado estabelecido pelo computador e software educativo
gréafico contribuiria, em primeira instancia, para a introducdo do estudo das funcOes
logaritmicas a partir do ambiente papel e lapis e em seguida para o avanco do estudo nos
ambitos algébrico e grafico, alem da compreensdo da relacdo entre as duas grandezas

envolvidas no fendmeno abordado pela situacdo-problema.

Ao ingressar no PPGECM passei a participar do Grupo de Estudos e Pesquisas em
Didatica das Matematicas (GEDIM) onde estabeleci relacbes mais estreitas com elementos da
Teoria Antropologica do Didatico (TAD) de Chevallard (1992) tais como: Transposicdo
Didatica (TD), OrganizacGes Matematicas (OM), Organizagdes Didaticas (OD), Condicdes e

Restricdes etc.

Compreendi por meio da Transposicdo Didatica as transformacdes as quais um saber
sabio esta submetido para adquirir status de saber ensinado, passando pelo saber a ensinar.
Segundo Chevallard (1985) esses saberes adquirem caracteristicas especificas em virtude das
relacBes sociais em instituicbes desde a academia (ou a comunidade que institucionaliza o
saber) até a sala de aula (saber adquirido pelo aluno). Portanto, quando o saber sabio torna-se
saber a ensinar (dos relatérios de pesquisa para os livros didaticos, por exemplo) e este se torna
saber ensinado ha uma TD que deve salvaguardar as caracteristicas deste saber, apesar da
adequacdo de contexto. O processo da TD ocorre em duas etapas em relacdo ao sistema de
ensino: a Transposicdo Didatica Externa (TDE) na qual ocorrem as transformacdes do saber
sdbio ao saber a ser ensinado e a Transposi¢do Didatica Interna (TDI) que promove as

transformacdes do saber a ser ensinado ao saber ensinado. De acordo com Chevallard (2009),
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o fenbmeno da TDI subdivide-se em dois momentos, um caracterizado pela construgéo do
“texto de saber” e outro ao colocar este texto em a¢do com os alunos. Deste modo, ao planejar
e escrever minha proposta de estudo de introdugdo de funcBes logaritmicas mediada pelos
ambientes papel e lapis e informatizado estive inserido no primeiro momento da TDI e ao
implementar o processo de estudo no laboratdrio de informética da escola, no segundo.

Para Chevallard (1999, p.32), quando um tema matematico é eleito para estudo, se
considera sucessivamente, a realidade matematica deste tema que se pode construir em um
grupo de estudo chamada praxeologia matemética ou organizacdo matematica (OM) e a
maneira como essa realidade matematica pode ser construida nomeada praxeologia didatica ou
organizacdao didatica (OD). Deste modo a TDI tem particular importancia em minha pesquisa,
pois neste processo promovi transformagdes nas praxeologias de funcdes logaritmicas
apresentadas nos livros didaticos (ambiente papel e 1apis) para praxeologias que pudessem ser
implementadas no dispositivo informéatico (ambiente informatizado), isto é, construi uma OD
para em seguida coloca-la em acédo junto a meus alunos de forma a construir uma OM. Ainda
de acordo com o autor, o trabalho do estudo a ser feito € composto por descrever e analisar a
OM que se pode construir em um grupo de estudo do tema eleito e descrever e analisar a OD
que pode ser posta em pratica no mesmo grupo.

Subsidiado pelo panorama exporto, apresento o objeto desta pesquisa: Investigar o
processo de (re)construcdo e gestdo de Organizacfes Matematicas e Didaticas no estudo de
funcdes logaritmicas mediado pelos ambientes papel e lapis e informatizado, cujo objetivo é
responder as seguintes questdes:

— (Q1) Como as condicBes e restricbes impostas pelo ambiente informatizado
influenciam na (re)construcéo e gestdo das Organizaces Matematicas e Didaticas de fungdes
logaritmicas em relacdo ao ambiente papel e lapis?

— (Q2) Como as relagbes entre 0 ambiente papel e lapis e o ambiente informatizado

influenciam na (re)construcdo e gestdo das Organizacfes Matematicas e Didaticas?

Para alcancar estas metas me vali do aporte tedrico da TAD, mais precisamente das
nocbes de praxeologia matematica, praxeologia didatica, condicGes e restricbes que
subsidiaram minhas analises no fenbmeno da transposicdo didatica interna em seus dois
momentos. O primeiro caracterizado pela construcdo do “texto de saber” de minha proposta de
estudo de introducéo de fungdes logaritmicas e o segundo momento, ao dirigir 0 processo de

estudo em uma escola particular, localizada no centro de Belém do Para, com cerca de 280
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alunos do terceiro ano do Ensino Médio divididos em seis turmas, que tiveram duas sessdes de

estudo cada uma no laboratdrio de informatica da escola.

A metodologia de pesquisa que utilizei neste trabalho foi a da pesquisa narrativa. Iniciei
meus estudos acerca deste tipo de pesquisa por meio de Freitas e Fiorentini (2007) e a
compreendo como uma maneira que o pesquisador dispbe para falar sobre o processo de
aprendizagem situada em uma experiéncia. A narrativa ganha pertinéncia quando o professor
ou pesquisador se coloca como ator da experiéncia e expde sua percepcao sobre a mudanca de
sentido, de aprendizado entre outros elementos subjacentes que ndo ficaram expostos na acéo,

mas que serdo revelados pela narrativa.

Nesta pesquisa coaduno com Larrosa (1996) acerca do que seja uma experiéncia
formativa, isto é, aquela que esté relacionada aos acontecimentos aos quais atribuimos sentido

em relagcdo a nGs mesmos e ndo aos acontecimentos visiveis aos participantes da experiéncia.

Deste modo, vejo minha pesquisa como uma experiéncia propicia para a narrativa. Fato

sustentado pelas ideias de Freitas e Fiorentini (2007, p. 65).

Experiéncias em sala de aula e em ambiente de pesquisa podem ilustrar o
potencial da narrativa para o ensino e a aprendizagem da matematica. Nada mais
natural do que adotar a narrativa para tentar dar sentido a uma experiéncia
educativa ou a uma prética social. As salas de aula podem ser vistas como uma
préatica social complexa em que professores, alunos e por vezes pesquisadores
estdo tentando compreender e construir significados. E assim que alguns
professores de matematica exploram, em sala de aula, experiéncias de contar e
narrar ao outro, pois estas, além de formativas, podem, também, ajudar na
aquisicao significativa do conhecimento matematico.

Encontrei em Carter (1993) duas perspectivas no que diz respeito a narrativa. Uma como
seres humanos onde refletimos, relatamos e representamos a experiéncia, produzindo sentido
ao que somos, fazemos, pensamos, sentimos e dizemos e outra como pesquisadores na qual
observamos um modo especial de interpretar e compreender a experiéncia humana, levando em
consideracdo a perspectiva e interpretacdo de seus participantes. Tomei a segunda perspectiva

como norteadora de meus escritos.

Estruturei esta pesquisa em quatro capitulos. No primeiro, de fundamentacéo teorica,
trato das seguintes nocGes da TAD: Organizacbes Matematicas e Didaticas, Condicbes e
Restri¢bes, alem da Transposicdo Didatica Interna, para dar suporte a andlise de minha
narrativa ao longo dos demais capitulos. O segundo capitulo tem como desenvolvimento
metodoldgico a pesquisa bibliografica e o dividi em dois tépicos. No primeiro, apresento trés

modelos epistemoldgicos dos logaritmos, dois dos quais estardo presentes nas praxeologias
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construidas nos ambientes papel e lapis e informatizado em minha pesquisa, no intento de
perceber as relacdes entre esses modelos que séo fontes de interferéncia na (re)construgéo e
gestdo das Organizacbes Matematicas e Didaticas, além de um breve levantamento
bibliografico sobre pesquisas que abordaram estudos de fun¢des ou fungdes logaritmicas
mediados por dispositivos informaticos, nessas evidencio o modelo epistemoldgico empregado,
assim como ressalto semelhancas e diferencas de minha pesquisa em relacdo aos trabalhos
cientificos consultados. No terceiro capitulo narro a elaboragdo e implementagdo de minha
proposta de estudo da introducdo de fungdes logaritmicas com alunos do terceiro ano do Ensino
Médio e faco a analise do processo de TDI de acordo com o exposto. No ultimo capitulo tego
minhas consideracfes finais acerca das contribuicdes de minha pesquisa para a Educacéo

Matematica, assim como perspectivas e desdobramentos.



18

1 FUNDAMENTAGCAO TEORICA

H& muitos modelos tedricos que podem ser articulados ou ndo, de acordo com a
necessidade, no intuito de investigar os fatores que influenciam o ensino e a aprendizagem da
matematica, além de permitir o estudo de condig¢des que favorecam sua aquisicdo pelos alunos.
Dentre eles, encontra-se a Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) proposta por Chevallard
(1992) a partir de reflexdes feitas sobre a Transposi¢éo Didéatica (TD), outro trabalho de sua
autoria publicado em 1985. A TAD, segundo Chevallard (1992), insere a didatica no campo da
antropologia ao colocar a atividade matematica, e por conseguinte, o estudo da matematica, no
campo das atividades humanas e de instituicdes sociais, tornando-se um modelo de analise das

praticas docentes.

Elegi a TAD para modelar minhas analises visto que essa fornece nogdes que me
possibilitaram discutir os fenbmenos que vivenciei. A seguir apresento as noc¢des da TAD que

permearam a analise em minha pesquisa.

1.1.  AS ORGANIZACOES MATEMATICAS E DIDATICAS

De acordo com Chevallard (1992), a TAD admite que toda atividade humana
regularmente realizada em uma instituicdo® pode ser descrita com um modelo Gnico, que é
resumido com a palavra praxeologia. Este termo vem do grego: praxis e logos significam,
respectivamente, pratica e razdo. Toda atividade humana e por conseguinte matematica
realizada no seio de uma instituicdo vem acompanhada de um discurso mais ou menos
desenvolvido, ou seja, um logos que a justifica, acompanha e Ihe da razdo. A relacdo dialética
entre praxis e logos caracterizada pela diferenca e coexisténcia destes dois niveis permite
modelar as atividades matematicas por meio de praxeologias ou organizacdes matematicas.

Chevallard esclarece a estrutura de uma praxeologia como segue:

A estrutura praxeoldgica mais simples (chamada de "pontual) consiste em um tipo
de tarefas T, de uma técnica T, maneira de como realizar as tarefas t do tipo T, de

uma tecnologia 6, o discurso racional (logos) sobre a técnica (tekhné), que é suposto
paratornar t inteligivel como um meio para realizar as tarefas do tipo T, finalmente

— por Gltimo, mas ndo menos importante — um componente tedrico ® , o qual
governa (regula) a tecnologia © em si (e, portanto, todos os componentes da

° Para Chevallard, uma instituicdo é um dispositivo social. Assim uma classe é uma instituicdo (incluindo duas
posicdes essenciais que séo a de professor e aluno), bem como a escola (de onde emergem outras posi¢des) e além
destas uma que as engloba, o sistema educacional, dentre outras.
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praxeologia). Tal praxeologia pontual (0 "ponto” aqui é o tipo de tarefas T) é
denotada por [T/ t/ 6/ ®]. (CHEVALLARD, 2009, tradugéo nossa)

As nocoes de tarefa t e de tipos de tarefas T compdem a raiz da nogdo de praxeologia e
quando uma tarefa t forma parte de um tipo de tarefas T, escrevemos t € T . Uma tarefa t e um
tipo de tarefas T sdo expressos por um verbo, portanto: determinar o valor numérico de uma
expressao algébrica, construir o grafico de uma fungdo, identificar a ordenada de um ponto

pertencente ao grafico etc. sao tarefas (ou tipos de tarefas).

Apresento 0s exemplos de tarefas (t e () extraidas de dois livros didaticos de

matematica, a primeira do EM e a segunda, do Ensino Superior (ES) nas figuras 1 e 2.

Figura 1: Tarefa t relativa ao estudo de logaritmos de um livro do EM.

Determine:
a) log, 128 b) Iog\l..3 9 c) log, 3\/5

Fonte: Dante (2011, p. 249).

Figura 2: Tarefa g relativa ao estudo de funces logaritmicas de um livro do ES.

d 1
—l' g
dx(nx) %

Vamos usar agora essa regra de diferenciacdo para provar as seguintes propriedades da
funcdo logaritmica.

‘3| Leis dos Logaritmos Se x e y forem niimeros positivos e r for um nimero
racional, entdo

1. In(xy)=Inx+Iny 2 ln<1) =Ilnx—lny 3 I(x)=rhx
y

Fonte: Stewart (2006, p. 421).

As tarefas caracterizadas desta forma diferem-se do que chamamos tarefas na
linguagem cotidiana, visto que estas estdo desprovidas do “principio antropoldgico” proposto
por Chevallard (1999, p. 222). A nocdo de tarefas e tipos de tarefas pressupde um objeto®
relativamente preciso, entdo dos exemplos apresentados temos: determinar o valor do logaritmo
de um namero (t) e provar uma propriedade operatdria das funcdes logaritmicas (g). Ao passo

que determinar e provar sdo os chamados géneros de tarefas, pois pedem um complemento.

& A primeira nocdo fundamental da TAD, proposta por Chevallard (2009, p. 1), é a de objeto, considerado uma
entidade, material ou imaterial, que existe para ao menos um individuo. Deste modo, tudo é objeto, um numeral,
um ndmero, a ideia de amor, um conceito matematico, o simbolo oo etc.
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Uma praxeologia relativa a um tipo de tarefas T requer, em principio, uma maneira de
realizar as tarefas t tais que t T . Uma determinada maneira de resolver a tarefa é chamada
de técnica r, portanto uma praxeologia relativa ao tipo de tarefas T requer, em principio, pelo

menos uma técnica relativaa T.

Observe na figura 3 a realizacdo do item (b) da tarefa t proposta por Dante (2011) na
figura 1:

Figura 3: Realizacdo do item (b) da tarefa t.

b) log 9=x=(/3) =9

1\x X
::»(37] = 3% = 32 =32=>%=2:>x=4
Logo, log ; 9 = 4.

Fonte: Dante (2011, p. 249).

O enfrentamento da tarefa t consiste em igualar o logaritmo de 9 na base J3 ax, para
em seguida aplicar a técnica da transformacao de uma expressao logaritmica em uma expresséo

equivalente na forma de poténcia’, isto €, transformar log ﬁgzx na equacdo exponencial

X
(«/5) =9. Posteriormente, o autor utiliza uma técnica de resolucéo de equacgdes exponenciais

X
que consiste em igualar as bases das poténcias 32 e 3% para obter a igualdade entre os

X ] ] -
expoentes > e 2, e desta forma x =4 que é o valor de Iogﬁ 9. Esta é uma técnica comum nos

livros de matematica para o0 EM e consiste, de modo geral, na articulacdo de duas técnicas que
sdo: a aplicacdo da técnica da transformacdo de uma expressao logaritmica em uma expressao
equivalente na forma de poténcia e em seguida a técnica de resolucdo de equacdes

exponenciais.

Observe na figura 4 a realizacdo do item (1) da tarefa g proposta por Stewart (2006)

apresentada na figura 2:

7 Preferi denominar esta técnica sem utilizar o termo “forma exponencial” no lugar de “forma de poténcia” porque

as praxeologias matematicas relativas aos logaritmos nem sempre recaem numa equacdo exponencial, o que

3
ocorre, por exemplo, em log 2, =3 queresultaem x™ =2.
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Figura 4: Realizagdo do item (1) da tarefa q relativa ao estudo de funcdes logaritmicas.

N

d i
—(lnx) = —
= dx(nv) X

Prova
1. Seja f(x) = In(ax), onde a é uma constante positiva. Entdo, usando a Equagio 2 e
a Regra da Cadeia, temos

Led 1 1
PRIt R s e
ax dx ax X

Portanto, f(x) e In x t¢ém a mesma derivada, e diferem por uma constante:
In(ax) =Inx + C

Fazendo x = 1 nessa equacgdo, obtemosIna =1In1 + C =0 + C = C. Assim
In(ax) =Inx + Ina

Se substituirmos agora a constante a por qualquer nimero y, temos
In(xy) =Inx+1Iny

Fonte: Stewart (2006, p. 421).

A partir da descricdo feita pelo autor, identifiquei o uso de uma técnica que articula, de

modo geral, técnicas de diferenciacéo e substituicdo de valores em uma expressao algébrica.

Nas resolu¢des das duas tarefas (item (b) da tarefat e item (1) da tarefa q) percebemos,
como orienta Chevallard (2009), que ha pelo menos uma técnica associada a cada praxeologia

apresentada.

Outra reflexdo importante que exponho acerca das técnicas é que elas sdo componentes
de praxeologias estabelecidas em uma dada instituicdo e podem nao existir em outra, como é o
caso da técnica de diferenciacdo apresentada por Stewart (2006) no enfrentamento de g, que
vive em algumas disciplinas de cursos em instituicdes de Ensino Superior, tais como
Matematica, Fisica, Engenharia etc., mas que foram extintas na maioria das instituicdes de EM
no Brasil. No caso de Belém, por exemplo, estas técnicas deixaram de ser estudadas no inicio
dos anos 2000, quando da extin¢do do EM por Areas (ciéncias exatas e naturais, humanas e
biologicas). Vale ressaltar que mesmo antes de sua extincao esta técnica estava presente apenas
para os alunos que compunham as turmas de ciéncias exatas e naturais, além de turmas
preparatorias para concursos militares. Em algumas destas ultimas, as técnicas de diferenciacao

ainda sobrevivem.

Chevallard (2009) afirma que tecnologia, indicada geralmente por 6, é o discurso
racional sobre a técnica 7. Este discurso tem como primeiro objetivo justificar racionalmente a

técnica 7 no intuito de assegurar-se de que esta permite realizar a tarefa do tipo T. O estilo de
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racionalidade posto em jogo depende da instituicdo® na qual a tarefa esta sendo realizada tal
qual vimos na prova de In(x.y) =Inx +Iny (figura 4) que se utiliza de tecnologia residente no

ES. Observe o estilo de racionalidade presente no EM, na realizacéo da tarefa a seguir exposta
na figura 5.

Figura 5: Estilo de racionalidade presente no Ensino Médio.

Vamos provar que esse fato vale para qualquer base e quaisquer dois nimeros para os quais existam
os logaritmos envolvidos. Ou seja, que se trata de uma propriedade:

log, (M - N) = log, M + log, N

Demonstracao:
Consideramos log, (M - N) = p; log,M =m e log, N =n.
Dessas igualdades, tiramosaP = M- N; a™" = M e a" = N. Entdo:

aP=M-N=am-a"=agm~*n

SeaP =am*" entdo p = m + n, ou seja, log, (M- N) = log, M + log, N.

Fonte: Dante (2011, p. 253).

Uma técnica rrelativa a um tipo de tarefas T esta sempre acompanhada de um vestigio

de tecnologia 6 e em numerosos casos, inclusive, alguns elementos tecnologicos estdo

integrados na técnica. A figura 6 mostra o enfrentamento da tarefa “determine log, 33”7
9

extraido de Dante (2011).

Figura 6: Enfrentamento de uma tarefa.

a
3

1 3
log, 33 = log, . (37 -32)= log, . 32
g

3
2

log,. 3?2 =x & (837%) =3

o
= 3
& 3% =32 @—2x=3®
3
oSX=——
4

3
Portanto, log, B8 = =7

Fonte: Dante (2011, p. 249).

8 A instituicdo permite e impde a seus sujeitos, isto €, para as pessoas X que vem ocupar diferentes posicdes p
disponiveis em 1, o envolvimento de todos estabelece maneiras de fazer e de pensar proprios, isto é, praxeologias.
(CHEVALLARD, 2009, p. 2, tradugdo nossa)
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O autor utiliza uma técnica que articula a aplicacdo de algumas propriedades de
poténcias para escrever o logaritmando e a base do logaritmo como poténcias de base 3, e a
técnica da transformacgdo de uma expressao logaritmica em uma expressao equivalente na forma
de poténcia na obtencdo de uma equacdo exponencial, que é resolvida em seguida. As
tecnologias que justificam racionalmente a técnica sdo a definicdo e propriedades de poténcias,
além da definicdo de logaritmo. Por outro lado, pode existir uma técnica canbnica que em
principio seja a Unica conhecida e empregada na instituicdo a qual serd conferido o status de
técnica autotecnoldgica, isto €, 0 uso da técnica ndo requer justificacdo, porque é a boa maneira

de atuar na instituicao.

De acordo com Chevallard (2008), a tecnologia apresenta mais duas fungfes. Uma delas
é a de explicar, ou tornar inteligivel, de clarear a técnica. Consiste, portanto em expor porque a
técnica e correta. Tradicionalmente a funcéo tecnoldgica de justificacdo da técnica predomina
por meio de uma exigéncia de demonstracdo sobre a funcdo de explicacdo. A outra funcédo da
tecnologia corresponde a producéo de técnicas e nota-se que ha tecnologias em potencial a

espera de tecnicas, que nao sdo tecnologias de alguma técnica ou que sao de poucas tecnicas.

Assim como a técnica € justificada-explicada-produzida pela tecnologia, o discurso
tecnoldgico contém afirmacgdes, mais ou menos explicitas que podem necessitar de um nivel
superior de justificagdo-explicacdo-producdo, chamado de teoria © , que esta para a tecnologia
assim como esta esta para a técnica. Esta regressao relacionada a justificacdo pode implicar em
uma teoria de uma teoria e como ocorre em matéria de técnica e tecnologia, hd um progresso

tedrico que visa tornar conjecturas em enunciados teoricos.

Infiro que as tecnologias da definicdo de poténcias e logaritmos, além de suas
propriedades operatorias sdo justificadas por uma teoria que é a Analise Real. Esta mesma
teoria justifica as técnicas de diferenciacdo utilizadas no enfrentamento da tarefa proposta por
Stewart (2006) (Figura 4).

De acordo com a TAD, a descricdo dos trés niveis apresentados (técnica, tecnologia e

teoria) € suficiente em geral para dar conta da atividade que se quer analisar.

Em relacdo a um tipo de tarefas T se encontram, em principio, um tripé formado por ao

menos uma técnica z, por uma tecnologia 6 de t e por umateoria © de 0 constituintes de uma
Organizagdo Matemética Pontual (OMP) indicada por [T/7/6/©]. O termo pontual

qualifica a praxeologia em torno de um unico tipo de tarefas T.
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Sejam t1 e T, respectivamente, uma tarefa e um tipo de tarefas, tais que tle T como

segue:

— Tipo de tarefas T: calcular o valor da incdgnita de uma expresséo algébrica;

X « X
— Tarefa t1: calcule o valor de — na expressdo log—=2;
y y

Neste caso a tarefa t1 pode ser realizada com a aplicacdo da técnica da transformacéo

de uma expressao logaritmica em uma expressao equivalente na forma de poténcia e em seguida

do calculo de uma poténcia, portanto — =10> =100. Assim sendo a tecnologia que justifica o
y

uso desta técnica é a definicdo de logaritmo e de poténcia e a teoria que regula esta tecnologia
é a Analise Real.
Temos uma OMP em torno do tipo de tarefas T constituida pelo bloco [T 716/ ®],

onde T é calcular o valor da incognita de uma expressao algébrica, T € uma técnica que articula
as técnicas da transformacdo de uma expressao logaritmica em uma expressao equivalente na
forma de poténcia e do calculo de uma poténcia, a tecnologia 6 € a definicdo de logaritmo e de

poténcia e a teoria ® ¢ a Analise Real. Esta organizacdo praxeoldgica é composta de um bloco

préatico-técnico II :[T / r] que constitui um saber-fazer e de um bloco tecnolégico-tedrico
A =[810] que se identifica habitualmente como um saber como mostra a na figura 7.

Figura 7: Organizacdo Matematica Pontual em torno do Tipo de tarefas T.

Tipo de tarefas T: Calcular o valor da incognita
de uma expressdo algébrica

OMP em torno de T: [T/ 1/6/ 0]

N

o=[T/7] A=[6/0]
Saber-fazer (E aber )
(Préxis) 0808
Transformagdo de uma Definigdo de
expressdo logaritmica em uma Logaritmo,
expressao equivalente na Definigao de
forma de poténcia e calculo de Poténcia e Analise
uma poténcia Real

Fonte: Elaborada pelo autor.



25

De acordo com Chevallard (1999, p. 6), na realizagéo de tarefas do tipo T de modo
geral, em uma instituicdo, o predominio do saber nunca é inesperado, porém se encontra

raramente em organizacGes pontuais. Uma teoria © responde a varias tecnologias 6, cada

uma das quais por sua vez justifica e torna inteligiveis varias técnicas zj, correspondentes a
outros tantos tipos de tarefas Tij. As organizacGes pontuais vao combinar-se, em primeiro lugar,
em organizagoes locais, [T;,T;,0,0], centradas sobre uma determinada tecnologia 6, e depois

em organizacdes regionais [T;,t;,0;,0], formadas ao redor de uma teoria ©. Uma

ij
organizacdo global ¢ um complexo praxeologico obtido, [T ,ty.0;.0,], em uma dada
instituicao, pela agregagdo de varias organizacgdes regionais correspondentes a varias teorias
0, . A passagem de uma praxeologia pontual [T, t,0,0] a uma praxeologia local [T, ;,6,0]

€ marcada por uma tecnologia 6, da mesma maneira que a passagem para uma praxeologia
regional serd marcada por uma teoria © . Nestes casos, a visibilidade do bloco do saber aumenta

em detrimento do bloco do saber-fazer.

As Praxeologias ou OrganizacGes Didaticas, segundo Chevallard (1999), séo
organizacfes que visam construir as OM e como tal sdo as respostas de como estudar um
determinado tema. As OD sdo construidas numa determinada época e sdo balizadas por
(re)construcbes presentes em documentos oficiais, nos livros didaticos etc. Estas
(re)construcdes sofrem influéncias de condices e restricdes de varias ordens e, submetido a
elas, o problema do professor é fazer funcionar esta OD no intuito de solucionar tarefas

propostas aos alunos, isto &, ensinar.

1.2.  AS CONDICOES E RESTRICOES

De acordo com Chevallard (2002), no momento de estudo de um saber, sdo as condi¢bes
e restricbes que determinam o que pode acontecer e, de modo geral, ndo sdo identificadas
imediatamente no sistema didatico, tais como: o conhecimento dos professores e alunos, o
tempo de estudo, os recursos utilizados, etc. Deste modo, Chevallard (2002) estabelece uma
maneira de modelar as condicdes e restricbes em conjunto com as OM e OD em um processo

de estudo por meio dos Niveis de Codeterminacéo Didéatica (NCD).

O saber é situado por Chevallard (2002) numa escala hierarquica composta por nove

NCD de interacdo matua que vao dos mais gerais (niveis -3, —2, —1 e 0) aos mais especificos
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(niveis 1, 2, 3, 4 e 5) que sdo: Civilizacao, Sociedade, Escola, Pedagogia, Disciplina, Dominio,

Setor, Tema e Topico. A hierarquia dentre estes niveis € mostrada na figura 8.

Figura 8: Hierarquia dentre os NCD.

Civilizacdo (Nivel — 3)
LT
Sociedade (Nivel — 2)
L1
Escola (Nivel — 1)
)
Pedagogia (Nivel 0)
LT
Disciplina (Nivel 1)
LT
Dominio (Nivel 2)
LT
Setor (Nivel 3)
LT
Tema (Nivel 4)
LT
Tépico (Nivel 5)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Descrevo as caracteristicas dos NCD a seguir:

Topicos: organizacfes pontuais em torno de tdpicos especificos, como prescrito por

programas ou avaliacGes oficiais, ou como encontradas nas praticas dos contextos educacionais;

Temas: organizacoes locais em torno de temas especificos para as praticas educativas
dos contextos, como prescrito pelos programas oficiais, descrito pelos professores, ou inferida

a partir da observacao de diversos topicos dentro do tema;

Setor: organizagdes regionais em torno de um setor especifico nas préaticas dos
contextos educacionais, como prescrito pelos programas oficiais, descrito pelos professores, ou

inferido a partir da observacédo das praticas educativas sobre varios temas dentro do setor;

Dominio: organizacdes globais de dominios especificos nas praticas dos contextos
educacionais, dentro de uma determinada disciplina, conforme prescrito pelos programas

oficiais, descrito pelos professores, ou inferido a partir da observacao de varios setores;

Disciplina: organizag6es de uma disciplina em dominios ou mais globalmente, com base

nos programas oficiais outras evidéncias (incluindo observacéo e declaraces dos professores);



27

Pedagogia: pedagogias nos contextos educacionais, como prescrito por escolas ou
programas oficiais, observadas, ou descritas pelos professores (incluindo principios de ensino
que transcendem as varias disciplinas ensinadas, interac@es estabelecidas ou observadas entre

as disciplinas, etc.);

Escola: condigdes e caracteristicas das instituices de ensino especificas, por exemplo,

em relacdo a funcdes, obrigacOes e autonomia dos professores;

Sociedade: condicdes e caracteristicas das sociedades inteira, incluindo em particular, a

maneira em que escolas séo dirigidas, financiadas e organizadas sistemicamente; e

Civilizacdo: maiores contextos culturais ou civilizagdes, seus principios para a

sociedade humana, em particular, como considera o papel e o significado da educacéo.

De acordo com Araya-Chacon (2008), a relacdo entre os NCD e as OM e OD
materializa-se posteriormente ao nivel disciplinar (nivel 1) quando agregam organizacGes
praxeoldgicas de complexidade crescente a partir dos topicos (nivel 5). Deste modo, uma OM
pontual é construida em torno de um tépico, que é organizado em torno de um tipo de tarefas,
como por exemplo: “calcular o valor numérico de uma funcdo”, “calcular o valor de uma
incégnita de uma expressao algébrica”, “calcular o logaritmo de um nimero” etc. As OM em
torno de uma tecnologia, isto €, as OM locais que sd@o um amalgama das OM pontuais e tem 0
estatuto de tema de estudo (nivel 4), por exemplo: “Funcbes”, “Expressdes Algébricas”,
“Logaritmos” etc. Uma OM regional € composta em torno de uma teoria, por meio do
agrupamento de OM locais e neste caso € um a organizacdo mais ampla em torno do setor (nivel
3), por exemplo: “Analise Real”, “Algebra Moderna”, “Geometria Analitica” etc. Finalmente
uma OM global, portanto, é identificavel para um dominio de estudo (nivel 2) tal qual a
“Analise Matematica™®, “Algebra”, “Geometria”, etc. Neste sentido, a figura 9 ilustra as

relacBes entre 0s NCD e as OM de complexidade crescente.

® Neste texto considero a Analise Matematica como um dominio que apresenta os setores: Analise Real que lida
com nameros reais e funcdes reais de varidveis reais; Analise Complexa que investiga os nimeros complexos e as
fungBes complexas de variaveis complexas; Andlise Funcional que estuda os espacos vetoriais e operadores
lineares; Anélise Numérica que preocupa-se com os algoritmos que usam aproximagdes numéricas em problemas
de anélise; Equagdes Diferenciais e a Teoria de Medidas de conjuntos.
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Figura 9: RelagGes entre os NCD e as OM.

Disciplina (Nivel 1) — Matematica
11

Dominio (Nivel 2) — OM global em torno da “Algebra™ ou “Geometria™ etc.
17

Setor (Nivel 3) —» OM regional em torno de uma teoria.
L1

Tema (Nivel 4) — OM Jocal em torno de uma fecnologia.

17

Topico (Nivel 5) — OM pontual em torno de um tipo de tarefas.

Fonte: Elaborada pelo autor.

As OD sdo organizacgdes transmissoras que dependem das OM que serdo transmitidas.
Assim, ocorre um “isomorfismo” didatico-matematico que reverbera nos NCD, isto é, cada
nivel imp&e condicdes e restricdes especificas que determinam o que € possivel ser feito para
estudar um topico considerado. Deste modo, por exemplo, na construcdo da OD referente ao
topico calcular o valor numérico de uma fungdo emerge do tema Fungfes componente do setor
Andlise Real referente ao dominio Analise Matematica da disciplina Matematica deve-se
considerar as condicOes e restricdes impostas pelos NCD superiores e inferiores sobre a OM

correspondente.

1.3. A TRANSPOSICAO DIDATICA INTERNA

Quando dirigi o processo de estudo de funcdes logaritmicas com meus alunos, estava
em jogo um saber que havia sofrido minha intervencdo e de outros atores caracterizando o
fendmeno da Transposicao Didatica. Este fendmeno foi introduzido, em 1975, pelo sociélogo
Michel Verret e discutido sob outro prisma, em 1985, por Chevallard em seu livro La
Transposition Didactique, Du savoir savant au savoir enseigné!®. Este trabalho mostra as

transformacdes sofridas por um saber quando passa do campo cientifico para o campo escolar.

Para Chevallard (1985), ha distin¢bes entre 0s saberes e para tanto se deve considerar a
existéncia de um saber sabio culturalmente instituido em atividades académicas e originado
nas universidades e espacos relacionados ou em préticas sociais instituidas em comunidades.
Geralmente é veiculado no meio académico-cientifico, apresenta linguagem voltada para os

elementos teoricos envolvidos e para analise metodologicamente sustentada no contexto de

10 A Transposicdo Didatica, do saber sabio ao saber ensinado (tradugio nossa).
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pesquisa. Devido a essas caracteristicas, 0 saber sabio ndo € adequado, em sua forma original,
ao processo de ensino e aprendizagem desenvolvido na escola. Dai 0 motivo pelo qual o autor
destaca a existéncia de um saber a ensinar, que € ligado a uma abordagem didética e que tem
por finalidade organizar pedagogicamente e apresentar aos estudantes determinado saber por
meio de livros didaticos e materiais semelhantes, nos quais sua apresentacao ¢ feita de maneira
distinta daquela encontrada nos originais e esta submetido as matrizes curriculares, matrizes de
referéncia e nos contetidos programaticos das disciplinas em ambito escolar dentre outros. Esta
etapa é denominada de Transposicdo Didatica Externa (TDE) e ocorre fora dos sistemas de
ensino sob influéncia da noosfera que, conforme Chevallard (1985) é o conjunto das fontes de
influéncias que atuam na selecdo dos contetidos que vao compor 0s programas escolares e que
determinar todo o funcionamento didatico e da qual fazem parte cientistas, pesquisadores,

professores, especialistas, politicos, autores de livros e outros agentes da educacgéo.

Chevallard (1985) enfatiza, da mesma maneira, a existéncia do que chama de saber
ensinado que tem por base o saber a ensinar e ocorre na sala de aula e demais ambientes de
ensino-aprendizagem tais como biblioteca e, no caso desta pesquisa, laboratorio de informatica.
O saber ensinado € resultado da atuacdo do professor em relacdo aos grupos de alunos no
ambito de um sistema didatico'!, isto €, é permeado pela pratica docente e suas especificidades.
Chevallard (2009) identifica esta etapa como fendmeno da Transposicao Didatica Interna (TDI)
e subdivide-a em dois momentos: o primeiro caracterizado pela construcéo do “texto de saber”
e 0 segundo por colocar as praxeologias deste texto em acdo na sala de aula por meio de um

sistema didatico, isto €, na construcdo das OM a partir das OD.

Em minha pesquisa, o primeiro momento da TDI consistiu na elaboracdo de minha
proposta, ou seja, na construcdo da OD para a introducdo das funcdes logaritmicas a partir de
uma situacao-problema envolvendo uma expressdo logaritmica. Neste momento estive
subordinado a muitas condi¢des e restricbes oriundas de todos os NCD. Apesar de ter certa
liberdade para construir a OD foi necessario, por exemplo, considerar o NCD Civilizacéo
localizando a proposta no Brasil e, no nivel de sociedade, obedecer ao Ministério da Educacao
no que tange a presenca, importancia e abordagem do objeto matematico na programacdo do
ensino basico, mais particularmente no EM, além de lancar um olhar para a evolucao

tecnoldgica educacional atual. No nivel da escola, adequei a proposta as exigéncias dos

11 Segundo D’amore (2007, p. 232), estes trés elementos (aluno, saber e professor) entram em contato entre si,
fisica ou metaforicamente, no momento da acdo didatica e sdo perceptiveis trés relagbes: professor —aluno, que é
uma relagdo pedagdgica; aluno — saber que é do ambito das concepgdes culturais, da escola e de saber; professor
— saber, onde esta em jogo a epistemologia do professor.
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processos seletivos para o ingresso dos alunos em instituicdes de nivel superior, inclusive as do
ENEM haja vista os anseios das familias, alunos e da escola a qual eu estava inserido. Em
termos de pedagogia levei em consideracdo como as fungdes logaritmicas sdo postas nos livros
didaticos e as orientacdes dadas pelos documentos oficiais para o ensino de tal objeto

matematico.

Considerei, ainda na construcdo da OD, algumas condicGes oferecidas em nivel escolar:
0 estudo seria mediado por dois ambientes — o papel e lapis e o informatizado — uma vez que
os alunos conheciam e haviam manipulado o Winplot'?> em anos letivos anteriores, tinham
interesse e facilidade no manuseio dos computadores e possuiam grande disposicdo para o
estudo em grupos, além da existéncia e disponibilidade do laboratério de informatica da escola.
Estas foram portanto, algumas das condicGes e restricdes que marcaram o primeiro momento

da TDI em minha pesquisa.

No segundo momento da TDI, o sistema didatico foi conformado por mim (professor),
os alunos e o saber (logaritmos e em seguida func¢des logaritmicas) que foi estudado em dois
ambientes: o papel e lapis e o informatizado. Ressalto que estes ambientes estavam presentes
simultaneamente no laboratdrio de informatica por meio dos cadernos (e canetas) dos alunos e
dos computadores munidos do Winplot e neles ocorreram as interac6es dos alunos com o saber
das seguintes formas: quando os alunos resolveram uma situacdo-problema em seus cadernos
considero que interagiram com o saber no ambiente papel e lapis, e por outro lado, quando a
resolveram por meio do computador executando um software educativo digo que a interacao

com o saber ocorreu no ambiente informatizado.

De modo geral, o processo de estudo de fungdes logaritmicas que estabeleci com meus
alunos do terceiro ano do Ensino Médio no laboratério de informatica, no segundo momento
do fenbmeno da TDI, teve por objetivo colocar em pratica as praxeologias presentes no “texto
de saber” construido por mim no primeiro momento da TDI. Neste momento, houve a
construcdo de duas OM distintas que me fizeram refletir sobre a necessidade da reconstrucéo
das OD e foram balizadas por condic@es e restricbes oriundas da relacdo entre os ambientes
papel e lapis e informatizado que mobiliaram técnicas e modelos epistemoldgicos diferentes

para os logaritmos.

12 E um software de plotagem que pode desenhar e animar curvas e superficies.
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2 LOGARITMOS

Apresento neste capitulo dois topicos referentes a meus estudos acerca dos logaritmos.
No primeiro, apresento trés modelos epistemoldgicos do logaritmo a partir do estudo das
colecBes aprovadas pelo Plano Nacional do Livro Didatico (BRASIL, 2012), em particular da
obra de Dante (2011), além dos trabalhos de Stewart (2006), Eves (2008), Lima (2010),
Almouloud (2011) e Boyer (2012). No segundo, faco uma exposic¢édo de pesquisas correlatas no
que tange ao estudo de funcdes e mais particularmente ao estudo das funcdes logaritmicas
mediado por dispositivos informéticos. Descrevi brevemente os trabalhos de Karrer (1999),
Benedetti (2003), Ferreira (2006), Rossi (2010) e Santos (2011).

2.1.  MODELOS EPISTEMOLOGICOS DO LOGARITMO

O estudo da introducéo de funcdes logaritmicas proposto em minha intervengao com o0s
alunos levou em conta a necessidade da realizacdo de tarefas relativas ao calculo do valor de
uma incognita presente em uma expressao logaritmica e da obtencdo da ordenada de um ponto
a partir de sua abscissa no grafico. Durante a realizacdo destas tarefas, no ambiente papel e
lapis e no informatizado, refleti sobre como o logaritmo presente na lei de formacdo de uma
funcéo é calculado para cada ambiente. Esta necessidade me proporcionou um estudo acerca
dos modelos epistemoldgicos de logaritmos presentes nestes dois ambientes. Exponho trés
modelos epistemoldgicos denominados, por mim, de Logaritmo como Expoente (MELCE),
Logaritmo como Série (MELCS) e Logaritmo como Area (MELCA). Nestes modelos encontrei
diferentes maneiras de calcular o logaritmo de um namero real, porém utilizei apenas os dois
primeiros ao analisar os dados obtidos em minha pesquisa em virtude dos ambientes papel e
lapis e informatizado. A presenca de dois modelos epistemologicos distintos associados aos
ambientes papel e lapis e informatizado contribuiu para minha analise dos dados obtidos na
construcdo das OM com os sujeitos de minha pesquisa, além de subsidiarem a reconstrucdo do

“texto de saber” no que tange as OD.

2.1.1. MODELO EPISTEMOLOGICO LOGARITMO COMO EXPOENTE (MELCE)

O MELCE figura como dominante nos livros didaticos de matematica para o0 EM de
circulagéo no Brasil e dentre eles, os livros das cole¢des aprovadas no PNLD 2012. A seguir

faco uma breve exposicdo de como os logaritmos séo apresentados nestas colecGes e no material
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didatico utilizado pelos sujeitos da pesquisa (SILVA, 2012) no intuito de subsidiar uma anélise
praxeoldgica que caracterize 0 MELCE a partir de um dos autores aprovados pelo PNLD 2012
e do material didatico em questao.

As colecOes analisadas foram Matematica — Contexto e Aplicacbes (DANTE, 2011),
Conexdes com a Matematica (BARROSO, 2010), Mateméatica (PAIVA, 2012), Matemética —
Ciéncia e Aplicacbes (IEZZI et al., 2010), Matematica — Ciéncia, Linguagem e Tecnologia
(Ribeiro, 2011), Matemética — Ensino Médio (SMOLE, 2010) e Matemética — Novo Olhar
(SOUZA, 2010), além do material didatico intitulado Matematica para o Vestibular (SILVA,
2012) utilizado pelos sujeitos da pesquisa na escola.

Estas obras abordam os logaritmos em seus volumes 1 sempre apds o estudo das
poténcias e das fungdes exponenciais. Ao apresentarem 0s logaritmos, estes autores partem da
definicdo e suas consequéncias para em seguida abordarem as propriedades operatérias e
mudancas de base. Posteriormente sdo apresentadas as funcGes logaritmicas, seus gréaficos,
equac0es e inequacdes logaritmicas. O material didatico Matematica para o Vestibular (SILVA,
2012) apresenta o logaritmo da maneira andloga ao exposto nas cole¢des analisadas a excecéo
das equacdes logaritmicas que ndo foram apresentadas em destaque e das inequacdes
logaritmicas que figuram juntamente com as inequacdes do 1° e 2° graus, modulares e

exponenciais em um capitulo a parte.

O livro escolhido para a analise praxeologica € de autoria de Dante (2011) que além de
figurar entre as obras apontadas pelo PNLD foi utilizado como livro-texto dos sujeitos de minha

pesquisa quando cursaram o 2° ano do EM.

Dante (2011) inicia o capitulo apresentando a tarefa: resolver uma equacédo exponencial

oriunda de uma situacao-problema, exposta na figura 10.
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Figura 10: Tarefa introdutéria do MELCE.

Segundo o Banco Mundial, a previsdo do crescimento demogréfico na América Latina, no periodo de
2004 a 2020, € de 1,2% ao ano, aproximadamente. Em quantos anos a populacdo da América Latina
vai dobrar se a taxa de crescimento continuar a mesma?

Nessas condi¢des, podemos organizar o se-

guinte quadro: América Latina: divisdo politica
Tempo Populacio i / i
Inicio P ‘ = Bﬁ"AMAS TROPICO 2
0 | Ot
1 = :;‘@KA,";#
1 ano P1 s Po . 1'012 [ i Y 7}(‘1 REPDOMINICANA
| a4
| r Y JAMAICA .
| 2anos | P, = (P, 1,012)1,012 = P(1,012)? | UATEMALY A ay [,(’E‘Sz%
| HONDURAS 3
3 anos P, = P,(1,012)3 NICARAGUA / ‘?’ VENEZUE"A'GU AN
3 0 COSTA RICA / cO LOMB% ml;lAAl\mEFRANcEsA
PANAMA
: H __Eauapo,
e — e EQUADOR
X anos P = PO_(1,012)" < /
OCEANO peny” BRAeL
- PACIFICO ‘
Q" Fique atento
FICORNIO _ PARAGUAI
100% + 1,2% = 101,2% = 0 0E ]
301 RO" ARGENTINA<
=—7—=1,012 URUGUAl OCEANO
100 ’ ATLANTICO
Supondo que a populacdo dobrard apés x A L{
anos, temos: J s et ll—l =
Px = 2P0 Fonte: Adaptado de SIMIELLI, M. E. Geoatlas.
B S&o Paulo: Atica, 2009.

P(1,012) = 2P, & (1,012)* = 2

N&o ¢ possivel resolver essa equagdo usando os conhecimentos adquiridos até aqui.
Com o objetivo de transformar uma equagéo exponencial como essa numa igualdade entre poténcias
de mesma base, vamos desenvolver a nocdo de logaritmo.

Fonte: Dante (2011, p. 248).

Por meio desta tarefa o autor encaminha ao estudo dos logaritmos devido a
impossibilidade de aplicacdo da técnica de transformacdo da equacdo em uma igualdade de
poténcias de mesma base, para tanto afirma que no intuito de utilizar esta técnica vai
desenvolver a nocdo de logaritmo. Porém, constatei que apesar de anunciar o uso da técnica de
transformacdo da equacdo em uma igualdade de poténcias de mesma base, ao enfrentar esta
tarefa posteriormente foram aplicadas outras técnicas caracteristicas das praxeologias do

MELCE como mostra a figura 11.
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Figura 11: Enfrentamento da tarefa introdutéria do MELCE.

Resolucdo:

Populagéo do ano-base = P,

Populacéo ap6s um ano = P,(1.012) =P,
Populagéo apds dois anos = P,(1,012)2 = R

Populagéo apés x anos = P,(1.012)*=P,
Supondo que a populagdo dobrard em relagdo ao
ano-base apds x anos, temos:

P.=2P) = P, (1012)* = 2P, = (1012)*=2
Aplicando logaritmos, temos:
log (1,012)* =log 2 = x * log 1,012 = log 2 =

log2 030103 _
log 1012 0,00518

A populagdo dobrard em 58 anos, aproximadamente.

Fonte: Dante (2011, p. 262).

Considero que apesar do discurso de que, na realizacdo da tarefa apresentada, o estudo
de logaritmos permitiria 0 uso de uma técnica estudada anteriormente, 0 que ocorre € a
construcdo de uma praxeologia que introduz novas técnicas que em determinadas tarefas,
articulam-se com técnicas tomadas como rotineiras pelo autor, tais como: resolucdo de
equacOes, resolucdo de inequacdes, calculo de poténcias, aplicacdo de propriedades de
poténcias, promocdo da mudanca de incognita em uma equacdo, substituicdo dos valores de
uma ou mais incognitas em uma expressdo algébrica, dentre outra que considerei transparentes

por fugirem do escopo desta pesquisa.

A definicdo de logaritmo é declarada apds a proposi¢édo da tarefa: A que nUmero x se
deve elevar o numero 2 para se obter 8? Isto &, calcular o valor do expoente x na equagdo 2* =8.
Em seguida é aplicada a técnica da igualdade entre poténcias de mesma base obtendo-se
2*=2° e x=3. Entdo o valor 3 é denominado logaritmo do nimero 8 na base 2 e é

representado por log,8=3. Assim é estabelecida a relagéo entre logaritmo e o expoente de
uma poténcia, neste caso log,8=3<«>2°=8, ou ainda, 2"%°*=8. Deste modo, o autor

caracteriza o logaritmo de 8 na base 2 como sendo 0 expoente que se deve dar a base 2 para

obter 8 e evidencia esta relacdo conforme mostra a Figura 12.

Figura 12: Evidéncia da relagéo entre logaritmo e expoente, caracteristica do MELCE.

Perceba que o logaritmo é
um expoente.

Fonte: Dante (2011, p. 249).
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Em seguida esta defini¢do é formalizada como mostra a figura 13.
Figura 13: Definicdo de logaritmo no MELCE.

Dados os nimeros reais positivos a e b, com a # 1, se b = a%, entdo o expoente ¢ chama-se logaritmo
de b na base a, ou seja, log, b = ¢ & a“= b, com a e b positivos e a # 1.

Fonte: Dante (2011, p. 249).

A equivaléncia entre o logaritmo e 0 expoente de uma poténcia também é evidenciada

pelo autor de acordo com a Figura 143,

Figura 14: Equivaléncia entre as formas logaritmica e exponencial no MELCE.

» Forma logaritmica ]' ”Forr;iawexpgnie;ncial Scaet|
! ¢: logaritmo p: poténcia

| log,b = c{a: base do logaritmo | a° =b<a:base da poténcia

‘z b : logaritimando c:expoente

Fonte: Dante (2011, p. 249).

O modelo epistemoldgico que denomino MELCE € caracterizado por praxeologias cujas
técnicas tornam-se inteligiveis pela tecnologia da definicdo de logaritmo de um ndmero real
dentre outras e é importante ressaltar que a maioria das técnicas estabelecidas ao longo do
estudo dos logaritmos séo articulacdes entre as técnicas apresentadas neste capitulo e técnicas

estudadas nos capitulos anteriores do livro didatico.

Classifiquei as tarefas presentes em Dante (2011) em 18 tipos. Estes tipos foram eleitos
por mim em funcdo das técnicas utilizadas no enfrentamento de suas tarefas, pois considerei
que tarefas pertencentes ao mesmo tipo sdo enfrentadas com as mesmas técnicas, formando
assim os blocos praxeoldgicos. A seguir apresento o0s dezoito tipos de tarefas encontrados em

Dante (2011) com algumas tarefas os exemplificando:

a) Tipo de tarefas T1: E composto por tarefas que sio realizadas pela técnica da
transformacdo de uma expressdo logaritmica em uma expressdo equivalente na forma de

poténcia. Neste caso, a tecnologia que torna a técnica inteligivel é a definicao de logaritmo.
Exemplo de tarefa do tipo T1:

t1. Escrever um logaritmo em forma de poténcia;

13 Ha um erro tipografico na forma exponencial, pois onde se 1& p, deve-se ler b.
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Figura 15: Tarefa proposta 2.

Usando poténcia, determine o equivalente a cada loga-
ritmo:
a) log, 7 = x b) m = log r c)log 0,1 = —1

Fonte: Dante (2011, p. 250).

b) Tipo de tarefas T2: E composto por tarefas que sdo realizadas por uma técnica
que articula as técnicas da transformacdo de uma expressao logaritmica em uma expressdo

equivalente na forma de poténcia e da resolucéo de equacgéo exponencial.

Apresento, na Figura 16, o enfrentamento de uma tarefa pertencente ao tipo T2 extraido
de Dante (2011).

Figura 16: Enfrentamento de uma tarefa pertencente ao tipo T2.

Determine:
a) log, 128

Resolugéo:
a) Representando por x o valor procurado, temos:

log, 128 =x 5 2= 128 =% =P = x=7
Portanto, log, 128 = 7.

Fonte: Dante (2011, p. 249).

De fato, a técnica utilizada consiste na aplicacdo da técnica da transformacéo de uma
expressao logaritmica em uma expressdo equivalente na forma de poténcia, fato destacado pelo
autor, obtendo assim uma equacéo exponencial para em seguida aplicar a técnica de resolucao
deste tipo de equacdo. As tecnologias que tornam esta técnica inteligivel sdo as definicdes de

logaritmo e poténcias, além das propriedades das poténcias.

Observo que o bloco pratico-técnico deixa evidente ligacio do MELCE com as
poténcias. Dai a necessidade de se propor o estudo dos logaritmos e funcées logaritmicas apds

0 estudo de poténcias e funcdes exponenciais como aconteceu em todas as colecdes analisadas.

c) Tipo de tarefas T3: E composto por tarefas que sdo realizadas por uma técnica
que articula as técnicas da transformacdo de uma expressdo logaritmica em uma expressao

equivalente na forma de poténcia e vice-versa e do calculo de poténcias.

As tecnologias que tornam inteligivel esta técnica sdo as definicGes de logaritmo e

poténcia.
Exemplo de tarefa do tipo T3:

t5. Calcular o valor de uma poténcia e escrevé-la em forma de logaritmo;
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Figura 17: Tarefa proposta 1.

Calcule cada poténcia e depois escreva o logaritmo cor-
respondente:

a2 b7z I  d3’ g) 72

Fonte: Dante (2011, p. 250).

t10. Calcular o logaritmando de um logaritmo utilizando a calculadora;

Figura 18: Tarefa proposta 42.

Com o auxilio de uma calculadora, calcule utilizando
as teclas das quatro operagdes fundamentais, a tecla
log ea 10% (caso ndo tenha uma calculadora & dis-
posigdo, indique o roteiro para efetuar o célculo):

Q Fig

Em g e h calculamos
log x e depois x.

ue atento
c) xtal quelogx = 1,35

f) xtalquelogx = —1,155

Fonte: Dante (2011, p. 261).

A tarefa t10 apresenta uma peculiaridade em relacdo as demais tarefas pertencentes ao
tipo T3, pois é necessario fazer uso da calculadora. O uso deste dispositivo informatico impde
condicdes e restricGes que balizardo a construcdo da praxeologia. Como é permitido apenas o
uso das teclas <log> e <10*> € necessario aplicar a técnica da transformacéo de uma expressao
logaritmica em uma expressao equivalente na forma de poténcia, obtendo-se no item (c), por
exemplo, a poténcia x =10"*°. Para calcular o valor desta poténcia utiliza-se a tecla <10*> da
calculadora. Neste caso, considero que foi aplicada uma técnica para o calculo do valor de uma

poténcia caracteristica do dispositivo informatico cuja tecnologia ndo esta explicita.

d) Tipo de tarefas T4: E composto por tarefas que sdo realizadas por uma técnica
que articula as técnicas da transformacdo de uma expressdo logaritmica em uma expressao

equivalente na forma de poténcia e da resolucdo de equacdes.

As tecnologias que tornam inteligivel estas técnicas sdo a defini¢des de logaritmo e o

principio de equivaléncia entre igualdades.
Exemplo de tarefas do tipo T4:

t11. Calcular a base de um logaritmo;
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Figura 19: Tarefa resolvida 2.
Sabe-se que log, 25 = 2. Calcule a.

Fonte: Dante (2011, p. 145).

e) Tipo de tarefas T5: E composto por tarefas que s&o realizadas por uma técnica

que articula as técnicas da logaritmizacéo e da resolugdo de equacdes.

A técnica que denominei logaritmizacéo afirma que log, x =log, y & x=y,com x>0

,y>0,a>0ea=1.

Apresento o enfrentamento da tarefa proposta 16 (item d) (DANTE, 2011, p. 252) do

tipo T5 no intuito de esclarecer a articulagdo mencionada: Calcule o valor de x em

log, (x—1)=log, 3.
! 1

5

Pela técnica da logaritmizacao temos que X >1 e que log, (x—1)=log, 3<> x-1=3,
5 5

pela técnica de resolucdo de equacdes vem que X =4 que é maior do que 1 e, portanto, o valor

de x é 4.

As tecnologias que tornam esta técnica inteligivel sdo a definicdo de logaritmo e o

principio de equivaléncia entre igualdades.
Exemplo de tarefa do tipo T5:

t13. Calcular o valor de uma incognita em uma igualdade entre logaritmos;

Figura 20: Tarefa proposta 16.
Calcule o valor de x:
a) log, x = log, 8 c) log x2 = log x
b) log, 8" = log, 16 d) log, (x — 1) =log, 3

5 5

Fonte: Dante (2011, p. 252).

f) Tipo de tarefas T6: E composto por tarefas que sdo realizadas por uma técnica

que articula as técnicas da condicdo de existéncia do logaritmo e da resolucdo de inequacdes.

Esta técnica torna-se inteligivel pela tecnologia da definicdo de logaritmo e do principio

de equivaléncia entre desigualdades.

Exemplo de tarefa do tipo T6:
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t14. Determinar os valores reais de uma incdgnita presente em uma expressao que
compde o logaritmando de um logaritmo;

Figura 21: Tarefa proposta 11.

Determine os valores reais de x para os quais existe:
a) log, (x — 3)

b) log, (x2 — 7x+10)

3

Fonte: Dante (2011, p. 251).

9) Tipo de tarefas T7: E composto por tarefas que sdo realizadas por uma técnica
que articula as técnicas da transformacdo de uma expressao logaritmica em uma expressdo

equivalente na forma de poténcia, calculo de poténcias, além das propriedades de poténcias.

Esta técnica torna-se inteligivel pela tecnologia das definicGes de logaritmos e
poténcias.

Exemplo de tarefa do tipo T7:

t17. Calcular o valor de expressdes numericas envolvendo logaritmos;

Figura 22: Tarefa proposta 15.

Calcule o valor das expressdes:

e) ]03 + log,, 2

f) 21 + log, 3
C) ng‘ 6 - log, 10 g] 22 + 3log, 5
d) 3.\ogz7 * log, 2 h) 23 — 2log, 6

Fonte: Dante (2011, p. 252).

h) Tipo de tarefas T8: E composto por tarefas que sdo realizadas pela aplicacdo da

técnica das propriedades operatdrias dos logaritmos. Esta técnica torna-se inteligivel pela
tecnologia da definicdo de logaritmo e das propriedades das poténcias.

Exemplo de tarefa do tipo T8:

t18. Determinar o desenvolvimento logaritmico de uma expressdo envolvendo
logaritmo;

Figura 23: Tarefa resolvida 10.

Determine o desenvolvimento logaritmico da expres-

. [ avb J

sdolog =
=

Fonte: Dante (2011, p. 257).
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) Tipo de tarefas T9: E composto por tarefas que sdo realizadas pela aplicagdo da
técnica de mudanca de base. Esta técnica torna-se inteligivel pela tecnologia da definicdo de

logaritmo.
Exemplo de tarefa do tipo T9:

t24. Escrever um logaritmo mudando sua base;

Figura 24: Tarefa proposta 18.

Escreva:
a) log, 8 usando logaritmos na base 4;

Fonte: Dante (2011, p. 256).

)} Tipo de tarefas T10: E composto por tarefas que sao realizadas por uma técnica
que articula as técnicas de mudanca de base e da transformacdo de uma expressao logaritmica
em uma expressdo equivalente na forma de poténcia. Esta técnica torna-se inteligivel pela

tecnologia das defini¢des de logaritmos.
Exemplo de tarefa do tipo T10:

t27. Calcular o valor de um logaritmo a partir de outro(s) de base diferente;

Figura 25: Tarefa proposta 33.

Se log, a = m, calcule log, b.

Fonte: Dante (2011, p. 258).

K) Tipo de tarefas T11: E composto por tarefas que sio realizadas por uma técnica
que articula as técnicas de mudanca de base e propriedades operatérias dos logaritmos. Esta
técnica torna-se inteligivel pela tecnologia da definicdo de logaritmo e propriedades das

poténcias.
Exemplo de tarefa do tipo T11:

t29. Calcular o logaritmo de um nimero em funcdo de logaritmos de outros nimeros;

Figura 26: Tarefa proposta 47.

Dados log 2 = 0,30, log 3 = 0,48 e log 5 = 0,70,
calcule, com aproximagdo de duas casas decimais e
usando mudanga de base, os logaritmos:

c) log, 9
Fonte: Dante (2011, p. 261).
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) Tipo de tarefas T12: E composto por tarefas que sio realizadas por uma técnica
que articula as técnicas de mudanca de base, da transformacdo de uma expressao logaritmica
em uma expressao equivalente na forma de poténcia e das propriedades operatdrias dos
logaritmos. Esta técnica torna-se inteligivel pela tecnologia da definicdo de logaritmo e

propriedades das poténcias.
Exemplo de tarefa do tipo T12:

t30. Calcular o valor de um logaritmo a partir de outro(s) de base diferente;
Figura 27: Tarefa resolvida 15.
Dado log, a = 6, calcule log, b2,

Fonte: Dante (2011, p. 257).

m) Tipo de tarefas T13: E composto por tarefas que sao realizadas por uma técnica
que articula as tecnicas da transformacdo de uma expressdo logaritmica em uma expressao
equivalente na forma de poténcia e da transformacdo de um cologaritmo em um logaritmo. Esta

técnica torna-se inteligivel pelas tecnologias das defini¢cdes de logaritmo e cologaritmo.
Exemplo de tarefas do tipo T13:

t33. Calcular o valor de um cologaritmo;

Figura 28: Tarefa proposta 39.

Pela definigéo de cologaritmo, calcule:
a) colog, 8 c) colog,, 0,001

b) cologs(%) d) colog, 12

Fonte: Dante (2011, p. 259).

n) Tipo de tarefas T14: E composto por tarefas que sao realizadas por uma técnica
que articula as técnicas da transformacdo de uma expressdo logaritmica em uma expressao
equivalente na forma de poténcia e propriedades operatdrias dos logaritmos. Esta técnica torna-

se inteligivel pela tecnologia da definicdo de logaritmo e das propriedades das poténcias.
Exemplo de tarefas do tipo T14:

t35. Calcular o numero de algarismos de uma poténcia a partir de logaritmos

conhecidos;
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Figura 29: Tarefa resolvida 19.

Sabendo que log 2 = 0,301 calcule o nimero dc al-
garismos da poténcia 5'%.

Fonte: Dante (2011, p. 260).

0) Tipo de tarefas T15: E composto por tarefas que sio realizadas por uma técnica
que articula as técnicas de logaritmizacdo e propriedades operatdrias dos logaritmos. Esta
técnica torna-se inteligivel pela tecnologia da definicdo de logaritmo e das propriedades das
poténcias.

Exemplo de tarefa do tipo T15:

t39. Resolver equag6es exponenciais utilizando logaritmos;

Figura 30: Tarefa resolvida 20.

Resolva a equagéo 3* = 5.

Fonte: Dante (2011, p. 261).

9)) Tipo de tarefas T16: E composto por tarefas que sdo realizadas por uma técnica
que articula as técnicas de substituicdo de valores de parametros de uma expressao algébrica,
logaritmizacao e propriedades operatorias dos logaritmos. Esta técnica torna-se inteligivel pela

tecnologia das expressdes algébricas, definicdo de logaritmo e propriedades de poténcias.

Exemplo de tarefa do tipo T16:

t40. Resolver equacbes exponenciais oriundas de situacGes-problema utilizando

logaritmos;

Figura 31: Tarefa resolvida 23.

Sabemos que o nimero de bactérias numa cultura,
depois de um tempo t, é dado por N = N, « €%, em
que N € o nimero inicial (quandot = 0) e r ¢ a taxa
de crescimento relativo. Em quanto tempo o nimero
de bactérias dobrara se a taxa de crescimento conti-
nuo & de 5% ao minuto?

Fonte: Dante (2011, p. 262).

q) Tipo de tarefas T17: E composto por tarefas que sdo realizadas por uma técnica
que articula as técnicas de mudanca de incognita, resolucdo de equacBes do 2° grau,
logaritmizacdo e propriedades operatérias de logaritmos. Esta técnica torna-se inteligivel pela
tecnologia do principio de equivaléncia entre expressdes algébricas, formula resolutiva de uma

equacéo do 2° grau e a definicdo de logaritmo.
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Exemplo de tarefa do tipo T17:

t41. Resolver equacdes exponenciais utilizando logaritmos;

Figura 32: Tarefa resolvida 21.

Dados log 2 = 0,30; log 3 = 0,48 e log 5 = 0,70,
resolva a equagéo 5% — 7 « 5*+ 12 = 0.

Fonte: Dante (2011, p. 261).

r Tipo de tarefas T18: E composto por tarefas que sio realizadas por uma técnica
que articula as técnicas de substituicdo de valores de parametros de uma expressao algébrica,
da transformacdo de uma expressao logaritmica em uma expressdo equivalente na forma de
poténcia e das propriedades operatdrias dos logaritmos. Esta técnica torna-se inteligivel pela

tecnologia das expressdes algébricas e defini¢cdo de logaritmo.
Exemplo de tarefas do tipo T18:

t42. Calcular o valor de um logaritmo oriundo de uma situagao-problema;

Figura 33: Tarefa proposta 53.

O pH de uma solugéo ¢ o logaritmo decimal do inverso
da concentragdo de H,0*. Qual é o pH de uma solu-
G&o cuja concentragdo de H,0* & 4,5 - 107 mol/¢?

Fonte: Dante (2011, p. 261).

No Quadro 1, apresento os dezoito tipos de tarefas encontrados em Dante (2011). Este
quadro € particularmente importante pois caracteriza 0 MELCE ao relacionar as tarefas,

técnicas, tecnologias e teoria para cada tipo de tarefa.

Quadro 1: Praxeologias caracteristicas do MELCE extraidas de Dante (2011).

Tipos de Tarefas Técnicas Tecnologia Teoria
Tarefas
Transformacdo de uma expressdo .
o y L ) Andlise
T1 tlet2. logaritmica em uma expressdo Defini¢do de logaritmo. Real
eal.
equivalente na forma de poténcia.
Transformacdo de uma expressdo Definigdo de logaritmo,
= setd logaritmica em uma expressao definicdo de poténciae | Andlise
t3etd.
equivalente na forma de poténciae | propriedades de Real.
resolugdo de equacdo exponencial. | poténcias.
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Tipos de Tarefas Técnicas Tecnologia Teoria
Tarefas
Transformagdo de uma expresséo
- t5, t6, t7, t8, 19 | logaritmica em uma expressao Definigdo de logaritmo | Analise
e t10. equivalente na forma de poténciae | e poténcias. Real.
calculo de poténcias.
Transformacao de uma expressao Definicdo de logaritmo
logaritmica em uma expressdo e o principio de Anélise
T4 t1letl2. . o o
equivalente na forma de poténciae | equivaléncia entre Real.
resolucdo de equacdes. igualdades.
Definigdo de logaritmo
T5 13 Logaritmizacéo e resolugéo de e o principio de Analise
' equacdes. equivaléncia entre Real.
igualdades.
L o Definic&o de logaritmo
Condicéo de existéncia do . .
] N e do principio de Anélise
T6 t14, t15e t16. | logaritmo e resolucdo de o
. . equivaléncia entre Real.
inequacoes. .
desigualdades.
Transformacao de uma expressao
7 17 logaritmica em uma expressdo Definicdo de logaritmo | Anélise
' equivalente na forma de poténciae | e poténcia. Real.
propriedades de poténcias.
. . Definigdo de logaritmo .
t18, t19, t20, | Propriedades operatérias dos . Anélise
T8 ] e propriedades de
t21, t22 e t23. | logaritmos. o Real.
poténcias.
L ) Andlise
T9 t24, 125 e t26. | Mudanga de base. Defini¢do de logaritmo. Real
eal.
Mudanga de base e transformacéo
de uma expressao logaritmica em L . Anaélise
T10 t27 e t28. y ] Defini¢do de logaritmo.
uma expressao equivalente na Real.
forma de poténcia.
) Defini¢do de logaritmo .
Mudanca de base e propriedades ) Andlise
T11 t29. . ] e propriedades de
operatorias dos logaritmos. o Real.
poténcias.
Mudanca de base, transformagéo de
uma expressao logaritmica em uma L )
y ) Definigdo de logaritmo .
expressdo equivalente na forma de ) Andlise
T12 t30, t31 e t32. o ] . e propriedades de
poténcia e propriedades operatdrias Real.

dos logaritmos.

poténcias.
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Tipos de A . .
Tarefas Tarefas Técnicas Tecnologia Teoria
Transformagdo de uma expresséo
logaritmica em uma expressao L ) .
) o Definigdo de logaritmo | Analise
T13 t33 e t34. equivalente na forma de poténcia e )
. e cologaritmo. Real.
da transformacéo de um
cologaritmo em logaritmo.
Transformacéo de uma expresséo
logaritmica em uma expressao Definicdo de logaritmo .
t35, 136, t37 e ) o ) Anélise
T14 38 equivalente na forma de poténciae | e as propriedades de Real
: eal.
propriedades operatérias dos poténcias.
logaritmos.
o . Definic&o de logaritmo .
Logaritmizacdo e propriedades . Andlise
T15 t39. . ) e as propriedades de
operatérias dos logaritmos. o Real.
poténcias.
Substituigdo de valores de o .
A 5 Definigéo de logaritmo,
parametros de uma expressao . o .
o o expressOes algébricase | Andlise
T16 t40. algébrica, logaritmizacédo e .
] N propriedades de Real.
propriedades operatorias dos o
. poténcias.
logaritmos.
Definicdo de logaritmo,
L 3 principio de
Mudanca de incégnita, resolucdo de o
. .. _ | equivaléncia entre .
equacdes do 2° grau, logaritmizagéo . o Andlise
T17 t41. ] N expressoes algébricas e
e propriedades operatérias de ] . Real.
) foérmula resolutiva de
logaritmos. 3
uma equacdo do 2°
grau.
Substituicdo de valores de
pardmetros de uma expressao
algébrica, transformacéo de uma Defini¢do de logaritmo Andli
nalise
T18 t42. expressdo logaritmica em uma e expressoes Real
eal.
expressdo equivalente na forma de | algébricas.
poténcia e propriedade dos
logaritmos.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Entendo que as praxeologias que modelam o estudo de logaritmos em Dante (2011)

caracterizam o MELCE, pois apresentam blocos préatico-técnicos /71 = [Ti / ri] marcados por

técnicas préprias deste estudo de logaritmos articuladas com técnicas estudadas anteriormente,

isto &, o saber-fazer na realizagéo destas tarefas pressupde duas instancias: a primeira, e anterior
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ao estudo de logaritmos, requer o conhecimento de técnicas relativas, em grande parte, ao
estudo de poténcias e equagdes exponenciais caracterizando a necessidade do estudo de tais
objetos antecipadamente e a segunda, que requer énfase na definicdo de logaritmo como
expoente. A presenca desta definicdo como tecnologia em todos os blocos tecnol6gico-tedricos

Ai =[6?i / G)] dos dezoito tipos de tarefas encontrados garante que o saber requerido nas

praxeologias estabelecidas exige, mesmo que ndo exclusivamente, o uso da definicdo de

logaritmo tal qual foi apresentada em Dante (2011).

2.1.2. MODELO EPISTEMOLOGICO LOGARITMO COMO SERIE (MELCS)

O MELCS diferencia-se do MELCE em varios pontos, dentre os quais a possibilidade
de sua implementacdo em dispositivos informaticos, a maneira como o calculo do logaritmo de

um numero real € feito e por ndo figurar nos livros didaticos de matematica para o0 EM.

De acordo com Boyer (2012, p. 269) uma das formulas de aproximacéo para logaritmos,
conhecida como “Série de Mercator”, foi apresentada por Nicolaus Mercator (1620-1687) em

sua obra intitulada Logarithmotechnia (1668) como segue na figura 34:

Figura 34: Série de Mercator para o calculo aproximado do logaritmo natural de 1 + x.

f"[ ax__ j‘('r(l X+ -2+ ---)d-’)f =In(1+x)

) 1+ 2 (

Fonte: Boyer (2012, p. 269).

Ou de forma equivalente

Equacdo 1: Série de Mercator para In (1 + x) como somatorio.

In(1+x)= ;ZZ% X"

Fonte: Elaborada pelo autor.

Esta série converge para —1<X <1 e substituindo-se x por —x, como mostra Eves

(2008), segue-se uma série que converge para —1<x<1.



47

Figura 35: Série para o calculo aproximado do logaritmo natural de 1 — x.

2 3 4
ln(l_—x)=—x—i L JEp

. e

Fonte: Eves (2008, p. 213).

Eves (2008) mostra ainda que uma série cujos termos sdao as diferencas dos termos
correspondentes de duas séries dadas converge para todos os valores de x para 0s quais ambas

as séries convergem, portanto para —1< x <1 tem-se que:

Figura 36: Série para o calculo aproximado do logaritmo natural de (1 + x)/(1 — Xx).

(1+x)
lfap ] ===
1 - x

In(1 +x)-In(1 - x

|
[N}
e
K
3
|
I
|
+

Fonte: Eves (2008, p.413).

Fazendo-se x=1/(2N+1), observamos que —-1<x<1, para todo N positivo, e
X=(1+x)/(@-x)=(N+1)/ N. Substituindo na equacao apresentada na figura 3, obtemos
Figura 37: Série para o calculo aproximado do logaritmo natural de N + 1.

1 1 1
+ s
IN+1 @ 32N+ 1P @ 5N+ 1P

In(NV+ 1) =InN+ 2

Fonte: Eves (2008, p.413).

Esta série converge, e bastante rapidamente, para todos os valores positivos de N
configurando uma maneira de calcular o logaritmo de um numero real positivo que difere da

apresentada no MELCE. A figura 38 mostra uma tarefa apresentada por Eves (2008).

Figura 38: Tarefa t(a) sobre o calculo de logaritmo proposta por Eves (2008).

(a) Fazendo N = 1, calcule In 2 até a quarta casa decimal.

Fonte: Eves (2008, p. 413)

A figura 39 mostra a realizacdo desta tarefa utilizando a equacdo 1 e o resultado

apresentado na figura 37.
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Figura 39: Realizacéo da tarefa t(a).

(_l)n+1

Fazendo x =0 na equacio ]11(1+X)=Z
n

n=1

x" tem-se que In 1=0.

Para calcular In 2, basta fazer N =1 na equacio

In(N+1)=l N+2 S ~+ l —+ ... |»daivem
IN+T 3(2N+1) 5(2N+1)
1 1 1 R
In(1+1)=h1+2 + -+ ~+.. | eentdo
201+1 3(2.1+1)  5(2.1+1)

1 1 1 1 1
+

mh2=2| —+— + + +o |
3 81 1215 15309 177147

Calculando In 2 temos

1
n2=2 §]=0,66666666?
11
n2=2—+— |=0,691358025
13 81
mz:zl 1,1 =0,693004115
|3 81 1215
11 1 1
m2=2|—+—+—+—— =0,693134757
|3 81 1215 15309
mh2=2 l+i+ ! + ! + L +... |=0,693146047
|3 81 1215 15309 177147

Portanto o valor solicitado com quatro casas decimais € In2 =0,6931.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Esta tarefa remete ao uso de técnicas do MELCS, pois exige que se faca N=1

impedindo a utilizacdo de técnicas do MELCE por exemplo. A técnica que apliquei pra a

realizacdo da tarefa (a) consistiu na substituicdo do valor numérico de N e do célculo o valor

da expressdo In 2 com um namero cada vez maior de parcelas. Esta técnica também alcanca as

tarefas apresentadas por Eves (2008) mostradas na figura 40.

Figura 40: Tarefas t(b) e t(c) sobre o célculo de logaritmo propostas por Eves (2008).

(b) Calcule In 3 até a quarta casa decimal.

(o) Calcule In 4 até a quarta casa decimal.

Fonte: Eves (2008, p. 413).
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O Quadro 2 a seguir apresenta a OMP em torno do tipo de tarefas T1 apresentado por
Eves (2008).

Quadro 2: OMP em torno de T1.

Tipo de o . .
Tarefas Técnicas Tecnologia Teoria
Tarefas
t(a), t(b) . . Definicdo de logaritmo Anélise
T1 Valor numérico da série. »
e t(c). como série. Real.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O MELCS comp0e praxeologias distintas das apresentadas no MELCE devido a
definicdo de logaritmo ser apresentada como série e ndo como expoente. Chamo atencdo para
duas situacdes que emergem desta diferenca: a primeira diz respeito as técnicas associadas ao
estudo de poténcias que sdo necessarias nas articulacbes promovidas pelo MELCE e que aqui
ndo se fizeram presentes, e a segunda ao processo de célculos realizados por dispositivos
informéaticos que requer um modelo epistemoldgico que possa ser implementado pelas
linguagens de programacdo, o que indica a possibilidade e facilidade de implementacdo do

MELCE nestes dispositivos.

2.1.3. MODELO EPISTEMOLOGICO LOGARITMO COMO AREA (MELCA)

Este modelo epistemoldgico € apresentado em livros de célculo diferencial e integral e
define o logaritmo como uma integral para em seguida apresentar a funcdo exponencial como
sua inversa. Deste modo, ndo sdo utilizadas as definicbes de logaritmo apresentadas
anteriormente e nem as técnicas relacionadas aos estudos de poténcias e equacdes exponenciais,
além de definir a funcdo exponencial posteriormente a funcdo logaritmica de modo oposto ao

que ocorre nos livros de matematica do EM, como afirma Stewart (2006).

Em vez de comecar com a* e definir Ioga X como sua inversa, vamos definir

In x como uma integral e a partir dai definir a fungdo exponencial como sua
funcdo inversa. Nesta seccdo vocé deve ter em mente que nds ndo usaremos
nenhuma definicdo anterior e resultados relacionados com funges
exponenciais e logaritmicas. (STEWART, p. 420, 2006)

O logaritmo natural definido como uma integral é mostrado na figura 41.
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Figura 41: Definigdo de logaritmo no MELCA.

Definicdo Funcao logaritmo natural € definida por
x 1
Inx = [ —idt %210
Nl i f

Fonte: Stewart (2006, p.420).

£~ 1 ] - .
A funcéo T é continua para valores reais tais que t > 0 e consequentemente sua integral
sempre existe, isto €, assim como nas outras definigdes de logaritmo deve-se ter x > 0. Se x >1,
entdo In x pode ser interpretada geometricamente como a area sob a hipérbole T de t=1 até

t =X como mostra a figura 42.

Figura 42: Interpretacdo geométrica de In x.

YA

)

drea = Inx

1 X

Fonte: Stewart (2006, p. 420).

X X 1
Para x =1, temos que In1='|.%dt=0 e para 0 < x <1 temos Inlzj%dtz—f%dt<0,
1 1

X

logo o In x é 0 oposto do valor da area, como mostra a figura 43.

Figura 43: Interpretagdo geométrica de In x.

YA

X 1

Fonte: Stewart (2006, p. 420).

Segue na figura 44, uma tarefa proposta por Stewart (2006).
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Figura 44: Tarefa t(a) sobre o célculo de logaritmo extraida de Stewart (2006).
(a) Comparando as dreas, mostre que l<m2<i.

Fonte: Stewart (2006, p.420).

A realizacdo da tarefa t(a) € mostrada por Stewart (2006) na figura 45.

Figura 45: Realizacdo da tarefa (a) apresentada por Stewart (2006).

(a) Podemos interpretar In 2 como a drea sob a curvay = 1/7 de 1 até 2. Da Figura

vemos que essa drea € maior que a drea do retdngulo BCDE e menor que a drea do
trapezdide ABCD.

try

Assim, temos

[

c1<mn2<1-3(1+13)
1<ln2<3

Fonte: Stewart (2006, pp. 420-421).

Esta praxeologia evidencia a utilizacdo de uma técnica que articula o calculo de area do
retangulo e do trapézio a do célculo do valor numérico de uma funcéo, cujas tecnologias sao
areas de figuras planas, funcdes e a definicdo de logaritmo como a area sob a hipérbole. As

teorias observadas foram Geometria Euclidiana Plana e Analise Real.

O Quadro 3 a seguir apresenta a OMP em torno do tipo de tarefas T1 apresentado por
Stewart (2006).

Quadro 3: OMP em torno de T1.

Tipo de - . .
Tarefas Técnicas Tecnologia Teoria
Tarefas
L ) Geometria
Definigdo de logaritmo o
i . . ) i Euclidiana
Areas do retdngulo e do trapézioe | como area, Area de
T1 t(a). . y ) Planae
Valor numérico de uma funcéo. figuras planas e .
B Anélise
Funcoes.
Real.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Encontrei em Lima (2010) o aparecimento do logaritmo anteriormente ao estudo das

fungdes exponenciais e também sua apresentacdo de forma geométrica, como alerta o autor,

como a rea de uma faixa de hipérbole dado por In x=Area(H f) como mostra a figura 46.

Figura 46: O In x definido como a é&rea da faixa hachurada da hipérbole.

Y

Fonte: Lima (2010, p. 58)

A figura 47 mostra uma tarefa sobre o célculo de logaritmo obtida em Lima (2010).

Figura 47: Tarefa q resolvida sobre o calculo de logaritmo no MELCA.

Exemplo. Calculemos um valor aproximado para In 2. Subdividamos
o intervalo [1,2] em dez partes iguais, por meio dos pontos de subdi-
visao.

1,1 1.2 .3 did g 006 18 1.8 L9 9.

Os valores de 1/x quando x assume os onze valores acima séo:
1 0.909 0,833 0,769 0.714 0,666 0,625 0,588 0,555 0,526 0,500

Uma aproximacao inferior para In2 seré fornccida pela area do
poligono retangular inscrito na faixa H?, formado por dez retangulos
cujas bases medem 0,1 e cujas alturas s@o os dez tiltimos valores de
1/2 na lista acima. A &rea desse poligono retangular serd portanto
igual a 0,6685. Obtemos assim (), 6685 como um valor aproximado
(por falta) de In 2.

Para ter uma aproximacio por excesso do valor In2, considera-
remos os dez trapézios circunscritos a faixa HZ, determinados pela

mesma subdivisdo. A soma das dez areas desses trapézios seréd igual
a 0,6935, como o leitor facilmente constatara.

Podemos entdo afirmar que In2 é um ntmero compreendido entre
0,6685 e 0,6935. Em outros termos:

0,6685 < 1In2 < 0,6935

Comprovando que as aproximacdes trapezoidais sdao melhores do
que as retangulares, informamos que o valor de In2. com quatro al-
garismos decimais exatos, é 0, 6931.

O leitor fica convidado a calcular a area do poligono trapezoidal
tangente relativo & mesma subdivisdo e verificar que sua 4rea fornece

uma aproximacao (por falta) ainda melhor para In 2.

Fonte: Lima (2010, pp. 58-60)
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A mesma articulagdo presente na realizacdo da tarefa t(a) da figura 45 foi utilizada por
Lima (2010) no enfrentamento da tarefa q anterior. Deste modo, conclui que o MELCA
presente no livro de célculo diferencial e integral escrito por Stewart (2006) e no proposto por
Lima (2010) difere do MELCE apresentado nas cole¢des de livros didaticos que analisei. Fato
corroborado por Almouloud (2011) que apresenta ferramentas tedricas da didatica da
matematica para responder questdes relacionadas a transposicao didatica do logaritmo. Ao
apresentar um estudo da transposicdo didatica nos livros didaticos brasileiros e franceses e

africanos de lingua francesa afirma que:

Do ponto de vista da transposi¢ado didatica, ha uma diferenca notavel entre as
abordagens propostas nos livros didaticos brasileiros analisados, e as
propostas da maioria dos livros didaticos franceses e da Africa de lingua
francesa. (ALMOULOUD, 2011, p. 199)

Nas propostas internacionais estudadas por Almouloud (2011), o logaritmo natural é

t
definido, assim como em Stewart (2006) por In t = I d—):( , 0 que corresponde a area da faixa de
1

hipérbole apresentada por Lima (2010), isto &, o logaritmo é apresentado tal qual no MELCS.

Pelo exposto, concluo que as praxeologias estabelecidas no estudo dos logaritmos
balizadas pelo MELCE, MELCS e MELCA séo diferentes tanto no que se refere ao bloco
pratico-técnico quanto ao tecnologico-tedrico impondo condigdes e restricdes ao estudo do
logaritmo oriundas dos NCD tais como: Civilizacao, Sociedade, Escola e Pedagogia. No EM,
por exemplo, é necessario o0 estudo prévio de poténcias e equagdes exponenciais para garantir
0 estudo dos logaritmos enquanto que no curso de calculo diferencial e integral (ES) as

praxeologias prévias sao outras.

Ressalto que o MELCE caracterizado em minha pesquisa pode ser utilizado como
modelo de referéncia para a analise de praxeologias associadas ao estudo de logaritmos no EM,
pois permite a compreensdo das relacdes entre os estudos de poténcias e equacdes exponenciais
e dos logaritmos que vao desde a construcao de praxeologias prévias oriundas das poténcias e
equacdes exponenciais necessarias ao estudo dos logaritmos, até as articulagcdes entre as

técnicas oriundas dos dois estudos, dentre outras.
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2.2. PESQUISAS CORRELATAS

Neste estudo, investiguei pesquisas correlatas @ minha no que tange o estudo de
logaritmos, funcdes e fungdes logaritmicas que se utilizam de dispositivos informéaticos como
mediador do estudo no intuito de estabelecer similaridades e diferencas que pudessem nortear
e indicar aspectos relevantes em meu trabalho. Seguem breves descri¢fes dos trabalhos e Karrer
(1999), Benedetti (2003), Ferreira (2006), Rossi (2010) e Santos (2011).

Karrer (1999) apresenta uma proposta por meio de uma sequéncia didatica para o ensino
de logaritmos, utilizando os ambientes papel e lapis e o informatizado configurado pela
calculadora. Este trabalho teve por objetivo investigar se esta sequéncia favoreceria a
construcdo do conceito de logaritmo. Karrer (1999) adotou o MELCE, haja vista que a mesma
partiu de situacOes-problema exponenciais e o logaritmo foi introduzido como ferramenta
necessaria para o prosseguimento do estudo, fato ressaltado pela autora. A pesquisadora
trabalhou com um grupo experimental e um de referéncia, para ambos foi aplicado um pré-teste
antes da introducdo do conceito de logaritmo e apds o pos-teste a atividade mediada pelo
dispositivo informatico calculadora favoreceu a construgdo do conceito de logaritmo pelo grupo
experimental. Karrer (1999) mostrou ter refletido sobre o uso da calculadora no momento da
construcdo de seu “texto de saber” (fichas) quando propde atividades que gradativamente foram
impondo a necessidade do uso deste dispositivo, assim como a reconstrucao deste texto apds o
segundo momento da TDI quando refletiu acerca da producdo dos alunos (OM), tal qual em
meu trabalho. Porém, o fator que motivou esta reconstrucdo nem sempre foi oriundo do uso do

dispositivo informatico como ocorreu em minha pesquisa.

Rossi (2010), pautada na Engenharia Didatica, construiu uma sequéncia didatica,
utilizando recursos no intuito de tornar o ensino de logaritmos mais significativo para os
estudantes do EM, facilitando a construcdo do conceito de logaritmo e de funcao logaritmica,
incluindo formas de representacéo, estudo de propriedades e aplica¢fes a fendmenos abordados
por outras ciéncias, como modelos biolégicos, escalas para mensuragdo de grandezas quimicas,
fisicas e geoldgicas. A sequéncia se valeu de folhas de atividades elaboradas com a preocupacao
de fazer com que o estudante tivesse 0 maximo de autonomia possivel para resolvé-las, além
de aulas expositivas, atividades com o uso do computador e da calculadora. Rossi (2010) se
utilizou do MELCE em seu trabalho. Nesta pesquisa, o0 computador foi utilizado em dois

momentos distintos. No primeiro para introduzir as fungdes logaritmicas como inversas das
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funcdes exponenciais por meio do software Graphmatical* e no segundo utilizando um

software de planilha eletronica para obter o valor de (1+ ﬁj . A sequéncia foi aplicada para

42 estudantes de duas salas de primeira série do Ensino Médio, em 15 aulas de 50 minutos cada.

Os resultados foram obtidos através da analise das atividades resolvidas pelos estudantes
e também de observacdes da autora durante a aplicacdo da sequéncia. De acordo com esses
resultados, Rossi (2010) considerou que os objetivos foram alcancados, pois as atividades
foram desenvolvidas com sucesso e a analise a posteriori mostrou que a sequéncia aplicada
contribuiu para que o aprendizado dos estudantes ocorresse de forma significativa no sentido
de um melhor entendimento dos conceitos e suas aplica¢des. Rossi (2010) também revelou ter
posto em jogo o uso do computador e da calculadora na construgdo de seu “texto de saber”
(denominados folhas de atividades) e apesar de incentivar seu uso por outros professores que
poderiam propor adaptacoes de acordo com as condicdes e restrigdes impostas pela instituicdo
em que o material seria utilizado, ndo mostrou reconstrucgdo do “texto de saber” em virtude do

uso do dispositivo informatico.

O trabalho de Santos (2011) teve como objetivo elaborar, aplicar e analisar uma
sequéncia didatica para o estudo da funcdo logaritmica propiciando atividades que
contemplassem a coordenagdo de diversos registros, utilizando o software GeoGebra®® e a
calculadora. A pesquisadora aponta que, durante a aplicacdo da sequéncia didatica proposta, 0s
alunos apresentaram dificuldades em fazer a converséo do grafico para a expressdo algébrica
representativa da funcdo e em linguagem natural. Os relatos dos participantes da pesquisa
indicaram que o software contribuiu para a visualizacdo e compreensdo do comportamento
gréfico das funcbes logaritmicas estudadas. As analises dos resultados mostraram que o
emprego da sequéncia didatica utilizando o GeoGebra e a calculadora contribuiu para a
compreensdo de conceitos como dominio e imagem por meio do teste de hipdteses, assim como
0 uso da calculadora contribuiu para o desenvolvimento de processos de investigagdo, mudanca
de representacdo, generalizacdo e abstracdo. Neste trabalho os alunos destacaram a importancia

da visualizacdo do grafico da funcdo por meio do software, além da possibilidade de

14 E um software de plotagem que pode desenhar curvas.

15 E um software de geometria dindmica que permite a construcdo de objetos geométricos e apresenta em sua
interface duas janelas de visualizagdo, uma algébrica e outra geométrica onde o0s objetos construidos sao expostos
tanto algebricamente quanto geometricamente.
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manipulacdo de outras funcGes de modo dindmico. O modelo epistemolégico adotado na

pesquisa de Santos foi o MELCE.

Ferreira (2006) verifica a utilizacdo de uma sequéncia didatica com problemas que
privilegiam situagBes reais no intento do incentivo a pesquisa e atividades relacionadas ao
surgimento dos logaritmos, contribuindo para a construcdo e compreensdo deste conceito pelos
alunos. A metodologia utilizada segue os principios da Engenharia Didatica, e as atividades da
sequéncia foram elaboradas visando a participacdo de alunos da 12 série do EM. Nesse trabalho,
foram analisadas as producdes de vinte e sete alunos, organizados em trios. A autora inferiu a partir
de sua andlise, que as atividades da sequéncia contribuiram para a aquisicdo do conceito de
logaritmo, possibilitando aos alunos utilizarem-se desse conceito para o entendimento de
fendmenos do mundo real. Os resultados obtidos também revelam que as aulas realizadas no
laboratdrio de informética, com auxilio do software Winplot, facilitaram a construgdo dos gréficos,
permitindo o desenvolvimento de competéncias para a interpretacdo dos mesmos, bem como a
compreensdo da funcdo logaritmica como inversa da funcdo exponencial, o que mostrou o uso do
MELCE.

A pesquisa conduzida por Benedetti (2003) investigou a potencialidade do software
grafico Graphmatica na coordenacéo das representacées multiplas de funcGes. Benetti destaca
a relevancia de sua investigacdo tanto no objeto matematico de estudo, quanto na emergéncia
de softwares graficos gratuitos. Os sujeitos da pesquisa coordenaram as representacfes de
funcbes, especialmente a gréafica, a algébrica e a tabular, de maneira que suas acdes foram
condicionadas pelo que o autor chama de design do software e que nesta pesquisa é denominado
de interface do software, incluindo sua capacidade de representar muitas funcdes e seus
comandos zoom e barras de rolagem. Foram feitos entrelacamentos entre o software, escrita e
calculadora que permitiram a atuacdo dos alunos em processos de experimentacdo que foram
caracterizados pela construcdo de conjecturas, confirmacdes e refutacdes, simultaneamente a
interligacdo entre as diversas representacdes de fungdes. Em suas conclusbes, Benedetti
defende o uso das potencialidades que um ambiente com véarias midias pode proporcionar aos
estudantes e professores no estudo de funcdes. As condicbes e restricdes impostas pelo
Graphmatica foram um fator importante no trabalho de Benedetti (2003) e, apesar ndo abordar
especificamente as funcbes logaritmicas, mostraram a necessidade de se considerar as midias a
serem utilizadas no sistema didatico no momento da construgcdo do ‘“texto de saber” e

estabelecer relagdes entre elas no intuito da construcéo das OD.
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As pesquisas investigadas indicaram que o estudo de fungdes, e particularmente o estudo
de logaritmos e fun¢des logaritmicas é fonte de dificuldades apesar de sua importancia, além
de mostrarem a potencialidade dos dispositivos informaticos tanto na construcao de graficos e
em sua interpretacdo quanto em sua aplicagdo na compreensdo de fendmenos. Essas
caracteristicas coadunam com a minha pesquisa e outro ponto de convergéncia relaciona-se ao
primeiro momento da TDI, que corresponde a construgdo das OD, pois foi marcado pela
reflexdo acerca das condicOes e restrigdes impostas pelos NCD e da interface do software. De
modo geral, 0 segundo momento da TDI, o de construcdo das OM, permitiu uma reflexdo que
implicou na reconstrugdo das OD. Nestas organizagbes o MELCE mostrou-se o modelo

epistemolégico dominante assim como ocorre nos livros didaticos de matematica do EM.

Apesar destas pesquisas se assemelharem a minha no que tange a presenga dos
elementos mencionados, o foco das mesmas ndo esta na investigagdo no processo de
(re)construcdo e gestdo das OM e OD no estudo de fungbes logaritmicas mediado pelos
ambientes papel e lapis e informatizado e apesar dos pesquisadores apontarem a necessidade
de reflexdo no ato da construcdo das OD acerca do objeto matematico de estudo e do uso dos
dispositivos informaticos, tais condicdes e restricdes ndo foram discutidas como em minha
pesquisa. Outro ponto de destaque de meu trabalho € a influéncia da relagdo entre 0 ambiente

papel e lapis e 0 ambiente informatizado (re)construcédo e gestao destas organizagoes.
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3 DESCRICAO E ANALISE DOS DADOS

Neste capitulo narro e analiso as construgdes da OD e OM referentes a minha proposta,
assim como a reconstrugcdo da OD em virtude das reflexdes que me foram proporcionadas ao
longo do fendmeno da TDI em seus dois momentos. No primeiro, caracterizado pela construcao
do “texto de saber”, reflito sobre o estudo da introducéo das fungdes logaritmicas sujeito as
condicOes e restricdes oriundas de varios NCD e dos dispositivo informatico. No segundo
momento, da implementacdo da OD, dirijo 0 processo de estudo junto a meus alunos no intuito
de construir a OM pautando este processo nos ambientes papel e lapis e informatizado. A
analise dos dados obtidos foi subsidiada pela TAD, mais precisamente pelo fendmeno da TDI,
das nogdes de OD e OM, condicBes e restricGes, além dos modelos epistemoldgicos
apresentados por mim, o MELCE e o MELCS.

3.1. A CONSTRUCAO DA OD: O PRIMEIRO MOMENTO DA TDI

A grande importancia das funcées logaritmicas para o curriculo da matematica escolar
foi motivo de inspiracdo para a construcdo de minha proposta de estudo deste objeto. Esta
importancia € constituida de muitos fatores dentre os quais se destacam sua contribuicdo para
o desenvolvimento da linguagem algébrica necessaria para expressar a relacdo entre grandezas
e modelagem de situacGes-problema, construindo modelos descritivos de fenémenos, além de
suas varias aplicacbes dentro e fora da matematica, permitindo uma melhor relacdo dos
estudantes com o mundo. Infiro que estas condigdes e restrices sdo oriundas dos NCD mais
gerais (civilizacao e sociedade), pois sdo determinadas pelos maiores contextos culturais e seus
principios para nossa sociedade, haja vista que os documentos oficiais tais como leis de
diretrizes e bases, PCN, matriz de referéncia do ENEM — as fun¢6es logaritmicas sdo estudadas
neste nivel de ensino — apregoam uma formacdo em busca da cidadania pautada na leitura,

representacdo e acao sobre a realidade.

No primeiro momento da TDI, tendo em mente a importancia e as potencialidades do
estudo de fungdes logaritmicas, construi a OD me valendo de livros didaticos de publicacdo
nacional e do material didatico escrito e publicado por mim em 2012 e utilizado pelos alunos,
fato que acarretou na utilizacdo do MELCE, que é o modelo epistemologico de logaritmo
dominante no Brasil — indicando a acdo de condices e restricdes em nivel de sociedade, pois

a determinacdo deste modelo epistemoldgico para o EM foi feita pela noosfera.
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Outro componente presente em minhas reflexdes ao elaborar a proposta foram as
praxeologias mateméticas em torno dos tipos de tarefas de fungdes logaritmicas exigidas para
0 ingresso de meus alunos em instituicbes de ES, inclusive as do ENEM haja vista que
atualmente esta € uma exigéncia latente da escola, alunos e familias, isto é, condicGes e

restri¢ces dos niveis de codeterminagdo sociedade e escola.

Outras condigdes e restricbes dos niveis escola e pedagogia que permearam minhas
reflexdes acerca da construcdo da OD esta associada ao uso de tecnologias. A escola na qual
realizei o estudo implantou seus dois laboratérios de informatica em 19936 e tem acompanhado
as mudancas tecnoldgicas desde entdo, sendo uma das escolas pioneiras, em Belém, no uso de
softwares educativos desde a Educagdo Infantil até o Ensino Médio. O que implicou, ao longo
dos anos, na formacédo de alunos habituados ao uso do laboratorio de informética nas variadas
séries e disciplinas, de tal modo que os alunos ndo apresentam dificuldades no uso de
computadores em suas aulas, além de preferirem o estudo em grupo — fato corroborado por

minhas préaticas nesta institui¢éo.

Estes fatores, aliado as potencialidades e recomendacdes de utilizacdo de computadores
pelos documentos oficiais — condicdes e restricdes do NCD sociedade — também permearam a
construcdo de minha proposta baseada na criagdo de um ambiente de visualizacdo e
manipulacdo do grafico da fungdo logaritmica associada a uma lei de formacédo analitica, fato
que pode contribuir para a compreensao de fendémenos diversos. Compreendo que ao considerar
0 uso dos dispositivos informaticos sofri influéncia dos NCD sociedade, por conta das
orientacdes que incentivam o uso de tal tecnologia, além dos NCD escola e pedagogia

estabelecidos pela instituicdo.

Este estudo foi realizado com meus alunos do terceiro ano do EM de uma escola
particular de Belém. Foram cerca de 280 sujeitos divididos em seis turmas que foram levados
ao laboratdrio de informatica em dois encontros. Gostaria de salientar que estes sujeitos haviam
sido meus alunos, dois anos antes, no primeiro ano do EM e na época utilizamos um material
didatico de matematica escrito por mim (SILVA, 2012). Na construcdo deste material procurei
0 auxilio de livros didaticos de matematica publicados no Brasil e em minha experiéncia como

docente para estabelecer uma proposta que abordasse as praxeologias matematicas desta série

16 Neste ano fui contratado pela escola para exercer a fungdo de professor de matematica na 82 série do ensino
fundamental, porém com o compromisso de ministrar aulas de informética basica aos alunos uma vez por semana
para aprenderem a utilizar os computadores. Nesta época fizemos um planejamento de tal modo que ap6s a
familiarizacdo com o hardware e softwares, os alunos passassem a ter aulas de diversas disciplinas mediadas por
computador.
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em consonancia com o tempo didatico disponivel e as exigéncias do Programa de Ingresso
Seriado?’ (Prise) da Universidade do Estado do Parad (UEPA). Considero este fato importante
porque garante que as praxeologias matematicas desenvolvidas no estudo dos logaritmos e
funcbes logaritmicas foram frutos do MELCE, inclusive no terceiro ano do EM quando da
revisdo dos contetidos programaticos do primeiro ano do EM incluindo o estudo dos logaritmos.

Durante as aulas de fungdes, no primeiro ano do EM, utilizei o Winplot para plotar
graficos de diversas fungdes a partir de suas leis de formacdo. De modo geral, 0 processo
consistia em apresentar a lei de formagé&o de uma funcéo para que os alunos pudessem escrever
alguns pares ordenados pertencentes ao grafico, em seguida o plotavam com o auxilio do
Winplot para confirmar que os pares encontrados apresentavam uma caracteristica comum.
Apos este estudo, utilizamos o Winplot na construcéo dos graficos das fungdes do 1° grau, 2°
grau, modular, exponenciais e logaritmicas sempre partindo da lei de formacdo. Deste modo,
os valores sugeridos, tanto por mim quanto pelos alunos, para as abscissas e consequentemente
calculados para as ordenadas dos pares ordenados em questdo eram valores, em geral, inteiros
e que eram plotados nos nds® da malha quadriculada do Winplot. Portanto, excluidos os alunos
gue ingressaram na escola no segundo e terceiros anos do EM, posso dizer que o0s sujeitos da
pesquisa conheciam o Winplot e o utilizavam relativamente bem na construcao de graficos de
funcbes. Lembro que em algumas ocasides os alunos discutiam como enfrentar tarefas de
construcdo de gréaficos utilizando outros softwares graficos como o Graphmatica por exemplo.
Considerei estas condicdes e restricdes dos NCD escola e pedagogia na construgdo da OD
devido a facilidade de implementacdo da proposta haja vista o conhecimento de muitas
ferramentas do Winplot pela maioria dos alunos, além do estudo prévio de gréaficos de funcdes

nos ambientes papel e lapis e informatizado.

Neste estudo foram utilizados o Winplot e o Graphmatica que séo softwares graficos
que apresentam interfaces®® simples apesar de possuir varios recursos, tais como plotar pontos,

tracar graficos de retas e curvas, dentre outros. Ambos 0s softwares sdo gratuitos e as versoes

170 PRISE é um programa de ingresso da Universidade do Estado do Para que ¢ dividido em trés etapas realizadas
ao final de cada série do EM.

18 S30 os encontros das linhas horizontais e verticais que compdem a malha quadriculada apresentada pelo
software.
19 E, por vezes, onde ocorre a visualizagdo e manipulagéo direta das entidades abstratas dando comportamentos

sugestivos de suas propriedades e de uma referéncia especifica para os conceitos envolvidos (BALACHEFF,
1994).
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utilizadas foram Winplot 1.32 e Graphmatica 2.2, ambas em portugués do Brasil, disponiveis
para download em http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html e http://www8.pair.com/ksoft/,

respectivamente.

O ambiente informatizado (Aw) foi conformado pelo dispositivo informatico composto
por computadores executando o software educativo gréafico Winplot na plataforma Windows?°.
Posteriormente, por sugestdo de um grupo de alunos, foi configurado um novo dispositivo
informatico pela execucdo do software grafico Graphmatica nos mesmos computadores

conformando assim um segundo ambiente informatizado (Ag).

A interface do Winplot é composta por uma barra de menus e uma janela grafica como
mostra a figura 48.

Figura 48: A interface do Winplot.
[ interfacewp? — - =) 3

Arquivo Equacio Ver Mouse Um Dois Anim Outros

Fonte: Captura da interface do software feita pelo autor.

A janela grafica do Winplot é composta de um sistema ortogonal cartesiano onde séo
tracadas as representacdes graficas a partir de representacdes algebricas de objetos matematicos
tais como func@es do 1° grau, 2° grau, modulares, exponenciais, logaritmicas, trigonométricas
dentre outras. Para interagir com este ambiente informatizado o usuario conta com o apoio de

menus que por sua vez apresentam subdivisdes como mostra a figura 49.

20 Sistema operacional desenvolvido pela Microsoft.
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Figura 49: A barra de menus do Winplot.
E interface.wp2 - ﬁ

Arquivo | Equacdo | Ver Mouse Um Dois Anim  Outros

1. Explicita .. Fl '
2, Paramétrica ... F2
3. Implicita ... F3
I 4. Polar ... R R i _______________ i .

Ponto 3 (ry) ...
Segmento 3 (rt) ..
Reta ...

Recursiva ...
Diferencial »

Polinomial ...

Desigualdades explicitas ...

Desigualdades implicitas ...

Inventario ... Ctrl+I
Tamanhe do inventario ...

Fonte ... 1 1

Biblioteca ... -3 -2

Definir fungdo ...

Ocultar/mostrar tudo 3

R Ajuda ..

Fonte: Captura da interface do software feita pelo autor.

Estes recursos permitem que este software grafico possa ser utilizado em diversos niveis
de ensino o que ocorre também com o Graphmatica cuja interface apresenta alguns botdes,
além da janela grafica e da barra de menus como mostra a figura 50.

Figura 50: A interface do Graphmatica.

¥ Graphmatica - interface.gr '— = [ [
Arquivo Editar Ver Opgées Femamentss Calculo  Ajuda
Dls|E|S(%] | ] ¥ Y% alafm] Al£l A B8
eary
40
20
0 x
-1z20 -100 -80 -60 -40 -20 1] 20 40 60 80 100 120
-20
-40
-60
No Ponto (120,7. 39.9)

Fonte: Captura da interface do software feita pelo autor.
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De modo geral, a interface dos softwares impde condicdes e restri¢cfes ao estudo de
funcOes em virtude das opcOes sdo oferecidas por meio destes botbes, janelas e/ou menus. A
aplicacdo de técnicas no enfrentamento de tarefas dependerd diretamente destas condigdes e
restrigGes. Portanto, a escolha de uma técnica na resolu¢do de uma tarefa estd subordinada a
interface do software que configura o dispositivo informatico, entdo é possivel que no
enfrentamento de uma tarefa no ambiente papel e lapis seja utilizada uma técnica que ndo esteja
disponivel no ambiente informatizado e vice-versa. Em virtude disso, o saber matemético em

jogo pode ser diferente nos dois ambientes como apresentarei nesta pesquisa.

Ao construir a OD elegi tarefas que correspondem ao célculo do valor numérico de
uma expressao algébrica emergente de uma situacdo-problema, a este tipo de tarefas denominei

T. As tarefas t;, t, e t3 do mesmo tipo T foram escolhidas para que pudessem ser enfrentadas

no Ayl e posteriormente no ambiente informatizado Aw. Desta forma, a mudancga de ambiente no
enfrentamento das mesmas tarefas incorreria no aspecto grafico das funcGes logaritmicas em
virtude das condicdes e restricdes imposta pelo ambiente informatizado configurado pelo

Winplot e a partir de construidos os graficos passariamos ao estudo deste objeto matematico.

Ressalto que o ato de construir uma OD visando o uso de dispositivos informéticos
requer que o professor tenha conhecimento de, pelo menos, algumas condicdes e restricbes
oriundas do NCD escola relacionadas ao hardware e software componentes do dispositivo, tais
como: se o software é livre ou ndo, pois a escola pode nédo dispor de recursos financeiros para
a aquisicdo do mesmo; se o software pode ser executado na plataforma?! adotada pela escola,
se 0 hardware apresenta configuracfes minimas para executar o software pretendido, além de

permitir que sejam construidas as OM desejadas a partir das tarefas propostas.

Em resposta ao exposto anteriormente apresento a OD de estudo para introducdo de
funcbes logaritmicas mediada por dois ambientes com base em praxeologias construidas
anteriormente nos estudos de fungdes e logaritmos tanto no primeiro ano do EM quanto no
estudo de revisdo proporcionado no terceiro ano, além de habilidades relacionadas ao uso do
dispositivo informatico que media o estudo. Estas habilidades sdo balizadas por condices e

restricdes impostas pelo dispositivo informatico, tais como utilizar as ferramentas oferecidas

21 O uso de sistemas operacionais tais como Windows, Linux, 10S caracterizam uma plataforma e softwares
produzidos para uma plataforma especifica ndo podem ser executados em outras plataformas. De todo modo,
existem softwares multiplataforma.
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pelo dispositivo para tragar um grafico, “aproximar” sua visualizac¢do, plotar um dos pontos do

gréfico etc.

Ressalto a importancia do uso do dispositivo informético pelo dinamismo na plotagem
de gréficos de fungdes a partir da lei de formacéo, além da possibilidade de manipulagdo dos
graficos construidos. O conjunto plotagem-manipulacdo, neste sentido, apresenta grande
potencialidade para o estudo das mais diversas fungdes. Deste modo os NCD sociedade, escola
e pedagogia ofereceram condicOes para que o computador fizesse parte do processo de estudo

em minha proposta.

Apresento as tarefas t;, t, e t; componentes da OD que elaborei no intuito de abordar

o tipo de tarefas T mencionado anteriormente.

Tarefa t;: As indicagbes R; e R,, na escala Richter, de dois terremotos estdo

relacionadas pela formula R; — R, =log;, [%) ,emque M; e M, medem a energia liberada
2

pelos terremotos sob a forma de ondas que se propagam pela crosta terrestre. Houve dois

terremotos: um correspondente a R; =8 e outro correspondente a R, = 6. Determine a razao
M,
M,

Subtarefas de t1:

a) O que acontece com a grandeza R; — R, quando % aumenta?
2

b) O que acontece com a grandeza R; —R, quando % diminui?
2

¢) Classifique esta funcao logaritmica em crescente ou decrescente.

d) Observe no grafico a variacdo da grandeza % de uma em uma unidade e verifique
2

se a correspondente da variacdo da grandeza R; —R, € maior ou menor. Qual o significado

desta variacdo para o fendmeno em questao?
e) Se houvesse a troca da base do logaritmo de 10 para 2 0 que aconteceria com a

. 1
variagdo entre as grandezas Ry —R, e % ? E se a troca fosse para 5 ?
2
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Tarefa t,: No dia 06 de junho de 2000, um terremoto atingiu a cidade de Ankara, na

Turquia, com registro de 5,9 na escala Richter e outro terremoto atingiu o oeste do Japdo, com
registro de 5,8 na escala Richter.

Considere que m; e m, medem a energia liberada em forma de ondas que se propagam

pela crosta terrestre por terremotos com registros, na escala Richter, r; e r,, respectivamente.

5 : . M
Sabe-se que estes valores estdo relacionados pela formula R;—R, =log;q (M—lJ
2

Considerando-se que r, seja o registro do terremoto da Turquia e r, 0 registro do terremoto do

Japdo, determine M
my

Subtarefas de t2:

a) O que acontece com a grandeza R; — R, quando % aumenta?
2

b) O que acontece com a grandeza R; —R, quando % diminui?
2

¢) Classifique esta funcao logaritmica em crescente ou decrescente.

d) Observe no grafico variacdo da grandeza % de uma em uma unidade e verifique se
2

a correspondente da varia¢do da grandeza R; —R, é maior ou menor. Qual o significado desta

variacao para o fenbmeno em questédo?

e) Se houvesse a troca da base do logaritmo de 10 para 2 0 que aconteceria com a

- 1
variagdo entre as grandezas R; — R, e % ? E se a troca fosse para > ?
2

Tarefa t3: Suponha que o nivel sonoro B e a intensidade I de um som estejam
relacionados pela equagdo logaritmica B =120+10log;y | , em que B é medido em decibéis e
I, em watts por metro quadrado. Seja |, a intensidade correspondente ao nivel sonoro de 80

decibéis de um cruzamento de duas avenidas movimentadas, e |, a intensidade correspondente
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ao nivel sonoro de 60 decibéis do interior de um automdvel com ar-condicionado. Determine a
. g
razdo — .
P
Subtarefas de t3:

a) O que acontece com a grandeza  quando | aumenta?
b) O que acontece com a grandeza B quando | diminui?

c) Classifique esta funcdo logaritmica em crescente ou decrescente.

d) Observe no gréfico a variacdo da grandeza | de uma em uma unidade e verifique se

a correspondente da variacdo da grandeza B é maior ou menor. Qual o significado desta

variagdo para o fendmeno em questéo?

e) Se houvesse a troca da base do logaritmo de 10 para 2 0 que aconteceria com a

- 1
variacao entre as grandezas B e | ? E se a troca fosse para E’?

Estas tarefas foram enfrentadas no Ap e em seguida no Ay conformado pelo Winplot. A
presenca do ambiente informatizado para a realizagdo destas tarefas implicou no aparecimento

de uma funcdo logaritmica escrita na forma y= f(x) em busca da solu¢do da tarefa pelas

condicdes e restricdes do Winplot foi necessario construir seu grafico. O segundo passo da
proposta foi enfrentar as subtarefas para cada uma das tarefas t1, t2 e t3, no intuito de

estabelecer a compreensao da variacdo destas grandezas por intermédio do gréafico.

Neste primeiro momento da TDI, caracterizado pela construcdo do “texto de saber”,
construi uma OD que partindo de uma expressdo algébrica que pudesse ser escrita como uma
funcdo logaritmica na forma analitica no ambiente papel e l1apis para entdo introduzir sua forma
gréfica por meio do ambiente informatizado trazendo a tona as tarefas enfrentadas na
construcdo de graficos de funcdes, isto €, a partir de uma solucdo algébrica os alunos
encontrariam uma solucdo grafica contribuindo assim com a compreensdao de fendmenos
representados de diferentes maneiras, além de abordar amplas reflexdes por meio do

enfrentamento das subtarefas propostas.
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3.2. A CONSTRUCAO DAS OM E AS REFLEXOES DESENCADEADAS: O
SEGUNDO MOMENTO DA TDI

Com a OD construida passei a sua implementacdo com meus alunos. Esta investida foi
dividida em dois encontros no laboratério de informatica da escola e 0s sujeitos da pesquisa

trabalharam em duplas. No primeiro encontro foram enfrentadas as tarefas t;, t, e t3 e no outro

suas subtarefas. De acordo com Chevallard (2009), ao estabelecer este sistema didatico,
experimentei o segundo momento do fenémeno da TDI, que é o de construcdo das OM previstas
na OD.

Nesta pesquisa disponho-me a apresentar a analise do enfrentamento da tarefa t; nos

ambientes Api, Aw € Ag e seus desdobramentos, pois estes dados foram suficientes para responder

minha questao de pesquisa.
De modo geral, os alunos enfrentaram a tarefa t; no ambiente papel e lapis por meio
da aplicagdo de uma técnica, indicada por mim de | , que articula as técnicas da substituicao

de valores R; =8 e R, =6, técnica da transformagéo de uma expresséo logaritmica em uma

expressdo equivalente na forma de poténcia e do calculo de uma poténcia. A figura 51 mostra

a realizacdo da tarefa t1 por uma dupla de alunos.

Figura 51: Realizacdo da tarefa t; em Ay por sujeitos da pesquisa.

BLY
R4 = = (Jog 40 ( M?)
il = Jae D) | WO
g6 7 Aeg 9 (2L
’)WL: 25
i) M’Z__ ‘

Fonte: Fragmento da OM construida pelos sujeitos da pesquisa.

A tecnologia 6 que torna a técnica tp inteligivel é a definicdo de logaritmo do

MELCE apresentado nesta dissertacdo, além da definicdo de poténcia. A teoria ® que regula a

tecnologia 6 é a Analise Real. Portanto, o componente tecnoldgico-teérico da praxeologia

Ap =[6/®] configura como o principal saber em jogo no ambiente Ay como sendo a

definicdo de logaritmo do MELCE, apesar da presenca de opera¢des matematicas fundamentais

e potenciagéo.
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O enfrentamento da tarefa t; em Ap caracterizou uma OMP em torno do tipo de tarefas

T correspondente ao calculo do valor de uma incognita de uma expressdo algebrica. Esta
praxeologia é dada por [T/rm /6/@], onde tp € essencialmente a técnica da
transformacdo de uma expressdao logaritmica em uma expressdo equivalente na forma de
poténcia do MELCE, cujo bloco pratico-técnico é 11 = [T / Tp|] .

Apresento a OMP em A no quadro 4.

Quadro 4: Organizagdo Matematica Pontual em torno do tipo de tarefas T em Ay,

Tipo de tarefas T: Calcular o valor da incognita
de uma expressdo algébrica

OMP em torno de T: [T [Ty 16/ G)J

N

=lo/
11, :[T_; TPJ Ay =[6/6]
Saber-fazer Saber
. (Logos)
(Praxis)
Transformac#o de uma Definicéo de
expressdo logaritmica em uma Logaritmo,
expressdo equivalente na Definicdo de
forma de poténcia e Calculo Poténcia e Analise
de uma poténcia Real

Fonte: Elaborado pelo autor.

De acordo com a OD construida no primeiro momento da TDI, propus aos alunos que

enfrentassem a tarefa t; no ambiente informatizado Aw no intuito de introduzir o estudo gréafico

das funcdes logaritmicas. Percebi durante o enfrentamento da tarefa, que de posse da solucao

de t; obtida em Api, 0s alunos esperavam encontra-la em Ay, fato comprovado apds a realizagéo

da tarefa no segundo ambiente.

As condicdes e restrigdes impostas pelo ambiente informatizado Aw provocaram uma

mudanca praxeologica na realizacdo da tarefa t1, pois este ambiente impds uma restricdo que
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impediu 0 uso da técnica tp , porém estabeleceu a condi¢ao de tragar o grafico de funcGes do
tipo y = f(x) a partir da lei de formacédo (equacdo explicita) conforme mostra a figura 52.

Figura 52: Ferramenta Equacéo Explicita em A.

H equagacexplicitawp2

Arquivoe Equagdo Wer Mouse Um  Dois  Anim  Outros

flx] = ||og[><]

[ travar intervalo tarnar periddica [
xmin |-5.80484

smax |5.80454

espessura da linha |1

densidade de plotagem |1

cior
___________ ok, | cancelar| ajuda | P

Fonte: Captura da interface do software feita pelo autor.

Neste ambiente, a tarefa de construir o grafico de uma funcdo pode ser enfrentada por
meio da ferramenta Equacdo Explicita, acessada na barra de menus, onde o usuério digita a

expressao algébrica correspondente a y = f(x) e o Winplot traca o grafico.

Comprovei que a impossibilidade da aplicacao da técnica T, no ambiente Ay fez com

que o enfrentamento da tarefa t; fosse realizado por meio de uma articulagéo entre trés tarefas

consideradas rotineiras pelos alunos, que foram:
Primeira tarefa (t2) — Transformar a expressao algébrica em uma funcéo do tipo y = f(x);
Segunda tarefa (t3) — Construir o grafico de uma fungao

Terceira tarefa (t4) — Determinar uma coordenada de um ponto pertencente ao gréafico

de uma funcdo a partir da outra.

O enfrentamento de t; no ambiente informatizado Aw por meio desta articulacéo foi feito

por realizado por meio de uma técnica que denominei t,, e é exposto a seguir:

Para realizar t2, 0s alunos aplicaram a técnica da mudanga de variavel — indicada por

M
1, — ao fazerem y=R;—-R, e x=% na expressdo Ry —R, =lo0g;q [M—lJ para obter a

2 2
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funcdo logaritmica y = |0910(X). O segundo passo da articulagéo foi enfrentar a tarefa tz de

construcdo do gréfico da funcédo yzloglo(x) que no ambiente Ay ocorreu por meio da
utilizacdo da ferramenta Equacdo Explicita. Esta técnica — indicada por 13 — foi aplicada
quando os alunos digitaram log (x) na janela y = f(x)= na obten¢éo do gréafico mostrado na

figura 53.

Figura 53: Janela grafica de A, mostrando y = logyg (X).

] semnomez.wp2 [= [ )
Arquivo Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros

Fonte: Captura da interface do software feita pelo autor.

No terceiro passo da articulacdo, os alunos iniciaram a realizacdo da tarefa ts
correspondente a consulta do grafico para obter x, a partir de um valor de y. Como
y=R —R, =8-6=2, os alunos aplicaram a técnica da obtengdo de uma coordenada de um
ponto do grafico — indicada t, — para determinar o valor de x = %

2

Ao iniciar o enfrentamento de ts, a interface do dispositivo informéatico mostrava o
gréfico de y=1log,;,(x) conforme a figura 53. Como o ponto cuja ordenada é y =2 néo era
mostrado na janela grafica os alunos utilizaram as teclas de setas do teclado para deslocar a

visualizacdo do grafico para as proximidades do ponto e valendo-se dessa condicdo

acompanharam a reta pontilhada horizontal de equacdo y=2 até que ela “encontrasse” o

grafico da funcdo no ponto pretendido. Deste modo, obtiveram a visualizacdo mostrada na

figura 54.
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Figura 54: Gréfico de y =logyq (x) nas proximidades do ponto cuja ordenada é 2.
[ semnome2.wp2 (=6 ]

Arquivo Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros

Fonte: Captura da interface do software feita pelo autor.

Diante desta imagem, a maioria dos grupos de estudo havia se convencido de que a

tarefa t; havia sido realizada pela articulacdo proposta, indicando que a abscissa procurada era

100 como haviam calculado no ambiente Ap (102 =100). Deste modo, afirmo que havia uma
expectativa dos alunos em relacdo ao valor 100 calculado em Ay e em funcdo da concluséo
obtida pela maioria dos grupos de estudo. Deste modo, concluo que a proposta de introducgéo
do estudo do grafico das funcdes logaritmicas foi bem sucedida e a partir dai poderiamos

explorar as subtarefas de t1 em busca de respostas as questdes apresentadas na OD.

Como a interface do Winplot ndo mostrava claramente o valor 100 da abscissa, um
pequeno grupo de alunos alegou que a reta pontilhada horizontal (y=2) aparentemente

determinava varios pontos no gréafico. Fato que motivou a utilizacdo da condi¢cdo de ampliacao
ou reducdo da visualizacdo do grafico, nas proximidades de um ponto, utilizando as teclas
<pg up> para zoom in (aproximar) e <pg down> para zoom out (afastar). Os alunos
aproximaram a visualizacdo do gréafico com o intuito de obter o ponto em questdo. Entretanto,

depararam-se com a situacao exposta na figura 55.
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Figura 55: Gréfico de y =logyq (x) nas proximidades do ponto de ordenada 2.
[ semnomez.wp2 [=]® e

Arquivo  Equagdo Ver Mouse Um Dois Anim Outros

y=12 /

AN x =100

Fonte: Captura da interface do software feita pelo autor.

Os alunos concluiram que o grafico ndo passava pelo ponto de coordenadas (100, 2)

como estavam conjecturando, ficaram confusos e questionaram: “Como encontramos a resposta

102 =100 no caderno e o grafico gerado no computador ndo confirma esta resposta?”. Esta
restricdo imposta pelo dispositivo informatico esta relacionada a dois fatores: o desalinhamento
entre o grafico e o sistema ortogonal cartesiano que € um efeito colateral da transposicao
informética apresentada por Balacheff (1994) — que consiste na transposicdo do saber a ensinar
para um modelo computacional que permite sua manipulacdo num dispositivo informatico — e

o diferente modelo epistemologico de logaritmos utilizado por dispositivos informaticos.

O grafico da funcdo e o sistema de eixos coordenados ndo estdo alinhados, fato que
constatei posteriormente quando plotei, no mesmo dispositivo informatico, o par ordenado

(100, 2) por meio da ferramenta Equacéo Ponto (x, y) mostrada na figura 56.

Figura 56: Ferramenta Equagéo Ponto (X, ).

-P‘ parordenado(100,2).wp2
Arquive |Equagdo | Ver Mouse Um Dois  Anim  Outros

1, Explicita .. Fl
2. Paramétrica ... F2
3. Implicita ... F2
4. Polar... F4
Ponto 3 3] o
Segmento 3 rt) ..
(D Lista ...
Recursiva ...
Diferencial 3
Polinomial ...
Desigualdades explicitas ...
Desigualdades implicitas ..
Inventdrio ... Ctrl+1
Tamanho do inventario ...
Fonte ...
Biblioteca ... -2
Definir funcéo ...
Ocultar/mostrar tude 3
Ajuda ...

Fonte: Captura da interface do software feita pelo autor.
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Ao plotar o par ordenado (100, 2) a interface do dispositivo informético confirmou que

o gréfico e o sistema ortogonal cartesiano ndo estavam alinhados conforme mostra a figura 57.

Figura 57: Localizacdo do par ordenado (100,2).

H parordenado(100,2)zcom.wp2

Arquive Equacdo Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros

______________________________________________________________________________________________________________________________________

______________________________________________________________________________________________________________________________________

\ x =100

Fonte: Captura da interface do software feita pelo autor.

O par ordenado (100, 2) esta localizado sobre o grafico mostrando que o sistema de
eixos ndo se encontra alinhado com o mesmo, pois para o sistema de eixos o par (100, 2)
encontra-se em uma posicdo diferente conforme indicado na figura. Portanto o dispositivo
informético indica que h& dois pontos distintos, um no grafico e um no sistema de eixos
coordenados, representados pelo mesmo par ordenado (100, 2). Este fato contradiz a relacéo
biunivoca entre par ordenado e ponto proposta pelo sistema ortogonal cartesiano, isto €, ndo
houve vigilancia epistemoldgica entre os modelos matematicos dentro e fora do dispositivo
informético uma vez que a epistemologia do sistema ortogonal cartesiano ndo foi mantida no

modelo computacional.

Desta feita, alguns alunos julgaram que se tratava de uma espécie de ilusdo de dtica e
sugeriram utilizar outra condicdo do dispositivo informatico que permite ver a tabela de pontos

que compde o gréafico para esclarecer esta divida como mostra a figura 58.



Figura 58: Tabela apresentada pelo Winplot para y = logyg ().
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tabela [y = log(x]]

Arquive Edigdo  Pardmetros  Secio  Ajuda  Fechar

-2
-2

-2

[=]

. 40000
. 60000
. 80000

MMMROMMEPER LR RPDOoOO

.40000indefinido
.20000indefinido
.00000indefinido
-1.
-1.
-1.
-1.
-1.
-0.
-0.
-0.
-0.

80000indefinido
60000indefinido
40000indefinido
20000indefinido
00000indefinido
80000indefinido
60000indefinido
40000indefinido
20000indefinido
00000indefinido
20000 -0.69897
40000 -0.39794
60000 -0.22185
80000 -0.09691
00000 0.00000
20000 0.07918
40000 0.14613
60000 0.20412
80000 0.25527
00000 0.30103
20000 0.34242

0.38021

0.41497

0.44716

m

Fonte: Captura da interface do software feita pelo autor.

Os alunos perceberam, inspecionando a tabela, que os valores de x mostrados variavam

de -5 a 5, correspondendo aos valores da primeira visualizagdo do grafico, antes da

aproximacao e do deslocamento da visualizagcdo para a direita (figura 53). Aparentemente

estdvamos diante de uma nova restricdo, poréem foi encontrada uma solucdo que consistiu em

apontar a visualizacdo da janela grafica do Winplot para as proximidades da abscissa igual a

100, para entdo tracar o grafico e visualizar a tabela mostrada na figura 59. Portanto, nédo

estdvamos diante de uma restricdo haja vista que, segundo Chevallard (2009), esta é imutavel

para o professor.

Figura 59: Tabela de valores nas proximidades de y=2 em y = logqg (x

tabela [y = log(x]]

Arquivo  Edigdo  Pardmetros  Secio  Ajuda  Fechar

.78042 1.89%905
79606 1.99911
81170 1.99918
82734 1.99%925
84299 1.99932
85863 1.99939
87427 1.99945
88991 1.99952
90555 1.9995%
92120 1.99966
93684 1.99973
95248 1.99979
98812 1.99%¢88

98376 1.99993

.599941 2.00000

.01505 2.00007

.030869 2.00013

-04833 2.00020

-06197 2.00027

.077862 2.00034

.09326 2.00040

-10890 2.00047

-12454 2.00054

-14018 2.00061

.15583 2.00068

-17147 2.00074

18711 2.00081

(-

m

).

Fonte: Captura da interface do software feita pelo autor.
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A ordenada 2 esta relacionada a abscissa 9,99941, isto é, segundo o Winplot, o par
ordenado (99,99941; 2) pertence ao grafico da fungdo logaritmica y=10g;o(X). De modo

geral, os alunos concluiram que 99,99941 é aproximadamente 100 e deram por resolvida a
tarefa indicando a mesma resposta obtida no Api.

Apesar dos alunos considerarem a tarefa t; resolvida surgiram duas novas perguntas:
Por que na tabela o valor da abscissa ndo é 100 como encontrado no ambiente papel e lapis? O
que ocasionou esta diferenca tanto na tabela quanto no grafico?

De acordo com Chevallard (2008, p. 3) a prova de uma declaracdo deve estar sujeita a

jurisdicdo de um milieu??> adequado, como no caso da igualdade 3J5 =+/45 que deve ser
rejeitada no milieu informatizado conformado por uma calculadora, porém pode ser provada no

milieu papel e lapis. Em nosso caso, supomos que 99,99941=100 porque confrontamos 0s

resultados obtidos em Ay e Aw, porém se nao tivéssemos uma primeira resposta oriunda de Agi,

provavelmente ficariamos com a resposta obtida em Aw.

A diferenca entre 99,99941 e 100 € justificada pelo uso de dois modelos epistemoldgicos
diferentes de logaritmo: o0 MELCE que permeou a praxeologia no ambiente papel e lapis Api €
outro modelo que permita o calculo do logaritmo com uma determinada aproximagdo por meio
de iteracbes em ambientes informatizados como o MELCS, por exemplo. Em virtude do
ocorrido, exponho a necessidade da reconstrucao de meu “texto de saber” para implementar o
calculo do logaritmo de um numero segundo o MELCS no intuito de prever e esclarecer a

ocorréncia de diferengcas como esta obtidas nos ambientes papel e lapis e informatizado.

A realizagéo da tarefa t; no ambiente informatizado Aw provocou uma (re)construcao

das organizagcfes matematicas e didaticas em relacdo ao ambiente Api. Apresento, no quadro 5,

a praxeologia em torno do tipo de tarefas T desenvolvida em Au.

22 E onde ocorrem as interacdes do aluno. E o sistema antagonista no qual ele age e que permite analisar as relagdes
entre os alunos e 0s saberes e as situacdes e por outro lado, as relagBes entre os proprios conhecimentos e as
situacBes. Nesta pesquisa os milieux sdo tratados como 0s ambientes papel e lapis e ambiente informatizado.
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Quadro 5: Organizagéo Matematica Pontual em torno do tipo de tarefas T em A,.

Tipo de tarefas T: Calcular o valor da incognita
de uma expressao algebrica

OMP em tornode T [T/ T, /0/ G)]

N

I1,, :[Tfru_.] A, :[BKG)]

Saber-fazer E aber
(Praxis) (Logos)
Mudanga de variavel, Fungdes, Definig¢ao de

Construgao do grafico e Logaritmo diferente do

Obtengao de uma coordenada MELCE e Analise Real
a partir de outra por meio do
grafico

Fonte: Elaborado pelo autor.

A OM construida em Ay desta maneira difere daquela estabelecida em Ay por apresentar
diferencas tanto nos blocos pratico-técnicos quanto nos blocos tecnoldgico-teoricos. De fato,
as técnicas utilizadas assim como suas tecnologias sdo diferentes e apesar da definicdo de

logaritmo figurar nas duas OM ha uma diferenca de modelos epistemoldgicos no Api e Aw.

Ainda no intuito de realizar a tarefa t;, uma dupla de alunos sugeriu lancar mdo do

Graphmatica, que passa a configurar o ambiente informatizado Ag. Assim como em A, esta
tarefa foi realizada por meio da articulacdo entre t2, tz e ts e ap0s a realizagdo de t; e t3, foi

obtido o grafico mostrado na figura 60.
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Figura 60: Grafico de y = log,, (x) mostrado no Graphmatica.

3 stica - Sem Titulo o |0
Arquive Editar Ver Opgdes Feramentas Calculo Ajuda
Dl (@S] | 8] x| alals] Al£] A 5] B
y=1og (x) ]
60T )
40
20
0 I X
-120 =100 -80 -60 -40 =20 0 20 40 60 80 100 120

-20

-40

-60

No Pento (109,0, -22,4)

Fonte: Captura da interface do software feita pelo autor.

Como no grafico mostrado nao foi possivel perceber a abscissa relacionada a ordenada

2, 0s alunos valeram-se de uma condigdo do ambiente Aq que mostrava as coordenadas de um
ponto ao posicionar o ponteiro do mouse sobre o grafico da fungdo Yy =109 (X) . Deslizaram o
ponteiro do mouse sobre o grafico até que a ordenada do ponto mostrado fosse 2 e entdo

obtiveram os resultados mostrados nas figuras 61 e 62.

Figura 61: Par ordenado (90,2) sobre y = log,, (x) mostrado em Ag.

___________________________________________

___________________________________________

MNo Ponto (90,0, 2,0) sobre y=log(x)
Fonte: Captura da interface do software feita pelo autor.

Figura 62: Par ordenado (100,2) sobre y =log,, (x) mostrado em A,

______________________________________

——————————————————————————————————————

Mo Ponto (1000, 2,0) sobre y=1og(x)
Fonte: Captura da interface do software feita pelo autor.

Estes resultados indicam que ha dois pares ordenados no grafico cuja ordenada é 2,

contrariando o fato de que a fungdo logaritmica y = log,, (x) € injetora. Tal fato é outro efeito

colateral do fenémeno da transposicdo informética justificado pelo uso de um modelo
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epistemologico diferente do MELCE pelo Graphmatica e pela apresentacdo do valor decimal
do logaritmo em sua forma arredondada. Apesar do ocorrido, os alunos resolveram utilizar a
ferramenta Calcular Ponto, mostrada na figura 63, pois esta condicdo imposta pelo
Graphmatica permite o célculo de x dado y e vice-versa.

Figura 63: Ferramenta Calcular Ponto presente no Graphmatica.
f_[& Graphmatica - Sem Titule

Arquive Editar Ver Opgies Célcule  Ajuda

0 |B"|n|é|%| \‘| | _ Calcular... Ctrl+E

Procurar Intersecgdes...

[y—Tog

Fungdes...

Cursor de Coordenadas Ctrl+U

Determinar Yalores Iniciais

Fixar Dominic

Fonte: Captura da interface do software feita pelo autor.

O uso desta ferramenta permitiu que os alunos encontrassem o valor 100 como abscissa

que se relaciona com a ordenada 2 (figura 64).

Figura 64: Ferramenta Calcular Ponto para x=100 quando y=2.

Calcular Ponto

Selecione uma equagdo:

|‘f=|ogt}f-} ﬂ

" Resolver para y. Inserr valor de x:

{* Resolver para x. Inserr valorde y: |2
Para encontrar um solugso fora da area de

plotagem, vocé deve inserrum valor — x

Resuttados
X ¥
100.0 2.0

Calcular | Fechar

Fonte: Captura da interface do software feita pelo autor.

A ferramenta calcular ponto, neste caso, indicou 0 mesmo valor obtido no ambiente
papel e lapis, pois 0 Graphmatica obtém um valor decimal para o logaritmando x, a exemplo

do Winplot, porém apresenta este valor decimal arredondado para 100.

Desta feita, ao investigar o processo de (re)construcdo e gestdo de organizagdes
matematicas e didaticas no estudo de funcdes logaritmicas mediado pelos ambientes papel e

lapis e informatizado comprovei que os enfrentamentos da tarefa t; nos ambientes Ay e Aw
indicaram que I, #I1, e Ay # A, isto € blocos pratico-técnicos diferentes entre si,

assim como os blocos tecnoldgico-tedrico, ou ainda, o “saber-fazer” e o “saber” em jogo nas
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duas situacdes sdo diferentes, 0 que permitiu a obtencdo de respostas as questdes propostas

nesta pesquisa.

As condicOes e restricdes impostas pelo ambiente informatizado influenciaram na
(re)construcéo e gestdo das organizacGes matematicas e didaticas de funcGes logaritmicas em
relacdo ao ambiente papel e lapis tanto no primeiro momento da TDI quanto no segundo, pois
tais condicOes e restricdes permearam tanto o trabalho de construcdo da OD quanto na
construcdo e reconstrucdo das OM. Essas condi¢des e restricdes sdo oriundas de varios niveis
de codeterminacdo didatica, além de serem impostas pela interface dos dispositivos
informaticos impedindo ou proporcionando o uso de determinadas técnicas no enfrentamento

de tarefas.

As relacdes entre o0 ambiente papel e 1apis e o ambiente informatizado influenciaram na
(re)construcéo e gestdo das organizacOes matematicas e didaticas, pois a mudanca do primeiro
para o segundo ambiente implicou na mobilizacdo de conhecimentos praticos e matematicos
diferentes, isto é, praxeologias diferentes. Estas relacbes encontram-se essencialmente, mas nao
em sua totalidade, na diferenca entre os modelos epistemoldgicos utilizados nos ambientes,
visto que o MELCE esteve presente no papel e lapis enquanto que no informatizado atuou um
modelo epistemologico de logaritmo que permitiu seu célculo por meio dos computadores

como o MELCS, por exemplo.

A condices e restri¢ces, assim como a diferenca de modelos epistemoldgicos nos
ambientes papel e lapis e informatizado me proporcionaram reflex6es que possibilitaram a

reconstrucdo da OD de minha proposta.

Apo6s a construcdo das diferentes OM por meio dos ambientes papel e lapis e
informatizado no segundo momento da TDI compreendi a necessidade da reconstrucdo de meu

“texto de saber” no intuito de aprimorar minha proposta de estudo.

Nesta reconstrucdo, proponho acrescentar o estudo da definicdo de logaritmo do
MELCS a proposta original, pois além de caracterizar uma forma de calcular o logaritmo de
um namero diferente da apresentada no MELCE, encaminha para a necessidade de estudo de
critérios de arredondamento de numeros decimais. Estes implementos no “texto de saber”
proporcionam uma Visdo mais ampla em relacdo ao estudo dos logaritmos apresentado
atualmente no EM, além de discutir a necessidade de arredondamento de nimeros decimais em
funcdo de uma aproximagdo que seja conveniente e quais 0s problemas, no &mbito dos

ambientes papel e lapis e informatizado, que podem ser desencadeados a partir da mesma. As
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restricGes do &mbito da interface do software educativo no que tange ao arredondamento de um
namero decimal ocasionaram efeitos colaterais da transposicao informatica como mostraram
as figuras 61 e 62 e o trabalho com tarefas que permitam a compreensdo do MELCS associado
ao arredondamento contribuem para justificar, pelo menos parcialmente, 0 que ocorre nos

dispositivos informaticos.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

O processo de estudo de funcbes logaritmicas apresenta grande importancia para o
curriculo escolar, para a formagdo matematica e na construcdo de modelos descritivos de
fendmenos que permitem varias conexdes dentro e fora da matematica contribuindo para o
exercicio da cidadania, porém estudos apontam para dificuldades emergentes deste processo.

Os ambientes informatizados que permitem a visualizagdo e manipulagdo de modelos
matematicos computacionais podem contribuir com o processo de estudo dos mais variados
objetos matematico e inclusive das funcBes logaritmicas por meio da relacdo entre suas
expressdes analiticas e graficos, dentre outras.

Ao investigar do processo de (re)construcéo e gestdo de organizacdes matematicas e
didaticas no estudo de funcbes logaritmicas mediado pelos ambientes papel e lapis e
informatizado desde a elaboracdo de minha proposta até sua implementa¢do com meus alunos
e pelo exposto neste trabalho, concluo que alcancei os objetivos desta pesquisa ao responder as
questdes:

— Como as condicdes e restricdes impostas pelo ambiente informatizado influenciam na
(re)construcéo e gestdo das OrganizacOes Matematicas e Didaticas de fungdes logaritmicas em
relacdo ao ambiente papel e lapis?

— Como as relacGes entre o ambiente papel e lapis e o ambiente informatizado
influenciam na (re)construcdo e gestdo das organizacbes matematicas e didaticas?

O primeiro momento da TDI caracterizado pela construcdo do “texto de saber” foi
marcado por condicdes e restricbes oriundas de varios niveis de codeterminacao didatica tal
como civilizacdo, sociedade, escola etc. A importancia e as potencialidade das funcoes
logaritmicas, as dificuldades encontradas em seu processo de estudo, as praxeologias
matematicas em torno dos tipos de tarefas destas funcBes requeridas pela escola, alunos e
familias em virtude dos processos seletivos para ingresso nas instituicdes de nivel superior, o
uso de computadores e outras tecnologias fortemente recomendados pelos documentos oficiais,
além da utilizacdo de livros didaticos de matematica publicados no Brasil que promovem o
estudo do MELCE foram alguns fatores que permearam a construcdo da OD de minha proposta,
assim como, a facilidade e interesse no uso do Winplot e Graphmatica, a preferéncia do estudo
em grupos, o habito de utilizacdo do laboratério de informatica em suas aulas e o estudo prévio

de funcGes e poténcias por parte dos alunos envolvidos nesta pesquisa.

O segundo momento da TDI caracterizado pela implementacdo da proposta e a

constru¢do das OM com os alunos no laboratério de informatica também foi marcado pela
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influéncia de condicdes e restricdes impostas por varios NCD e pelo ambiente informatizado,
além das diferencas epistemoldgicas entre o ambiente papel e lapis e o informatizado de modo
a atender o objetivo de minha de pesquisa. A influéncia de condicfes e restrigdes impostas
pelos ambientes informatizados Aw e Aq foram determinantes na construcdo das OM diferentes
das OM construidas no ambiente papel e lapis Ap e apesar do cuidado que tive no primeiro
momento da TDI percebi a necessidade de reconstrugdo da OD no intuito de facilitar o estudo
em oportunidades posteriores. Nesta reconstrucao, aléem do MELCE, proponho o estudo do
calculo do logaritmo de um namero pelo MELCS, além de critérios de arredondamento que
proporcionam um estudo mais amplo e condizente com o sistema didatico mediado por

computador.

De acordo com o exposto nesta dissertacdo, o quadro 6 mostra o fendmeno da TDI em

seus dois momentos e as influéncias que sofri em cada um deles.

Quadro 6: Esquema dos dois momentos da TDI.

[ SABER SABIO ]

h

[ SABER A SER ENSINADO ]

Influénceia

Aluno da Noosfera

:
i

Construcdoda OD Professor
—
A
Di itiv =
LSPOSL, e Outros o
Informético 2
=
=3
zg 2.
= . H
z [ TEXTO DE SABER ] o
g e
3 5
4 3
Ambiente ;
v
Aluno Informatizado =
pu
]
Construcdo da OM Professor )

Ambiente

Papel e Lapis Outros

]
i

[ SABER ENSINADO ]

Fonte: Elaborado pelo autor.
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A pertinéncia do cunho narrativo de minha pesquisa foi garantida por minha presenca
no processo de construcdo e reconstrucdo das organizacdes matematicas e didaticas expondo
minha percepcao sobre a mudanga de sentido, de aprendizado e de elementos subjacentes que
ndo ficaram expostos na elaboracdo e conducdo da experiéncia realizada no laboratdrio de
informatica da escola. Aproveito este cunho narrativo autobiogréfico, para revelar que houve
mudancas em meu Equipamento Praxeoldgico?® em fungéo da experiéncia vivida ao elaborar e
implementar minha proposta de estudo de introducdo de funcBes logaritmicas mediada pelos
ambientes pelos ambientes papel e lapis e informatizado.

Em vinte anos de experiéncia como professor de matematica em instituicdes publicas e
particulares de ensino nunca havia experimentado nada igual no que tange ao uso de
computadores em processos de estudo, pois apesar de acumular certa experiéncia no uso do
Winplot e Graphmatica, nunca havia questionado o0 modelo epistemologico utilizado por tais
softwares graficos. Considero que os modelos epistemologicos MELCS e MELCA foram
fundamentais para a compreensdo da diferenca entre as solucbes 99,99941 e 100 encontradas
nos ambientes papel e lapis e informatizado. Fato que permitiu a reconstrucéo das OD de meu
“texto de saber” no sentido de proporcionar praxeologias aos alunos que ndo estdo presentes
nos curriculos oficiais para 0 EM, mas que se mostraram essenciais para a manipulacédo dos

modelos computacionais.

Em funcdo dos avancos tecnoldgicos e programas governamentais para a
implementacao de salas de informatica nas escolas, a presenca de dispositivos informéaticos em
processos de estudos tende a ser cada vez maior e o desenvolvimento de praxeologias
adequadas ao enfrentamento de tarefas em ambientes informatizados torna-se necessario. Infiro
gue pesquisas como esta tendem a exercer pressao para mudancas no curriculo de matematica
frente ao uso de tecnologias, isto €, exercem influéncia em outros niveis superiores de
codeterminacdo didatica (civilizacdo, sociedade, escola etc.) que podem vir a interferir

efetivamente em futuros trabalhos docentes de professores.

Os trés modelos epistemoldgicos MELCS, MELCA e MELCE que caracterizei nesta
pesquisa proporcionam diferentes maneiras de calcular o logaritmo de um namero e dai
eclodem praxeologias matematicas que sdo diferenciadas tanto em relacéo aos blocos pratico-

técnicos quanto tecnoldgico-tedricos, tais diferencas me permitiram conjecturar a criacdo de

23 Mistura de praxeologias e de elementos praxeolégicos que a pessoa possui e que pode utilizar em um dado
momento sob certas condices e restri¢des. (Chevallard, 2009)
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um software educativo que mantivesse a epistemologia do logaritmo de interesse do professor
no intuito de evitar o choque ou coadunacao entre 0s modelos epistemoldgicos. Por exemplo,
se meu intuito fosse tornar rotineiras tarefas que se valem da técnica da aplicacdo definicdo de
logaritmo presente no ambiente papel e lapis (MELCE) poderia utilizar o software para este
proposito sem a necessidade da reconstrucdo da OD como visto nesta pesquisa. Esta
transposicdo do saber a ensinar para um modelo computacional que permitira sua manipulacéo
num dispositivo informatico, garantindo assim coeréncia epistemoldgica requerida no

fendmeno da transposi¢do informatica de Balacheff (1994).

O modelo epistemoldgico MELCE, apresentado nesta pesquisa, pode ser utilizado como
modelo de analise de atividades relativas ao estudo de logaritmos e funcdes logaritmicas em
virtude de estar presente na maioria dos livros didaticos de matematica de circulagéo nacional
e por ter sido caracterizado neste trabalho por meio de diversos tipos de tarefas. Outra
contribuicdo desta investigacdo foi a comprovacdo da necessidade do estudo prévio de
poténcias e fun¢des exponenciais para entdo estudar logaritmo de acordo com o MELCE, o que
ndo ocorre no MELCS e MELCA.

Outro desdobramento de minha pesquisa indica a possibilidade da investigacao acerca
do modelo epistemologico computacional utilizado pelos dispositivos informaticos permitindo
0 estabelecimento de relagdes mais precisas com 0s modelos epistemoldgicos conhecidos, o
que permitiria maior controle epistemoldgico tanto para professores nos dois momentos da

transposicao didatica interna quanto no processo da transposicao informatica.

Destaco a necessidade da criacdo de um modelo epistemologico alternativo para o
logaritmo que caracterize um estudo que atenda as condices e restri¢cdes oriundas dos diversos
niveis de codeterminacao e adequado ao uso de dispositivos informaticos dada sua capacidade

e importancia atualmente nos processos de estudo.

De modo geral, os ambientes informatizados de aprendizagem sdo o resultado de uma
construcdo que é o lugar de novas transformacdes dos objetos de ensino, fato que lanca novas
questdes de pesquisa que pretendo responder dando prosseguimento em minha carreira como

pesquisador.
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