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RESUMO

A pesquisa descrita nesse trabalho teve o objetivo de conjecturar sobre que
estruturas e mecanismos mentais precisam ser construidos por um individuo de
modo a possibilitd-lo compreender efetivamente os conceitos de limite e
continuidade de uma funcdo. Para tanto, dois estagios foram contemplados. No
primeiro, a partir da teoria sobre imagem e definicdo conceitual (VINNER, 1991), foi
efetivado um estudo preliminar, por meio do qual foram analisados os elementos que
compuseram a imagem conceitual de estudantes de um curso de licenciatura em
matematica no que tange a esses conceitos. J& no segundo estagio, é apresentada
uma decomposicdo genética para limite e continuidade, tendo como referéncia
esses objetos matematicos, seu desenvolvimento histérico-conceitual, experiéncias
docentes no ambito do Célculo, uma multiplicidade de compreensdes relativas a
esses conceitos, evidenciadas tanto em outros estudos quanto no primeiro estagio
da pesquisa e, principalmente, os pressupostos da teoria APOS (DUBINSKY et al.,
1984; ARNOON et al., 2014). Como principais resultados, observou-se que multiplas
compreensdes sobre limite e continuidade foram evocadas no primeiro estagio da
pesquisa, fato que desencadeou em reflexdes quanto as partes que contemplaram a
decomposicdo genética que, por sua vez, foi elaborada a partir de diferentes objetos
matematicos, tais como o de funcéo, definicdo de limite, relacdo entre € e §, relacao
entre limites laterais e bilateral, propriedades de limite, limites envolvendo infinito,
continuidade no ponto ou intervalo, dentre outros.

Palavras — Chave: Limite de uma Fungédo, Continuidade de uma Funcado, Imagem
Conceitual, Decomposicdo Genética, Teoria APOS.



ABSTRACT

The aim of this thesis was to conjecture about which mental structures and
mechanisms need to be built by an individual in order to lead one to comprehend the
concepts of limit and continuity of a function. For that, the research was organized in
two stages. In the first stage, based on the theory of concept image and concept
definition (VINNER, 1991), a preliminary study was developed, by which it was
possible to analyze the elements that composed the concept image of mathematics
students about such concepts. In the second stage, it was presented a genetic
decomposition to limit and continuity, having as reference these mathematical
objects, their historical-conceptual development, teaching experiences in the field of
Calculus, multiple representations of such concepts and, specially, some
assumptions of the APOS theory (DUBINSKY et al., 1984; ARNOON et al., 2014). As
principle results, it was observed that various comprehensions about limit and
continuity were evoked in the first stage, which led to reflections about the parts of
the genetic decomposition that was elaborated from different mathematical objects,
such as function, limit's definition, € — § relation, relation between lateral and bilateral
limits, limit properties, limits involving infinity, continuity at a point and along an
interval, among others.

Keywords: Limit of a Function, Continuity of a Function, Concept Image, Genetic
Decomposition, APOS Theory.



RESUME

La présente recherche visait a conjecturer sur quelles structures et quels
mécanismes mentaux doivent étre construits par un individu afin de lui permettre de
comprendre efficacement les concepts de limite et de continuité d’une fonction. Pour
ce faire, la recherche a été organisée en deux étapes. Dans la premiere, guidés par
la théorie de limage et la définition conceptuelle (VINNER, 1991), une étude
préliminaire a été réalisée, a travers laquelle les éléments qui constitutifs de I'image
conceptuelle des étudiants de premier cycle en mathématiques par rapport a ces
concepts ont été analysés. Déja, dans la deuxieme étape, une décomposition
génétique pour limite et continuité est présentée, ayant comme référence ces objets
mathématiques, leur  développement  conceptuel-historique,  expériences
d’enseignement dans le champ du Calcul, une multiplicité de compréhensions liées a
ces concepts, et, principalement, les hypothéses de la théorie APOS (DUBINSKY et
al., 1984; ARNOON et al., 2014). Comme résultats principaux, il a été observé que
plusieurs interprétations sur la limite et la continuité étaient évoquées au cours de la
premiere étape, ce qui a rendu réflexions sur les parties qui envisageaient la
décomposition génétique, laquelle a été élaborée a partir de différents objets
mathématiques comme function, definition de limite, relation entre € et , relations
entre limites latérales et bilatérales, propriétés des limites, limites impliquant l'infini,
continuité au point ou dans l'intervalle, parmi d’autres.

Mots-clés: Limite d'une Fonction, Continuité d'une Fonction, Image Conceptuelle,
Décomposition Génétique, Théorie APOS.
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CONSIDERACOES INICIAIS

A apreensao de conceitos mateméaticos se apresenta como um processo que
nao depende, simplesmente, da memorizacdo de definicdbes e/ou de habilidades
operatorias especificas. Consideramos, desse modo, as acdes interiorizadas por um
individuo sobre determinado conceito e, principalmente, os significados dados a
essas acgles, fundamentais para a compreensdo de qualquer conhecimento
matematico.

Nessa perspectiva, admitimos que a aprendizagem matematica esteja
condicionada a um amplo conjunto de interacbes inerentes a sua propria
composicdo (BRANDEMBERG, 2010). Assumimos, portanto, que para efetivamente
compreender um conceito, é preciso refletir sobre ele, e buscar nele (e em diferentes
contextos) a abstracdo por meio de suas representacdes, generalizacbes e
sintetizacgoes.

Ressaltamos, ainda, que o fato de muitos individuos executarem tarefas sem
refletir, ou mesmo entender os conceitos nelas envolvidos, prejudica a compreensao
de ideias matematicas, e 0 consequente amadurecimento de constru¢cdes mentais
gue contribuem para a formacdo de um pensamento mais matematicamente maduro
e coerente com a teoria formal.

Frente a tais constatacOes, e diante das experiéncias que vivenciamos na
docéncia em Célculo, aprofundamos nossos estudos no que se refere a
compreensao de estudantes acerca dos elementos que constituem essa area de
conhecimento, de modo que as expressivas dificuldades inerentes ao entendimento
sobre limite e continuidade®, conforme apontado em diferentes estudos?, motivou-
nos a delimitar o campo de acdo dessa pesquisa de doutorado a problematica da

aprendizagem desses conceitos.

' Os termos ‘limite e continuidade’ e ‘limite e continuidade de uma fungdo’ sdo utilizados

indistintamente no decorrer do texto.
% Tais como Tall e Vinner (1981), Karatas et al. (2011), Amatangelo (2013), Mutlu e Aydin (2014), Oh
(2014), dentre outros.
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E importante ressaltarmos que os conceitos de limite e continuidade sdo de
fundamental importancia para a constru¢cdo de uma base mais sdlida da esfera de
conhecimentos do Célculo. O teorema do valor médio, por exemplo, € aplicavel
somente para funcdes continuas. Sendo assim, antes de utiliza-lo, é preciso saber
averiguar a continuidade da funcdo em um dado intervalo ou dominio e, para tanto,
verificar as condi¢cbes para a existéncia do limite em determinado ponto. Qualquer
fragilidade no que tange ao entendimento desses conceitos pode implicar, portanto,
em dificuldades na aprendizagem de outros contetddos no ambito do Calculo, fato
que reitera a importancia da pesquisa de doutorado a qual temos o intuito de

apresentar nesse texto e que, por sua vez, foi norteada pela seguinte questao:

= Que estruturas e mecanismos mentais precisam ser construidos de
modo a permitir que estudantes alcancem um real entendimento sobre

limite e continuidade de uma funcao?

A referida questao norteadora foi delimitada a partir da relacdo entre o objeto
da pesquisa e sua fundamentacdo tedrica. Para respondé-la, desenvolvemos um
estudo, cujo objetivo geral foi conjecturar sobre que estruturas e mecanismos
mentais precisam ser construidos por um individuo de modo a possibilita-lo
compreender efetivamente os conceitos de limite e continuidade. Maiores
esclarecimentos sobre esses aspectos foram contemplados na parte | desse
trabalho a qual intitulamos Tracos de uma trajetoria. Apresentamos, também na
parte |, as consideracfes metodologicas relativas ao estudo desenvolvido, bem
como nossas justificativas para com sua relevancia no ambito das pesquisas
vinculadas as areas de Educacdo Matematica e Ensino de Ciéncias e Matematicas
no Brasil.

A partir de nossas escolhas tedricas, questdo norteadora e objetivo dessa
pesquisa, colocamo-nos sob a orientacdo da tese de que um esquema que
contemple estruturas e mecanismos mentais (que julgamos ser) necessarios
para a apreensdo de um conceito por parte de um individuo precisa estar
vinculado a evocacgdo de multiplas imagens conceituais coerentes sobre esse
conceito nos diferentes contextos matematicos.

Na perspectiva da tese enunciada, organizamos a pesquisa em dois estagios.
No primeiro, realizamos um estudo preliminar por meio do qual analisamos os
elementos da imagem conceitual de estudantes de um curso de licenciatura em
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matematica no que se refere aos conceitos de limite e continuidade, tendo como
suporte para analise a teoria sobre imagem e definicdo conceitual (VINNER, 1991).

As imagens conceituais evocadas pelos sujeitos investigados no 1° estagio
nos permitiu identificar alguns dos conflitos e/ou dificuldades relativas a
compreensao desses conceitos. Os resultados obtidos nesse estudo preliminar,
aliados aos nossos conhecimentos sobre a teoria APOS® (DUBINSKY et al., 1984;
ARNOON et al., 2014), levou-nos a efetivacdo do segundo estagio da pesquisa, em
gue estabelecemos esquemas mentais que contemplam estruturas e mecanismos,
0S quais julgamos necessarios para promover a compreensdo de estudantes a
respeito dos objetos limite e continuidade de uma funcéao.

Dedicamos a parte Il desse trabalho, intitulada Compreensdes de estudantes
sobre limite e continuidade a luz de teorias cognitivas do Pensamento Matematico
Avancado, a descricao dos estagios que constituiram a pesquisa e que, por sua vez,
permitiram-nos refletir acerca da tese que nos orientou para que, também a partir
dessas reflexdes, fosse possivel responder a nossa questdo norteadora.

Nas consideracfes finais, esclarecemos algumas observacfes relativas aos
resultados obtidos, bem como suas relagdes com 0s objetivos e questéo delineados
para o trabalho. Estabelecemos, também, as limitacbes desse estudo, bem como
nossas expectativas para com suas contribuicdes no que se refere as pesquisas em
Educacdo Matemética e Ensino de Ciéncias e Matematicas efetivadas em nosso

pais.

A sigla APOS refere-se aos termos em inglés Action, Process, Object e Schema e é pautada nos
estudos de Piaget sobre Abstracdo Reflexiva. Maiores esclarecimentos sobre essa teoria séo
apresentados no capitulo 2.
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PARTE 1

TRACOS DE UMA TRAJETORIA



APRESENTACAO

Dedicamos a primeira parte desse trabalho a descricdo dos aspectos que nos

levaram ao delineamento da pesquisa, 0s quais foram organizados conforme a

seqguir:

No capitulo 1, apresentamos um breve relato sobre experiéncias vivenciadas
na docéncia em Calculo, bem como uma discussdo apoiada na literatura da
area no que se refere aos conhecimentos de estudantes sobre Limite e
Continuidade, fato que nos permitiu definir o objeto de estudo de nossa
pesquisa;

No segundo capitulo, apresentamos nossa fundamentacao tedrica, a qual foi
baseada em duas teorias cognitivas no ambito do Pensamento Matematico
Avancado. E, a partir da relacdo estabelecida entre o objeto de pesquisa e
esse quadro tedrico, enunciamos a questdo que norteou o desenvolvimento
de nosso estudo;

Apoiados no objeto de estudo, quadro tedrico e questdo norteadora,
concluimos, no capitulo 3, o delineamento da pesquisa, bem como
elucidamos sua relevancia em meio as producdes nacionais vinculadas as

areas de Educacao Matematica e Ensino de Ciéncias e Matematicas.

Esclarecemos que o0s aspectos contemplados na primeira parte desse

trabalho sdo de extrema importancia, uma vez que nortearam a efetivacdo das

etapas que constituiram os estagios dessa pesquisa de doutorado.
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CAPITULO 1

Motivacoes para a escolha do objeto de estudo

1.1. Introducéo

A escolha do objeto de estudo dessa pesquisa esteve fortemente ligada a
experiéncias vivenciadas na docéncia em Calculo, bem como em leituras realizadas
sobre o conhecimento de estudantes em relacdo aos conceitos de Limite e
Continuidade que, por sua vez, trouxeram consigo muitos dos aspectos que também
observamos enquanto professores de Calculo.

Dedicamos esse capitulo a descricdo dessas experiéncias docentes.
Tragamos, também, uma discussao acerca de como, do ponto de vista de diferentes
estudos, os estudantes tém compreendido os conceitos de Limite e Continuidade.

Esclarecermos, por fim, nosso objeto de pesquisa.

1.2. Um relato de experiéncia na docéncia em Célculo: algumas motivacdes*

Na docéncia, minhas primeiras experiéncias foram como professora das
disciplinas de Calculo I, Calculo Il e Andlise Real>. Naquele momento — sob a
perspectiva docente — tive a oportunidade de identificar (e por que nao vivenciar?) a
multiplicidade das dificuldades inerentes ao processo de apreensdo dos conceitos
na esfera de conhecimentos do Célculo.

Diante de minha experiéncia até aquele momento, entendi que eu precisava ir
além das percepc¢bes adquiridas por meio da docéncia e das leituras prévias sobre
ensino e aprendizagem de Célculo, sobretudo, em termos conceituais. Optei, entéo,
pelo ingresso no mestrado, a fim de amadurecer meu ser pesquisador e estudar com
mais afinco aspectos relacionados ao processo de ensino e aprendizagem de um
conceito em especial: o de limite de uma funcdo, dada sua importancia para o

entendimento de outros conceitos adjacentes a ele e, também, por ter evidenciado

* Esse topico sera escrito na 12 pessoa do singular, uma vez que se trata do relato de experiéncias
docentes individuais que motivaram a autora desse trabalho a desenvolver sua pesquisa de
doutorado.
® Disciplinas ministradas para os cursos de Engenharia Ambiental e Licenciatura em Matematica,
ambos vinculados a Universidade do Estado do Para.
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que tal conhecimento tem se mostrado um fator de conflito em potencial para
estudantes que cursam Calculo I.

Os resultados obtidos em minha pesquisa de mestrado (MESSIAS, 2013),
permitiram-me observar, principalmente, que a compreensdo dos estudantes
investigados sobre limite ndo era coerente com o que é estabelecido pela teoria
formal. Alids, muitos dos sujeitos estabeleceram relacdes, ainda que
inconscientemente, entre limite e continuidade, fato que também observei enquanto
docente®.

Como professora de Calculo, evidenciei que os estudantes apresentavam
dificuldades em compreender a definicdo formal de limite de uma funcgéo, ainda que
em um primeiro momento compreendessem a noc¢ao intuitiva. Além disso, a relacao
limite x continuidade também se configurou como um fator de conflito cognitivo
(TALL; VINNER, 1981), especialmente quando alguns alunos condicionavam a
existéncia do limite as condi¢des de dominio da funcdo, ou ainda, evocavam a ideia
de que lim,_, f(x) = f(a). A compreensdo dos alunos sobre continuidade era,
muitas vezes, caracterizada por interpretacdes vinculadas a ideia de ‘inteireza’, ou
seja, a auséncia de ‘saltos’, ‘buracos’ ou ‘quebras’ no grafico da funcao.

Observei, também, que o dominio da funcéo, a presenca de indeterminacdes,
assintotas, bem como a interpretacdo e célculo de limites envolvendo o infinito se
configuraram como fatores de conflito cognitivo para muitos estudantes que, por
vezes, relacionavam tais conhecimentos a (des) continuidade da funcao.

Os resultados observados em minha dissertacdo de mestrado, bem como a
experiéncia adquirida enquanto professora de Calculo por meio da qual evidenciei
gue os estudantes tém dificuldades em entender efetivamente os conceitos de Limite
e Continuidade, permitiram-me observar o quao relevante seria desenvolver, em
uma tese de doutorado, um estudo que contribuisse para o processo de apreensao
desses objetos matematicos. Foi, entdo, em parceria com meu orientador, que
busquei aprofundar a leitura acerca dessa temética, a fim de, inicialmente, levantar

uma discussao sobre como os alunos entendem esses conceitos para, em seguida,

® Além de experiéncias docentes anteriores, atuei nos anos de 2014 e 2015, como professora
substituta do Departamento de Mateméatica da Universidade Federal do Maranhdo (UFMA). Nessa
instituicdo, ministrei disciplinas de Célculo para os cursos de Licenciatura em Quimica, Licenciatura
em Fisica e Quimica Industrial.
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determinar de maneira contundente a escolha do objeto a ser investigado nessa

pesquisa.

1.3. Conhecimentos de estudantes sobre limite e continuidade: o que diz a
literatura da area?

Ao longo das ultimas décadas, os conceitos de limite e continuidade tém se
configurado como objetos de estudo em varias investigacdes no ambito da educacéo
matematica, dadas as expressivas dificuldades inerentes a sua compreensao.
Dedicamos esse topico a discussdo sobre a multiplicidade dos conhecimentos que
estudantes investigados em diferentes pesquisas tém mobilizado a respeito desses
conceitos.

No que concerne as expressivas dificuldades relativas ao processo de
apreensédo do conceito de limite, por exemplo, evidenciamos em Cornu (1983) e
Juter (2008), que o (nao) entendimento dos elementos que constituem o campo
conceitual dessa nocéo — tais como o conhecimento sobre sequéncias, séries, bem
como as ideias de infinitamente pequeno, infinitamente grande e funcdo -
influenciam na formacédo de imagens conceituais nem sempre coerentes sobre
limites.

Ressaltamos, em acordo com Cornu (1991), que o entendimento da nog¢éo de
limite depende tanto da riqueza e complexidade do conceito quanto de aspectos
cognitivos que ndo podem ser gerados puramente a partir de sua definicdo
matematica, uma vez que a ideia de aproximacdo encontrada usualmente por meio
de uma concepc¢do dindmica e a maneira como o conceito € colocado em pratica
para resolver problemas néo estdo exatamente ligados a sua definicao formal.

Os proprios termos ‘limite’ e ‘tender para’, segundo Cornu (1983, 1991),
conduzem os estudantes a interpretacdes contraditérias do conceito, pautadas na
ideia de aproximacgdo em torno de um valor de x, sem alcanca-lo ou ultrapassa-lo.
Nesse sentido, os estudantes costumam enfatizar essa aproximagdo no eixo das
abscissas e ndo em torno de um valor limite no eixo das ordenadas.

Tall e Vinner (1981) reforcaram que a utilizagdo de expressbées como ‘se
aproxima de’, ‘tende a’ ou ‘chega perto de’ conduz os alunos a uma percepgao de
gue o valor de f em determinado ponto sempre difere do valor do limite de f nesse

ponto, isto €, lim,_,, f(x) # f(xy). A ideia de aproximar-se de um valor no eixo x
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também foi mobilizada pelos sujeitos investigados por Swinyard (2011) e em
Przenioslo (2004). Nesses casos, observamos que o conceito de limite foi atrelado a
uma compreensédo de vizinhanca ao longo dos intervalos (L —¢, L+¢) e (x —6,x +
).

Outros estudos — tais como o de Nascimento (2003), Jordaan (2005), Juter
(2008), Sarvestani (2011), Denbel (2014) e Messias e Brandemberg (2015) —
também apontaram em suas analises que 0s estudantes costumam mobilizar
elementos que caracterizam o limite como sendo inalcancavel e/ou intransponivel
(ideia de fronteira), uma vez que partem de uma compreensdo dinamica, na qual a

funcdo se move em direcdo a um ponto qualquer sem, de fato, atingi-lo. Em

. ~ 1
contrapartida, se tomarmos como exemplo a fungédo f(x) = —senx, veremos que

. 1 2 , ‘ 1A
lim,, e —senx = 0 e que esse valor de L é ‘alcangado’ ou ‘ultrapassado’ varias vezes

no eixo das ordenadas (ver figura 1).

Figura 1 — Gréfico de f(x) = %Senx

fixk

Fonte: Elaborado pela autora.

Outra mobilizacdo comumente atrelada a ideia de movimento dada a funcgéo é
a de que o valor do limite pode ser alcancado. Amatangelo (2013) observou, nesse
sentido, que os estudantes consideram que o valor da fungdo em determinado ponto
€ sempre igual ao valor do limite nesse ponto, ou seja, lim,_, f(x) = f(x,). A
pratica excessiva do calculo de limites a partir do método de substituicdo, como por
exemplo, acontece no caso das fungdes polinomiais, contribui para esse tipo de
interpretacdo que, para Amatangelo (2013), configura-se como uma concepcao
potencialmente problematica, uma vez que pode levar os estudantes ao erro,
dependendo da tarefa matematica que |he for proposta. Cinestav e Lara-Chaves
(1999), Cornu (1983), Przenioslo (2004) e Juter (2008) também apontaram

mobilizacdes semelhantes a essa em seus estudos. Juter (2008) ressaltou ainda que
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muitos estudantes acabam, inclusive, por ndo saber diferenciar f(x,) de
lim,, £ (%).

Cornu (1991), Zuchi (2005), Juter (2008), Rodriguez (2009) e Oh (2014)
ressaltaram também que a ‘passagem’ da nocéao intuitiva para a definicdo formal, a
relacdo entre € e §, e 0s quantificadores envolvidos na definicdo tém se configurado
como fatores de conflito em potencial ao longo do processo de aprendizagem do
conceito de limite. Isso porque, poucos estudantes conseguem correlacionar a
definicdo formal com o dinamismo comumente utilizado para explicar que uma
funcdo f tem limite L quando x — x, se a distancia entre as imagens da fungéao e L
podem ser arbitrariamente pequenas e os valores de x, cada vez mais proximos de
Xxo. Nesse sentido, € comum que os estudantes resolvam problemas sobre limites
sem, de fato, entender (ou explicar) o significado de sua definicao.

Nascimento (2003), Nair (2009), e Messias e Brandemberg (2016) apontaram,
ainda, que muitos estudantes evocam que indeterminacdes implicam na nao

existéncia do limite. Outras mobilizagdes, tais como a existéncia do lim,_,, f(x)
condicionada ao fato de x, € Dy () Ou ainda a continuidade em x, também se fizeram

presente em diferentes pesquisas’. Nessa perspectiva, ‘buracos’, ‘saltos’ ou
‘quebras’ no grafico de uma fungdo podem levar a esse tipo de evocacao.

O calculo de limite de funcbes escritas em mais de uma sentenca tem se
configurado como um fator de conflito em potencial, conforme destacado em
Nascimento (2003), Maharaj (2010), Mutlu e Aydin (2013) e Brandemberg e Messias
(2016). E comum, nesse caso, que 0s estudantes tenham dificuldades em calcular
limites, ou ainda, que considerem que 0 mesmo nao exista em determinado ponto.
Isso porque funcdes definidas em partes normalmente despertam nos alunos a ideia
de que suas representacdes graficas apresentam saltos que, para eles, implicam na
nao existéncia do limite. Esse tipo de mobilizacdo pode (ou nao) levar um individuo a
uma resposta equivocada, dependendo da tarefa que |he for proposta. Vamos tomar
como exemplo as fungdes f(x) e g(x), cujas representacdes graficas encontram-se

destacadas na figura 2.

" Tais como Cinestav e Lara-Chaves (1999), Przenioslo (2004), Jordaan (2005), Juter (2008), Karatas
et al. (2011), Sarvestani (2011), Amatangelo (2013), Denbel (2014) e Messias e Brandemberg (2015,
2016).
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Figura 2 — Representacdo grafica de f(x) e g(x)

3
F|g 2a- Gréﬁco de f(x) = {;)’i i g F|g 2b - GréfiCO de g(x) = {%z i 00

Fonte: Thomas (2002, p. 88) Fonte: Kelley (2013, p. 131)

0,x<0

. Nesse caso
1, x=0

Na figura 2a temos a representacdo grafica de f(x) = {

especifico, o lim,_, f(x) ndo existe, uma vez que lim,_,+ f(x) # lim,_o- f(x). No
entanto, caso um sujeito mobilize que uma fungédo definida em partes apresenta
saltos em seu grafico que, por sua vez, implicam na ndo existéncia do limite, sua
interpretacdo — ainda que equivocada — seré suficiente para avaliar a existéncia do
lim,_,, f(x), porém, o levara ao erro se solicitado que verifique o lim,_,, g(x), tal que

3
glx) = {x ,x <0 (ver figura 2b), j& que lim,_,+ g(x) = lim,_,- g(x) = 0, fato que
Vx,x =0

garante a existéncia de lim,._,, g(x), independente da funcdo estar definida em mais
de uma sentenca.

Nascimento (2003) e Mutlu e Aydin (2013) apontaram, também, que muitos
estudantes consideram suficiente fazer uma investigacdo a direita e a esquerda de
um ponto dado para verificar a existéncia do limite. Desse modo, € possivel que um
sujeito afirme, por exemplo, que as funcdes representadas nas figuras 2a e 2b tém
limite quando x — 0.

No que concerne a natureza do conceito de continuidade, Nufez et al. (1999),
Amatangelo (2013), Jaykody (2015) e Jayakody e Zazkis (2015) apontaram que a
maioria dos alunos mobiliza uma concepcao dinamica sobre o conceito, na qual da-
se direcionalidade, movimento e fluidez & fungéo. Expressfes do tipo ‘a fungao flui’,
‘a funcao se move sem interrupgdes’, ou ainda, ‘podemos desenha-la sem levantar o
lapis do papel’ representam esse tipo de entendimento sobre continuidade. Tal
interpretacédo pode, segundo Tall e Vinner (1981), Cornu (1991) e Jayakody (2015),
ser decorrente do proprio uso coloquial do termo continuidade.
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Essa ideia de movimento atrelada a funcao implica, para muitos estudantes,
na compreensdo de que sua representagao grafica ndo apresenta ‘saltos’, ‘buracos’
ou ‘quebras’, fato que, para eles, tem se constituido como condi¢cdo necessaria para
garantir a continuidade, conforme destacado por Tall e Vinner (1981), Vinner (1987),
Nufiez et al. (1999), Karatas et al. (2011), Jayakody (2015), Jayakody e Zazkis
(2015), Messias e Brandemberg (2015), dentre outros. A presenca de assintotas na
representacdo grafica de determinadas funcfes também é interpretada como uma
‘causa’ para a descontinuidade da fung¢ao, uma vez que implica em um ‘salto’.

Brandemberg e Messias (2016) ressaltaram que, para muitos alunos, o fato
de uma funcgao estar escrita em partes implica em ‘buracos’, ‘saltos’ ou ‘quebras’ em
seu grafico e, consequentemente, em algum ponto ou intervalo de descontinuidade
na funcédo. Nesses termos, as fungbes h(x), t(x), destacadas na figura 3, seriam
admitidas como descontinuas, em virtude da presenca de ‘buracos’ e/ou ‘saltos’ em

suas representacoes graficas.

Figura 3 — Representacédo gréafica de h(x) e t(x)

() R
T >
—

<

Fig. 3a — Gréfico de h(x) Fig. 3b — Gréfico de t(x)
Fonte: Thomas (2002) Fonte: Elaborado pela autora

Vamos analisar essas funcfes sob duas perspectivas: a primeira, a partir da
compreensao de continuidade no ponto e a segunda, de continuidade em um
intervalo. O fato é que as funcdes representadas nas figuras 3a e 3b ndo estédo
definidas em x = 2, logo, ndo podemos avaliar a continuidade nesse ponto, mas €&
possivel afirmar que elas sdo continuas em cada ponto de seu dominio, porém, ndo
sao continuas, por exemplo, em cada ponto do intervalo (1,3).

Em seus trabalhos, Tall e Vinner (1981), Vinner (1987) e Cornu (1991)

apontaram que os estudantes costumam ter o entendimento de que uma funcao
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descontinua é constituida por ‘partes que ndo se encontram’. Alias, concepcgoes
espontaneas sobre continuidade corroboram para interpretagdes do tipo ‘o grafico
estd em um unico pedaco’ ou ‘desenhamos o grafico sem tirar o lapis do papel’. Para
Cornu (1991) e Jayakody (2015), fica claro que os estudantes confundem
continuidade com conectividade. Essa compreensdo equivocada do conceito se
configura como uma concepgéo potencialmente problemética, j& que pode levar um
individuo a ideia de que uma fungéo f € continua em um ponto p se p € D;8.

Tall e Vinner (1981), Vinner (1987), Amatangelo (2013), Denbel (2014) e
Jayakody (2015) destacaram que, em geral, os estudantes condicionam a
continuidade em determinado ponto a existéncia do limite nesse ponto. Entendemos
gue essa interpretacdo possa contribuir para que a relacao limite x continuidade se
configure como um fator de conflito em potencial. Vamos considerar, para fins de

exemplificacao, as funcdes representadas na figura 4.

Fiagura 4 — Representacgdo grafica de s(x) e v(x)

3T g L

1 /_\ "
+ O S,
‘ 2 - o 1 2 3 &
Fig. 4a — Gréfico de s(x) Fig. 4b — Grafico de v(x)
Fonte: Juter (2008) Fonte: Elaborado pela autora

Uma compreensdo que condicione a continuidade em um ponto a existéncia
do limite nesse ponto seria suficiente para que um sujeito respondesse que a fungéao
da figura 4a ndo é continua em x = 2, uma vez que f(2) = 3 e que lim,_,, s(x) néo
existe, pois lim,_,,+ s(x) # lim,_,- s(x). Na perspectiva desse mesmo raciocinio, o
sujeito poderia afirmar que a funcéo da figura 4b ndo é continua em x = 0 porque 0
limite ndo existe quando x — 0. Sendo assim, a menos que ele evocasse 0 conceito
de continuidade na extremidade a direita ou a esquerda de um ponto, ele avaliaria a
continuidade em x = 0 de maneira equivocada.

Jayakody (2015) e Jayakody e Zazkis (2015) refletiram sobre a maneira como

7

0 conceito de continuidade é comumente introduzido nas aulas e, também, em

® Vinner (1987), Amatangelo (2013), Denbel (2014), Jayakody (2015) e Jayaody e Zazkis (2015)
observaram evocacdes semelhantes a essa em suas pesquisas.
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materiais de estudo de Calculo. Desse modo, admitiram que a primeira condicdo a
ser verificada no teste de continuidade — a de que f(p) existe — pode levar
estudantes a uma interpretacdo equivocada sobre esse conceito. Nessa perspectiva,
o dominio da funcao pode se configurar como um fator de conflito cognitivo, uma vez
que pode levar a compreensdo de que uma funcdo que ndo esteja definida em um
ponto p, é descontinua nesse ponto que, por sua vez, entra em conflito com o
entendimento de que a continuidade em um ponto p ndo pode ser analisada se
Dy ={x € IR, x # p}.

Mediante o que fora apontado nesse topico, observamos que os estudantes
de Calculo investigados em diferentes estudos tém mobilizado uma pluralidade de
interpretacfes sobre limite e continuidade de uma fungéo. Apresentamos, no topico
subsequente, algumas consideracfes prévias concernentes ao entendimento acerca
de tais conceitos que, aliadas as experiéncias docentes anteriormente descritas,

permitiram-nos definir o objeto da pesquisa.

1.4. Consideracdes sobre o capitulo

Sob o ponto de vista de diferentes estudos, evidenciamos a multiplicidade de
compreensdes que estudantes tém demonstrado sobre limite e continuidade de uma
funcdo. Foi possivel, nesse sentido, sintetiza-las e organiza-las conforme suas
semelhancas quanto a interpretacOes relativas a cada um desses conceitos (ver

quadros 1 e 2).

Quadro 1 — Compreensdes relativas ao conceito de limite

Tipos de Compreensdes Quem discutiu?

Tall e Vinner (1981), Cornu
(1983), Cornu (1991), Caottril
Concepcao dinamica — atribui-se ‘movimento’ a fungéo et al. (1996), Przenioslo
— tende a; se aproxima de; chega perto de; (2004), Sarvestani (2011),
aproximacao em torno de x,. Swinyard (2011),
Amatangelo (2013), Denbel
(2014), Oh (2014)

Tall e Vinner (1981), Cornu
(1983), Cornu (1991),
Cinestav e Lara-Chaves
(21999), Nascimento (2003),
Jordaan (2005), Juter
(2008), Sarvestani (2011),

Limite € inalcangavel - lim,_,, f(x) # f(xo)
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Amatangelo (2013), Denbel
(2014), Messias e
Brandemberg (2015)

Limite é intransponivel (fronteira)

Cornu (1983), Cornu (1991),
Cinestav e Lara-Chaves
(1999), Nascimento (2003),
Juter (2008), Amatangelo
(2013), Denbel (2014)

Limite de uma funcdo em um ponto é sempre igual ao
valor da fungdo nesse ponto, ou seja, lim,_,, f(x) =

f(x0) (limite alcancavel)

Cornu (1991), Cinestav e
Lara-Chaves (1999),
Przenioslo (2004), Juter
(2008) Amatangelo (2013)

Confusdes conceituais: lim,_,, f(x) X f(xo).

Juter (2008)

Ideia de intervalo;
Vizinhancga ao longo dos intervalos (L — ¢, L+ ¢) e
(x—6,x+06)

Cornu(1991), Przenioslo
(2004)

Discussfes sobre 0 que ¢ e § representam na
definicao de limite

Zuchi (2005), Juter (2008),
Rodriguez (2009), Oh
(2014)

Indeterminagdes implicam na ndo existéncia do limite.

Nascimento (2003), Nair
(2009), Messias e
Brandemberg (2016)

Existéncia do lim,_,,, f(x) condicionada ao fato de

Xo € Df(x)

Przenioslo (2004), Jordaan
(2005), Karatas et al.
(2011), Denbel (2014),
Messias e Brandemberg
(2015)

Existéncia do lim,_,,, f(x) condicionada a
continuidade em x,.

Cinestav e Lara-Chaves
(1999), Przenioslo (2004),
Jordaan (2005), Juter
(2008), Sarvestani (2011),
Swinyard (2011),
Amatangelo (2013), Denbel
(2014), Messias e
Brandemberg (2015, 2016)

Dificuldades de calcular limites de fun¢des definidas
em partes

Nascimento (2003), Maharaj
(2010), Mutlu e Aydin
(2013), Brandemberg e
Messias (2016)

Uma investigacao a direita e a esquerda de um ponto
dado é suficiente para verificar a existéncia do limite.

Nascimento (2003), Mutlu e
Aydin (2013)

Fonte: Elaborado pela autora.
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Observamos, mediante a sintese apresentada no quadro 1, que o
conhecimento de estudantes sobre limite é pautado, sobretudo, em interpretacfes
dindmicas desse conceito. Além disso, a questdo de sua existéncia tem se
configurado como um fator de conflito em potencial para estudantes de Célculo.

No que concerne ao conceito de continuidade, sintetizamos diferentes

mobiliza¢cées no quadro 2 (a seguir).

Quadro 2 — Compreensdes relativas ao conceito de continuidade

Tipos de Compreensdes

Quem discutiu?

Concepcéao dindmica de continuidade: direcionalidade
e movimento da funcéo

Nufiez et al. (1999),
Amatangelo (2013),
Jayakody (2015), Jayakody
e Zazkis (2015)

‘saltos’ ou ‘buracos’ ou ‘quebras’ na representagao
gréfica da fungéo implica na descontinuidade da
fungéo.

Tall e Vinner (1981), Cornu
(1991), Vinner (1987),
NuURAez et al. (1999), Karatas
et al. (2011), Jayakody
(2015), Jayakody e Zazkis
(2015), Messias e
Brandemberg (2015)

Interpretacdes que mobilizem a ideia de que fungdes
definidas em partes séo descontinuas; A fungdo néo é
dada em uma férmula Unica.

Tall e Vinner (1981),
Nascimento (2003),
Brandemberg e Messias
(2016)

Descontinuidade — ‘A fung¢éo tem duas partes que ndo

se encontram; o grafico ndo esta em um Unico pedago’.

Tall e Vinner (1981) Vinner
(1987), Cornu (1991)

Continuidade atrelada a ideia de inteireza; fluidez;
desenhamos o grafico sem ‘tirar o lapis do papel’.

Tall e Vinner (1981),Vinner
(1987), Cornu (1991),
Nufez et al. (1999), Karatas
et al. (2011), Amatangelo
(2013), Jayakody (2015),
Jayakody e Zazkis (2015)

Uma fungéo f € continua em um ponto p se p € Dy.

Tall e Vinner (1981), Vinner
(1987), Amatangelo (2013),
Denbel (2014), Jayakody
(2015) Jayakody e Zazkis
(2015)

Continuidade condicionada a existéncia do limite em
determinado ponto

Tall e Vinner (1981), Vinner
(1987), Amatangelo (2013),
Denbel (2014), Jayakody

(2015)
Os termos continuidade e conectividade séo Cornu (1991), Jayakody
interpretados de maneira semelhante. (2015)
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Uso coloquial do termo continuidade — inteireza da Tall e Vinner (1981), Cornu
funcao. (1991), Kayakody
Fungdes que apresentam assintotas em suas

representacdes graficas — descontinuidade. Jaykody (2015)
Teste de continuidade x entendimento sobre Jayakody (2015), Jayakody
continuidade e Zazkis (2015)

Fonte: Elaborado pela autora.

Observamos que a compreensédo de estudantes sobre continuidade encontra-
se vinculada a uma concepcdo natural, na qual é atribuido direcionalidade,
movimento, fluidez e inteireza & funcdo. Além disso, ficou evidente nos
apontamentos da literatura revisada que as condicbes que implicam na (des)
continuidade de uma funcdo em um ponto ou ao longo de um intervalo séo
interpretadas de maneira equivocada pelos estudantes.

Desse modo, ficou clara, para nés, a importancia de desenvolver uma
pesquisa que contemplasse como objeto a compreensdo de estudantes sobre
limite e continuidade de uma func¢éo, devido a relevancia desses conhecimentos
para a aprendizagem no ambito do Calculo e, também, ao fato de muitos estudantes
apresentarem dificuldades provenientes de interpretacdes equivocadas sobre esses

conceitos.
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CAPITULO 2

Do quadro tedrico a questao de pesquisa

2.1. Introducéao

Dedicamos esse capitulo a apresentacao de aspectos relacionados as teorias
sobre imagem e definicdo conceitual (VINNER, 1991) e APOS (DUBINSKY et al.,
1984; ARNOON et al., 2014) que, por sua vez, se constituiram como nossa
fundamentacado teodrica. Refletimos sobre como essas duas teorias no ambito do
Pensamento Mateméatico Avancado (PMA), aliadas ao objeto de pesquisa,
contribuiram para a formulacdo da questdo norteadora e tese que orientaram esse

trabalho.

2.2. Teorias Cognitivas do Pensamento Matematico Avancado
2.2.1. A natureza do Pensamento Matematico Avancado

Ao longo das ultimas décadas, muito tem sido discutido sobre PMA e — ainda
gque ndo haja exatamente um acordo acerca do que tal fraseologia, de fato,
representa (EDWARDS; DUBINSKY; MCDONALD, 2005) - existe certo
entendimento no que concerne a importancia de processos como a abstracéo,
generalizacdo, sintetizacdo, dentre outros, para o amadurecimento do pensamento
matematico de um individuo (TALL, 1991; DREYFUS, 1991; SELDEN; SELDEN,
2005; HAREL; SELDEN; SELDEN, 2015).

Tall (1991, 1992) enfatizou que o movimento em direcdo ao pensamento
matematico avancado® envolve uma reconstrucdo cognitiva por meio da dificil
transicdo entre uma compreensdo matematica mais intuitiva, baseada em
experiéncias, e outra mais formal, pautada em definicbes e deducdes logicas. Nesse
sentido, entendemos que o amadurecimento matematico de um individuo esteja
intimamente ligado a um desenvolvimento cognitivo que precisa depender mais de
construgcbes mentais que de sensacdes fisicas, conforme o esquema de Tall (1995)

destacado na figura 5.

® Traducao da expressdo ‘the move to advanced mathematical thinking’.
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Figura 5 — Amadurecimento cognitivo

A Pensamento Matematico Avangado
Inspirado por imagens conceituais,
formalizado por definigdes conceituais e
deducdes logicas.

Estrutura do T T

desenvolvimento Fototipos \ / Acoes se
cognitivo visuoespa tornando
dependendo Clais se ArticulacBes simboliza
menos de tornando conceituais das como
sensacoes fisicas sucessiva processos
e mais de mente / \ encapsula
construcdes mais dos como
mentais. verbal- proceito
dedutivos

I |
A Percepcoes e A

interagbes x
OBJETOS com o mundo ACOES

externo

Fonte: Tall (1995, p. 4, traduzido pela autora)

E importante ressaltarmos que esse amadurecimento cognitivo ndo acontece
da mesma maneira para todos os individuos, isso porque, ndo h& uma Unica
maneira de pensar sobre dado conhecimento matematico, mas uma pluralidade de
modos, culturalmente desenvolvidos, que dependem do contexto do qual fazem
parte.

Na perspectiva de Tall e Vinner (1981), a matematica pode assumir tanto a
caracteristica de atividade mental quanto de sistema formal que sao representados,
respectivamente, pela imagem conceitual do individuo acerca de um conceito e a
definicAo conceitual estabelecida pela comunidade matemética. O pensamento
matematico avancado €, desse modo, inspirado por imagens conceituais que Sao

formalizadas por meio de definicbes conceituais e deducdes légicas (TALL, 1995).
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Entendemos, assim como Dreyfus (1991), que essa pluralidade nos modos de
pensar esteja atrelada a uma longa interacdo entre os mais diversos processos
mentais inerentes ao pensamento matematico, seja ele elementar ou avancado, sem
que haja, inclusive, distincdo entre muitos desses processos, ainda que o foco do
PMA, segundo ele, esteja nas abstracdes relativas as definicdes e dedugdes logicas.

O processo de representacao, dentre outros a que Dreyfus (1991) se refere,
de fundamental importancia para a aprendizagem matematica, especialmente,
quando o individuo consegue agregar varias imagens a determinado conceito, ou
seja, multiplas representacdes que — desde que ndo entrem em conflito umas com
as outras — podem possibilitar maior flexibilidade na resolugdo de problemas em
diferentes contextos matematicos.

Para Dreyfus (1991), além da representacdo, outros processos — como os de
generalizacdo e sintetizacdo — sdo fundamentais para que a abstracdo seja
alcangada por um individuo e, por conseguinte, o PMA. Generalizar, nesse sentido,
significa identificar padrbes a partir de particularidades relativas a determinado
conhecimento matematico, de maneira a expandir seus dominios de validade.
Sintetizar € combinar ou compor partes tal que se constituam em uma totalidade,
uma entidade. Quando um sujeito consegue formar uma no¢ao abstrata acerca de
determinado conceito, podemos dizer — de acordo com Dreyfus (1991) — que ele,
enfim, domina esse conceito.

Nesse sentido, Ervinck (1991) ressalta a importancia da criatividade como
parte constituinte da natureza do PMA, uma vez que pode contribuir para o
desenvolvimento da teoria matematica tanto por meio de conjecturas construidas por
meio de experiéncias oriundas de diferentes contextos mateméaticos quanto na
formulacdo final da matematica como um sistema dedutivo de ideias e provas
claramente definidas e construidas.

A criatividade matemética se faz presente quando um individuo consegue,
dentre outras habilidades, formular uma definicdo a partir de conceitos que garantem
tanto sua utilidade quanto a de outro(s) objeto(s) mateméatico(s) ou quando ele é
capaz de escolher palavras e simbolos apropriados para fins de representacao de
conceitos. Desse modo, entendemos que a criatividade seja intrinseca aos
diferentes processos mentais que constituem a esséncia do pensamento

matematico.
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Em Edwards, Dubinsky e McDonald (2005), o pensamento matematico
avancado é definido como um pensamento que demanda um raciocinio dedutivo e
rigoroso acerca de no¢cbes matematicas que nao sdo inteiramente acessiveis por
meio de nossos sentidos. Para esses autores, ndo ha um momento especifico da
experiéncia educacional de um individuo em que o PMA se inicie, uma vez que este
depende de continuas (trans)formacgdes do pensamento que transcendem, porém
nao ignoram, experiéncias anteriores ou intuicdes provenientes de um raciocinio
matematico mais elementar. Observamos que a definicdo de Edwards, Dubinsky e
McDonald (2005) compartilha elementos semelhantes aos apontamentos de Tall
(1991, 1992, 1995) e Dreyfus (1991) sobre a natureza do PMA.

Ao considerarmos que 0 pensamento matematico de natureza avancada
depende da habilidade do individuo em estabelecer conexdes entre 0s mais
variados processos mentais, voltamo-nos para duas perspectivas tedricas
vinculadas ao desenvolvimento cognitivo no ambito do PMA: a teoria sobre imagem
e definicdo conceitual (VINNER, 1991) e a teoria APOS (DUBINSKY et al., 1984;
ARNOON et al., 2014).

Optamos por tal perspectiva tedrica por assumirmos que entender um
conceito significa assimila-lo sob a forma de um esquema apropriado, constituido
por descri¢cdes, organizacbes e exemplificacdes de estruturas mentais, que levam
um individuo a formar uma imagem conceitual coerente acerca de determinado
conhecimento matematico. A articulacdo entre o objeto de estudo e essa

fundamentacéo teorica foi essencial para que pudéssemos delinear nossa pesquisa.

2.2.2. Imagem Conceitual e Definicdo Conceitual

Os termos imagem conceitual e definicdo conceitual sdo, respectivamente,
traducdes de concept image e concept definition. Enquanto o primeiro refere-se a
‘imagem do conceito’, isto €, diferentes representagbes atreladas a determinado
objeto matematico, o segundo, esta vinculado a ideia de ‘definicdo do conceito’ que,
por sua vez, significa a forma (em palavras) como um objeto pode ser descrito, seja
por um individuo ou pela propria comunidade matematica.

Sob o ponto de vista dessa teoria, entendemos que para resolver uma tarefa
gue envolva determinado conceito matematico, um individuo precisa recorrer a
diferentes processos associados a esse conceito. Admitimos, nesse sentido, que
seu entendimento depende da maneira como esse individuo age sobre os
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conhecimentos que sdo mobilizados diante do que Ihe é solicitado, de como ele
enxerga as abstracbes matematicas envolvidas nos diferentes contextos e,
principalmente, do modo como sua memoéria € estimulada a formar associacdes nao
verbais, isto €, imagens conceituais, baseadas em representacfes visuais, figuras
mentais, impressdes, propriedades e experiéncias anteriores de aprendizagem.

Esclarecemos, nesse sentido, que o entendimento de um conceito ndao se
restringe a simples evocacédo de sua linguagem simbolica, ou ainda, da reproducao
de definicbes. Na verdade, entender um conceito significa formar uma imagem
conceitual coerente para ele (VINNER, 1991). Isso porque, propriedades e/ou
interpretacfes contraditérias podem levar um sujeito & composi¢cao de uma imagem
conceitual sobre determinado conhecimento matematico que ndo esteja em acordo
com sua respectiva teoria formal.

E importante mencionarmos que quando um sujeito € colocado diante de uma
situacdo matematica, diferentes partes de sua imagem conceitual (IC) podem ser
ativadas. A porcdo da IC de um individuo que é ativada mediante determinada tarefa
€ denominada de imagem conceitual evocada (ICE). A ICE n&o representa,
necessariamente, tudo o que um sujeito sabe sobre determinado conhecimento
(VINNER, 1991), uma vez que ele pode (ou nao) mobilizar outros elementos
conforme o contexto mateméatico em que tal conhecimento esteja inserido.

O conceito de limite, por exemplo, é usualmente interpretado como um
processo de aproximagdo, por meio do qual € possivel observar que lim,_, f(x) =
f(xy). Esse tipo de compreensdo pode estar vinculada a pratica excessiva de
calcular limites de fungBes continuas e, como uma parte integrante da imagem
conceitual de um sujeito, podera (ou nao) leva-lo ao erro, dependendo da tarefa
matematica que lhe for solicitada.

Desse modo, estamos em acordo com Tall e Vinner (1981) no que concerne a
importéancia de que diferentes atributos mentais associados a um conceito
constituam a imagem conceitual de um individuo, uma vez que a complexidade de
seu entendimento depende de sua habilidade em estabelecer conexdes entre seus
possiveis esquemas mentais relativos a esse conceito.

E importante ressaltar que as possiveis imagens conceituais sobre
determinado conhecimento matematico podem ser traduzidas em forma de defini¢cdo

conceitual pessoal (DCP) que, por sua vez, € a forma em palavras utilizada para
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especificar um conceito, sendo de tal modo, uma fraseologia prépria ao individuo
(TALL; VINNER, 1981; VINNER, 1991). A DCP pode, ou n&o, diferir da definicdo
conceitual formal (DCF)*.

Sobre a relacdo entre imagem e definicdo conceitual, admitimos que ambas
pontuem a distingdo entre a matematica enquanto atividade mental e como sistema
formal que se referem, respectivamente, aos processos cognitivos pelo qual
determinado conhecimento é concebido e, aos conceitos matematicos quando
formalmente definidos.

Nessa perspectiva, concordamos com Brandemberg (2010) no sentido de que
seja possivel que um individuo crie uma ou Varias representacfes para determinado
conceito matematico, de modo que é apoiado nessas representacfées mentais que
seus modelos pessoais de representacfes simbdlicas para esse conceito séo
ampliados. Sendo assim, assumimos que a imagem conceitual seja constituida de
multiplas representacfes acerca de um conhecimento e que esta poderd sofrer
modificacdes a medida que um individuo amadurece matematicamente.

Vinner (1991) apresentou esquemas por meio dos quais conjecturou sobre
como o sistema cognitivo de um individuo funciona quando precisa solucionar uma
tarefa matematica. Destacamos, a seguir, uma ilustracdo para o que, nessa

perspectiva, representaria uma resposta intuitiva.

Figura 6 — Resposta intuitiva (VINNER, 1991)

T Resposta

N

Definigao Conceitual Imagem Conceitual

T Estimulo

Fonte: Vinner (1991, p. 73, traduzido pela autora).

Uma resposta intuitiva, conforme ilustrado na figura 6, traz consigo somente

elementos constituintes da imagem conceitual de um sujeito, sem que seja

% 131l e Vinner (1981) e Vinner (1991) utilizam a expressdo definicdo conceitual formal para se referir a uma
definicdo que seja estabelecida/aceita pela comunidade cientifica.
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estabelecida de maneira consciente qualquer relacdo com aspectos da sua teoria
formal, ou seja, sem que os elementos constituintes da definicdo conceitual sejam
consultados. Isso acontece porque ndo € da natureza de nosso sistema cognitivo
consultar definicbes tanto para formar uma imagem conceitual acerca de um
conceito quanto para resolver uma tarefa cognitiva (VINNER, 1991).

Conforme mencionamos anteriormente, a resposta dada por um sujeito a uma
tarefa matematica traz consigo os elementos de sua imagem conceitual evocada,
isto €, da parte de sua imagem conceitual que foi ativada frente ao estimulo
recebido. Por isso, ilustramos a resposta intuitiva, conforme destacamos na figura 7:

Figura 7 — Resposta Intuitiva adaptada de Vinner (1991)

T Resposta

Defini¢do Conceitual Imagem Conceitual

Imagem Conceitual
Evocada

'I‘ Estimulo

Fonte: Adaptado de Vinner (1991)

Entendemos que a imagem conceitual evocada por um individuo nédo
representa, necessariamente, tudo o que ele sabe sobre determinado conhecimento
(VINNER, 1991). Isso porque, outros elementos de sua imagem conceitual poderao
(ou néo) ser mobilizados, dependendo do contexto matematico a que este sujeito
esteja submetido. Por isso, na figura 7 a ICE é representada como um subconjunto
da Imagem Conceitual.

Além da resposta intuitiva, Vinner (1991) fez referéncia a deducédo pos-
pensamento intuitivo. Ambas tém em comum o fato de o sujeito buscar, incialmente,
os elementos de sua imagem conceitual para responder o que lhes foi solicitado A
principal diferenca entre elas é o fato de que a primeira representa uma resposta a
um estimulo tendo em vista unicamente as evocac¢fes pessoais de um sujeito,
enguanto na segunda, observamos um processo de deduc¢ao por meio da busca por

informacdes relativas a (parte da) definicdo conceitual formal que, por sua vez, pode
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(ou n&o) ser colocada em palavras pelo individuo por meio da definicdo conceitual

pessoal. Destacamos na figura 8 a ilustracéo da deduc¢éo pds-pensamento intuitivo:

Figura 8 — Deducédo pés-pensamento intuitivo
T Resposta

Definigao Conceitual Imagem Conceitual

Imagem Conceitual
Evocada

N

T Estimulo

Fonte: Adaptado de Vinner (1991).

Ao contrario da resposta intuitiva e da deducdo pos-pensamento intuitivo, uma
deducédo puramente formal ndo traz consigo elementos da imagem conceitual do
sujeito. Ela reproduz, exclusivamente, a definicdo conceitual formal para fins de

solucionar o que seja solicitado, conforme destacamos na figura 9 (a seguir):

Figura 9 — Deducéo puramente formal

1\ Resposta

/

Definicao Conceitual Imagem Conceitual

Fonte: Vinner (1991, p. 72, traduzido pela autora)

Estimulo

Entendemos, no entanto, que a resposta dada por um sujeito a determinada
tarefa matematica sempre contemplara elementos de sua imagem conceitual, ainda

gue ele também se apoie explicitamente na teoria formal para soluciona-la. Desse

39



modo, ndo admitimos que seja possivel para um individuo resolver uma atividade a
partir de uma deducgao puramente formal.

Outra possibilidade de interacdo entre imagem e definicdo conceitual é
apresentada na figura 10 (a seguir), na qual observamos que a resposta ao estimulo
€ pautada na definicdo conceitual que, por sua vez, interage com os elementos da

imagem conceitual evocada.

Figura 10 — Interacdo entre Definicdo e Imagem Conceitual

T Resposta

Definigao Conceitual Imagem Conceitual

> Imagem Conceitual
Evocada

T Estimulo

Fonte: Adaptado de Vinner (1991).

E importante ressaltarmos que mudltiplas representacdes sobre um mesmo
conceito podem coexistir na imagem conceitual de um individuo, sendo que quando
constituidas por propriedades ou interpretacdes contraditérias, as suas evocacdes
poderdo leva-lo a uma compreensdo incoerente acerca de determinado
conhecimento. Um sujeito pode, inclusive, evocar diferentes imagens conceituais em
situaces matematicas diversas. Sendo assim, enquanto as partes inconsistentes de
sua IC ndo forem mobilizadas simultaneamente, elas continuardo coexistindo.

Uma imagem conceitual evocada em um contexto especifico pode, portanto,
possibilitar-nos verificar conflitos relacionados a apreensdo de determinado
conhecimento matematico, de modo que o entendimento de um individuo sobre
um conceito depende de sua habilidade em estabelecer conexdes coerentes
entre os elementos que compdem sua imagem conceitual [HIPOTESE H1].

E nessa perspectiva que a teoria APOS, destacada no topico subsequente, é

inserida em nossa pesquisa, uma vez que esta parte da ideia de que o
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conhecimento matematico é apreendido mediante a constru¢do e organizagdo de
estruturas e mecanismos mentais que auxiliam o individuo a solucionar problemas
em diferentes contextos (DUBINSKY; McDONALD, 2001). Admitimos, nesse sentido,
gue as constru¢cdes mentais de um sujeito definem as caracteristicas dos elementos

gue compdem sua imagem conceitual relativa a determinado conceito.

2.2.3. Teoria APOS

Tendo como base os estudos de Piaget sobre abstracéo reflexiva®, a teoria
APOS é um quadro teodrico utilizado para explicar como individuos constroem
mentalmente seu entendimento sobre determinado conceito matematico. Nessa
perspectiva, temos que essa teoria traz consigo a contextualizacdo de mecanismos
mentais, tais como a interiorizacdo, coordenacgdo, reversdo, encapsulacao,
generalizacdo, e tematizacdo, para o ambito do PMA, no sentido de levar um sujeito
a construcdo, por meio desses mecanismos, de estruturas mentais relacionadas a
um conceito, isto é, de Acbes, Processos, Objetos e Esquemas.

A luz da teoria APOS, admitimos que quando um individuo é confrontado com
um contexto matematico especifico, ele evoca um Esquema e faz uso de seus
componentes, seja para mediar o processo de aquisicdo de um novo conhecimento
ou para solucionar alguma tarefa proposta. Nesse sentido, 0s conceitos
matematicos, tais como os de limite e continuidade, sdo primeiramente concebidos
por meio de Acbes sobre um ou mais Objetos pré-existentes. Ao serem
interiorizadas, as A¢des formam Processos que, por sua vez, sdo encapsulados em
forma de Objetos e/ou desencapsulados de volta ao Processo pelo qual foram
concebidos. Sdo as Acdes, Processos e Objetos que compdem um Esquema (ver
figura 11).

' Na perspectiva da construcdo de objetos mentais e de aces mentais sobre esses objetos

(DUBNSKY, 1991).
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Figura 11 — A composi¢cdo de um esquema

interiorizacdo

ACOES
PROCESSOS

OBJETOS coordenac&o

reversao

(des)encapsulacao

Fonte: Arnon (2014, p. 18, traduzido pela autora).

Mediante a figura 11, entendemos que seja a partir da manipulacdo de
objetos fisicos ou mentais previamente construidos que um sujeito forma Acoes. E, a
medida que este tem controle sobre suas AcOes, elas sdo interiorizadas como
Processo, momento em que ele passa a ter consciéncia acerca dessas Ac¢les, fato
gue o permite refletir sobre elas e combina-las entre si e, inclusive, entre outras
Acoes.

A encapsulacdo acontece quando o sujeito consegue entender o Processo
como uma estrutura estatica e, desse momento em diante, pode realizar Acdes
sobre tal estrutura que, por sua vez, passa a assumir o status de Objeto. E possivel
gue muitos processos cognitivos estejam envolvidos nessa constru¢cdo. Um ou mais
Objetos podem ser desencapsulados — por meio da reversao — e seus respectivos
Processos, coordenados de maneira a formar um novo Obijeto.

Um Esquema sobre determinado conceito matematico é dinamico, e sua
coeréncia é determinada pela habilidade de um individuo em verificar as situacdes
matematicas em que deve utiliza-lo. E uma colecéo de Acbes, Processos, Objetos e,
inclusive, de outros Esquemas. Essa estrutura mental pode diferir de um individuo
para outro — uma vez que diferentes tipos de relagbes entre seus componentes
podem ser construidas — e ndo precisa ser necessariamente evocada em toda e
qualquer situacdo que envolva uma mesma ideia matematica, ja que o aprendizado
matematico ndo se desenvolve de maneira linear (ARNON et al., 2014). Por meio do

mecanismo da tematizacdo, transformacbes sobre um Esquema podem ser
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articuladas, a fim de leva-lo, inicialmente, ao status de Objeto e, posteriormente, a
assimilacao de outras ideias matematicas adjacentes a tal estrutura.

Ressaltamos que um Esquema pode ser uma importante ferramenta para
entender como o0 conhecimento matematico é estruturado na mente do individuo, ja
que é possivel prever as condi¢cdes para o aprendizado de um conceito a partir de
modelos que conjecturem sobre suas constru¢cdes mentais. Ao modelo hipotético
que descreve as estruturas e mecanismos mentais que um individuo pode precisar
construir para entender um conceito matematico especifico damos o nome de
decomposicdo genética. (ARNON et al., 2014).

Uma decomposicdo genética €, incialmente, uma hipotese. Sua formulacao
preliminar € baseada nas experiéncias dos pesquisadores em termos de ensino e
aprendizagem do conceito em questdo, e no proprio conhecimento que tém acerca
desse conteudo e de seu desenvolvimento histérico conceitual. Um entendimento
solido sobre a teoria APOS e a leitura de pesquisas anteriores que contemplem a
compreensao de estudantes acerca da tematica escolhida também contribuem para
a elaboracao de decomposicdes genéticas (ARNON, 2014).

Esse modelo contempla uma descrigdo das ‘transformAcg¢des’' que um sujeito
precisa realizar em um Objeto mental pré-existente para que a constru¢do de um
novo conceito matematico seja possivel, ou seja, por meio de uma decomposi¢cao
genética, conjecturamos sobre como Acbes, Processos e Objetos podem ser
organizados para formar Esquemas coerentes que viabilizem a apreensdo de um
conceito. Sendo assim, ela se apresenta como um modelo de epistemologia e
cognicao matematica (ROA-FUENTES; OKTAC, 2010).

Uma decomposicdo genética referente a determinado conhecimento
matematico ndo é necessariamente Unica. Isso porque o entendimento de um
conceito ndo acontece da mesma maneira para diferentes individuos. No entanto, é
possivel utiliza-la como um modelo geral que descreve possiveis trajetérias para a
construcdo de um conceito por parte de um grupo de individuos. Ela pode servir
como um instrumento diagnostico que auxilia na elaboracéo de instrucdes de ensino
gue considerem 0s possiveis caminhos cognitivos a serem percorridos por um ou
mais estudantes no decorrer do processo de aquisicdo de um conceito.

Consideramos que a Decomposicdo Genética seja um modelo de

epistemologia e cognigcdo matematica, por meio do qual entendemos ser possivel
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conjecturar acerca das estruturas e mecanismos mentais (que julgamos ser)
necessarios para a compreensdo de determinado conhecimento matematico
[HIPOTESE H2], fato que pode permitir a composicdo de imagens conceituais
coerentes acerca dele.

Ressaltamos que a definicAo de uma fundamentacdo tedrica para essa
pesquisa, aliada a escolha de nosso de estudo, levou-nos a formulagdo de nossa
guestdo norteadora e da tese que orientou esse trabalho, conforme destacamos a

seqguir.

2.3. Consideragdes sobre o capitulo

Conforme mencionamos anteriormente, ficou evidente para nés a importancia
de desenvolver uma pesquisa que contemplasse como objeto a compreensédo de
estudantes sobre limite e continuidade de uma funcao. Ressaltamos, também,
que o quadro tedrico apresentado no decorrer desse capitulo, permitiu-nos escrever

duas hipoteses:

[H1] — O entendimento de um individuo sobre um conceito depende de sua
habilidade em estabelecer conexdes coerentes entre 0s elementos que

compdem sua imagem conceitual;

[H2] — E possivel conjecturar acerca das estruturas e mecanismos mentais
(que julgamos ser) necessarios para a compreensdo de determinado

conhecimento matematico.

Tendo em vista nosso objeto de pesquisa, bem como as hipoteses [H1] e
[H2], colocamo-nos orientados sob a tese de que um esquema que contemple
estruturas e mecanismos mentais (que julgamos ser) necessarios para a
apreensao de um conceito por parte de um individuo precisa estar vinculado a
evocacao de multiplas imagens conceituais coerentes sobre esse conceito nos

diferentes contextos matematicos.

. Nessa perspectiva, desenvolvemos nosso estudo norteados pela seguinte

pergunta:
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= Que estruturas e mecanismos mentais precisam ser construidos de
modo a permitir que estudantes alcancem um real entendimento sobre

limite e continuidade de uma funcéao?

A referida questdo norteou, portanto, essa pesquisa, cujas consideracdes

metodoldgicas sao delineadas no capitulo seguinte.
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CAPITULO 3

Delineamento da pesquisa

3.1. Introducéao

Dedicamos esse capitulo ao delineamento da pesquisa por meio da
apresentacdo de nossas consideracfes tedrico - metodologicas. Elucidamos,
também, a relevancia de nosso estudo em meio as teses e dissertacdes defendidas
no ambito de Programas de Pds — Graduacao, vinculados as areas de Educacéo

Matematica e Ensino de Ciéncias e Matematica.

3.2. Consideracdes gerais sobre a pesquisa

Esta foi uma pesquisa de natureza qualitativa, do tipo descritiva, que nos
permitiu desenvolver uma andlise acerca da compreensdo sobre limite e
continuidade de uma funcao, por meio da qual efetivamos:

» Conjecturas acerca do modo como o sistema cognitivo de um individuo pode
funcionar quando este executa tarefas envolvendo esses conceitos (1°
estagio da pesquisa);

» Reflexdes sobre que mecanismos e estruturas mentais precisam ser
construidos por estudantes para que seja possivel leva-los a um

entendimento efetivo acerca desses conceitos (2° estagio da pesquisa).

Entendemos, assim como Strauss e Corbin (1998), que o termo ‘pesquisa
qualitativa’ esta relacionado a “qualquer tipo de pesquisa que produza resultados
ndo alcancados através de procedimentos estatisticos ou de outros meios de
quantificagdo” (p. 23). Por isso, o enfoque qualitativo de nosso estudo esteve

vinculado, principalmente, ao fato de ndo nos preocuparmos em quantificar

resultados, mas sim em descrevé-los e interpretd-los, de maneira a produzir

significados para nosso objeto de pesquisa (FREITAS; JABBOUR, 2011).
Para Gil (2008) e Freitas e Jabbour (2011), uma pesquisa descritiva tem como
principal objetivo descrever caracteristicas de dada populacdo ou fendmeno ou,
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ainda, de estabelecer relagbes entre variaveis, tendo como uma de suas
caracteristicas mais expressivas a utilizacdo de técnicas padronizadas para a coleta
de dados. Por isso, admitimos que esse estudo tenha se configurado como
descritivo, uma vez que nossa investigacdo se debrucou em uma descricdo de

caracteristicas de determinado fendmeno de interesse, nesse caso, a compreensao

de estudantes sobre limite e continuidade de uma funcao.

A relacdo estabelecida entre o objeto de pesquisa e a fundamentacéo tedrica
desse trabalho nos levou a formulacdo da tese, bem como da questdo norteadora
que orientaram esse estudo que, conforme mencionamos anteriormente, teve o
objetivo geral de conjecturar sobre que estruturas e mecanismos mentais
precisam ser construidos por um individuo de modo a possibilita-lo
compreender efetivamente os conceitos de limite e continuidade. Elegemos,

ainda, como objetivos especificos:

= Analisar os elementos que compdem a Imagem Conceitual de estudantes de
licenciatura em matemética no que se refere aos conceitos de limite e
continuidade;

= Estabelecer uma decomposicdo genética que contemple mecanismos e
estruturas mentais que possam viabilizar a compreensdo de estudantes

sobre limite e continuidade;

Para que os referidos objetivos fossem alcancados, essa pesquisa foi
organizada em dois estagios. No primeiro, efetivamos um estudo preliminar por meio
do qual conjeturamos sobre as imagens conceituais evocadas por estudantes de
licenciatura em matematica sobre limite e continuidade, enquanto no segundo,
apresentamos uma decomposicdo genética que contempla o0s (possiveis)
mecanismos e estruturas mentais que admitimos ser necessarios para o0
entendimento efetivo desses conceitos.

O primeiro estagio foi constituido de quatro etapas, conforme descrevemos a

sequir:
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[12 etapa] — Elaboracdo dos questionarios™

Foram elaborados trés questionarios (Apéndice A, B e C), de modo que o foco
do primeiro questionario (Q1) foi, principalmente, a interpretacdo geométrica de
situacdes relacionadas ao conceito de limite.

Por meio do segundo questionéario (Q2), objetivamos investigar as definicdes
conceituais pessoais sobre limite de uma fungdo em determinado ponto e, também,
sobre limites envolvendo infinito.

As tarefas solicitadas no terceiro questionario (Q3) levaram o0s sujeitos

investigados a refletir sobre situacdes especificas concernentes a ideia de

continuidade e sua relagdo com o conceito de limite.

[22 etapa] — Delimitacdo dos sujeitos a serem investigados

Tendo em vista o0 objeto de pesquisa, entendemos que 0s sujeitos
investigados por meio de nossa investigacao precisariam ser estudantes do curso de
licenciatura em matematica que, necessariamente, ja tivessem concluido a disciplina

de Calculo I. Isso porque:

» Ainda que a disciplina de Calculo | seja comum a muitos cursos da area de
exatas, admitimos que seja nos cursos de licenciatura e/ou bacharelado em
matematica que o0s conceitos de limite e continuidade tenham grande
expressividade no que se refere a construgcdo de objetos matematicos no
ambito do Célculo™.

= Era preciso que os sujeitos investigados conhecessem quaisquer aspectos
sobre limite e continuidade. Por isso, optamos por selecionar estudantes que
tivessem concluido um curso de Célculo I'.

Nessas condi¢fes, solicitamos, inicialmente, a participacdo de 15 estudantes

do 5° semestre do curso de licenciatura em matematica de uma universidade publica

'2 Os instrumentos de investigacdo sdo apresentados na parte |l desse trabalho.
Y Como as experiéncias docentes da autora desse trabalho no que se refere ao ensino de Calculo
estdo vinculadas ao curso de licenciatura em matematica, optamos por definir que os sujeitos
investigados fossem discentes desse curso, e ndo de bacharelado em matematica.
" Alunos que, porventura, estivessem cursando a disciplina Analise Real ndo foram incluidos em
nossa pesquisa, uma vez que essa disciplina esta relacionada a uma abordagem mais rigorosa dos
conceitos de Célculo, fato que possivelmente influenciaria nas respostas dos sujeitos para o0s
questionarios que, por sua vez, foram elaborados tendo em vista a forma como tais conceitos sédo
abordados no &mbito do Célculo, e ndo da Andlise.
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localizada em Belém (Pard)'. No entanto, apenas cinco deles responderam as
tarefas que compuseram cada um dos questionarios. Os demais, nao
compareceram em todos os momentos que foram agendados previamente para que
tais atividades fossem realizadas. Por isso, o estudo preliminar que foi efetivado na

terceira etapa do primeiro estagio contou com a participacao de cinco sujeitos.

[32 etapa] — Estudo preliminar sobre imagens conceituais

Cinco sujeitos investigados, definidos conforme as especificacdes destacadas
na etapa anterior, responderam aos questionarios individualmente. A investigacao
aconteceu durante trés encontros de aproximadamente 50 minutos de duracéo,
agendados previamente com cada sujeito investigado. Optamos por nao intervir
enguanto eles resolviam as questdes e solicitamos que eles incluissem o maximo de
informacdes possivel em suas respostas.

Ressaltamos, mais uma vez, que esses sujeitos jA haviam cursado a
disciplina Calculo | e, consequentemente, estudado tdpicos relativos aos conceitos
de limite e continuidade de uma funcéo.

[42 etapa] — Andlise e interpretacdo dos resultados obtidos no estudo preliminar

As respostas dadas pelos sujeitos investigados as tarefas solicitadas nos
questionarios permitiram-nos conjecturar acerca dos elementos que foram evocados
em suas imagens conceituais ao resolverem tarefas relacionadas a limite e
continuidade. Nossas analises foram fundamentadas, portanto, nos apontamentos

de Vinner (1991) sobre imagem e definigdo conceitual.

No segundo estagio de nossa pesquisa, elaboramos uma decomposicao
genética relativa aos conceitos de limite e continuidade. Ressaltamos que a DG foi
estabelecida a partir de nossas experiéncias na docéncia em Calculo, dos
apontamentos da literatura sobre a compreensao de estudantes sobre tais objetos
matematicos, de nosso aprofundamento tedrico relativo a teoria APOS e, também,
de nossas observacdes quanto aos elementos que compuseram as imagens
conceituais evocadas pelos sujeitos investigados em nosso estudo preliminar.
Aspectos concernentes ao desenvolvimento historico dos referidos conceitos

também foram considerados.

15 Referimo-nos a Universidade do Estado do Para.
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Reiteramos a relevancia do segundo estagio dessa pesquisa, por meio do
qual foi possivel elucidarmos reflexdes acerca de nosso objeto de estudo. Para
viabilizar o entendimento do leitor, tracamos maiores esclarecimentos acerca de
cada uma das etapas contempladas nos dois estagios na parte Il desse trabalho®,
cuja relevancia no contexto das pesquisas produzidas em nosso pais é apontada no

topico subsequente.

3.3. A teoria APOS como fundamentacdo tedrica de teses e dissertacdes
nacionais: reiterando a relevancia da pesquisa

Apresentamos nesse topico uma reviséo de literatura, na qual tomamos como
fonte de dados, pesquisas que contemplaram a teoria APOS em seu quadro tedrico.
As informacgBes foram coletadas mediante os trabalhos indexados no Catalogo de
Teses e Dissertacdes da CAPES"’.

O termo ‘Teoria APOS’ foi definido como chave de pesquisa, de maneira que
consideramos os trabalhos desenvolvidos em Programas de PoOs-Graduacéo
vinculados a area de Educacdo Matematica ou Ensino de Ciéncias e Matemética. A
leitura desse material nos permitiu verificar como essa fundamentacao tedrica foi
relacionada aos objetos de estudo desses trabalhos. A partir de nosso critério de
busca, observamos que onze trabalhos, defendidos no periodo de 2010 a 2017,
tiveram a teoria APOS como quadro teérico. Foram 8 dissertacdes e 3 teses,

conforme elencamos no quadro 3 (a seguir):

Quadro 3 — Teses/Dissertacdes defendidas no Brasil que tiveram a teoria APOS
como perspectiva teorica

Ano Material Programa Autor (a) Titulo Orientador
Programa de Concepcdes de
Estudos Pos- Roaério divisibilidade de Prof2 Dra.
. x Graduados em 9 alunos do 1° ano do Silvia Dias
2010 | Dissertacéo ~ Osvaldo . 1 A
Educacéo Chaparin Ensino Médio sob o Alcantara
Matematica P ponto de vista da Machado
PUC (SP) teoria APOS

'® Referimo-nos aos capitulos 4 e 5.

’ Disponivel em http://catalogodeteses.capes.gov.br/catalogo-teses/#!/; O (ltimo acesso a esse
banco de dados foi realizado em 03 de julho de 2018, portanto, é possivel que outros trabalhos
possam ter sido inseridos nessa plataforma apés essa data.
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Programa de

Alunos que
completaram um

Estudos Pos- . ~ Prof@ Dra.
duad Eneias de curso de extenséo ilvia Di
2010 | Dissertagéo Graduados em Almeida em Algebra Linear e Silvia Dias
Educacao ~ Alcantara
b Prado suas concepgoes
Matemética Machado
PUC (SP) sobre base de um
espaco vetorial
Programa de As operacbes com
Estudos Pos- Natélia ndmeros naturais e Profa Dra.
2012 | Dissertacéo Graduado§ o Coelho alunos em Silvia Dias
¢ Educagéo Soares dificuldades do 8° Alcantara
Matematica ano do Ensino Machado
PUC (SP) Fundamental
Programa de A programag&o no
7 a
Estudos Pos- o Ensino Médio como Prof® Dra.
. N . recurso de ;
2012 | Dissertagéo Educacio Rodrigues : Aparecida
¢ cITE aprendizagem dos )
Matematica de Siqueira ~ Almeida
zeros da funcéo .
. : : Pereira Abar
PUC (SP) polinomial do 2° grau
Programa de Pos- Dificuldades de
Graduagdo em estudantes de
Ensino de Ciéncias licenciatura em Prof2 Dra.
. . e Matematica Henrique matematica na Angela Marta
2012 | Dissertagao . . ~ .
o Rizek Elias compreenséo de Pereira das
Universidade conceitos de grupo | Dores Savioli
Estadual de e/ou isomorfismo de
Londrina grupos
Programa de Divisibilidade de
Estudos Pés- Fernanda | POlinomios no Ensino Profa Dra.
: < Graduados em Médio via Silvia Dias
2013 | Dissertagao Educacao Fuentes o A
© Azambuja | . g_enerall.z:.aga_o. da Alcantara
Matematica ideia de divisibilidade Machado
PUC (SP) de ndmeros inteiros
Esquemas cognitivos
Programa de e mente matematica
Estudos Pos- inerentes ao objeto
Graduados em Joelma matematico Prof2 Dra.
2014 Tese Educacéo lamac autovalor e Barbara Lutaif
Matematica Nomura autovetor: tracando Bianchini
diferenciais na
PUC (SP) formagéo do
engenheiro
Prg?;glrjnaaégg ;?15_ Um estudo das
Ensino de Ciéncias cONCepeoes de Prof2 Dra.
. e Matemética M_arcelo Ilcen0|§ndos em Angela Marta
2016 | Dissertacao Silva de matematica, a luz da Pereira das
Universidade Jesus teoria APOS, a Dores Savioli
Estadual de respeito do conceito
Londrina de anel
Programa de Pos- Marian Dependéncia e Prof2 Dra.
2016 | Dissertacso Graduagdo em Lavne d%a Independéncia Angela Marta
¢ Ensino de Ciéncias S):)uza Linear: um estudo a Pereira das
e Matematica respeito das Dores Savioli
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Universidade dificuldades e

Estadual de concepcdes de
Londrina licenciandos em
matematica

Programa de

Estudos P6s- Maria Concepcbes de Profe Dra
Graduados em Eliana transformacéo linear Silvia Diaé
2016 Tese Educacéo por estudantes de N
Matematica Scar:t;g?l\fj: Iicenciatu,rg em ':A‘Igzﬂfgg
matematica
PUC (SP)
Programa de Pés- Compreensdes dos Prof2 Dra.
Graduacdo em cgnceitos de Vanilde
Ensino de Ciéncias derivada classica e Bisognin
e Matemética Janice . i
2017 Tese Rachelli derivada fraca: Coorientadora:
Centro Universitario analise segundo o Profd Dra '
Franciscano (Santa modelo cognitivo Silvia Mari .d
Maria/RS) APOS via Mana de
Aguiar Isaia

Fonte: Elaborado pela autora

Mediante as informacdes disponibilizadas no quadro 3, evidenciamos que, no
periodo de 2010 a 2017, as pesquisas efetivadas nos termos da busca realizada
encontram-se distribuidas conforme os itens de (i) a (iii):

(i) 5 dissertacbes e 2 teses foram produzidas no Programa de Estudos Pos-

Graduados em Educacédo Matematica da PUC/SP;

(i) 3 dissertacdes foram defendidas no Programa de Pos-Graduacdo em Ensino
de Ciéncias e Matematica da Universidade Estadual de Londrina (UEL);
(iii) 1 tese foi defendida no Programa de Pds-Graduagdo em Ensino de Ciéncias

e Matematica do Centro Universitario Franciscano (Santa Maria/RS);

Evidenciamos, nesse sentido, que as (poucas) pesquisas que contemplaram
a teoria APOS como fundamentacdo teorica foram produzidas em programas de
pés-graduacdo vinculados a instituicdes localizadas no eixo sul/sudeste do Brasil,
sendo a maioria delas provenientes do Programa de Estudos Pds-Graduados em
Educacdo Matematica da PUC (SP), fato que reforca a necessidade de estender
esse tipo de discussédo para outras regides do pais.

No que concerne aos estudos efetivados por meio das pesquisas elencadas
no quadro 3, evidenciamos que, dentre as oito dissertacdes de mestrado defendidas,
duas tiveram como objetos de estudo conhecimentos (conteddos, conceitos) da
Algebra Abstrata; Elias (2012) investigou as dificuldades de estudantes de

licenciatura e bacharelado em matematica na compreenséo dos conceitos de Grupo
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e Isomorfismo de Grupos, e Jesus (2016), as concepcbes de licenciandos em
matematica acerca do conceito de Anel.

Elias (2012), por meio de entrevistas semiestruturadas, identificou que
dificuldades relativas ao conceito de Grupo e/ou Isomorfismo de Grupos foram
manifestadas pelos estudantes investigados em sua pesquisa. Suas andlises foram
fundamentadas pela teoria APOS, além de ter trazido, também, elementos da teoria
da reificacdo. Nesse sentido, as interpretacdes do autor acerca das compreensodes
evocadas sobre esses objetos matematicos foram direcionadas por tais perspectivas
teoricas.

Mais especificadamente, no que concerne a teoria APOS, evidenciamos que
Elias (2012) analisou as compreensdes dos sujeitos sobre grupos e/ou isomorfismo
de grupos, categorizando-as conforme as estruturas mentais estabelecidas na
Decomposicdo Genética (DG) apresentada em seu trabalho. Desse modo, o autor
identificou — por meio das respostas dos estudantes — que os elementos de suas
compreensdes sobre esses conhecimentos matematicos foram predominantemente
elementares.

Jesus (2016), por sua vez, construiu uma Decomposicdo Genética para o
conceito de anel e, a partir dela, analisou os registros escritos dos sujeitos de sua
pesquisa, obtidos por meio de tarefas envolvendo esse conhecimento matemético. O
autor interpretou as concepc¢bes dos estudantes conforme as estruturas mentais
previstas na DG elaborada, classificando-as, portanto, como Acdes, Processos,
Objetos ou Esquemas.

Em seus resultados, Jesus (2016) identificou que as concepg¢lOes dos
estudantes relativas ao conceito de Anel se configuraram, sobretudo, como
elementares, o que na perspectiva de sua decomposi¢do genética, significa que os
sujeitos demonstravam ter apenas memorizado procedimentos e regras, fato que os
levou a lidar com o objeto mateméatico de maneira elementar.

Verificamos, ainda no quadro 3, que duas dissertacfes e duas teses tiveram
como objeto de pesquisa a compreensao de conhecimentos matematicos no ambito
da Algebra Linear.

As dissertacbes de Prado (2010) e Souza (2016) apresentaram,
respectivamente, uma investigagao relativa a compreensédo de estudantes sobre a

base de um IR-espaco vetorial e um estudo acerca das dificuldades de licenciandos
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em matematica no que se refere aos conceitos de dependéncia e independéncia
linear. Ja a tese de Nomura (2014) teve como objeto de investigacdo a construcéo
do objeto matematico autovalor e autovetor e suas implicacdes na formacao de
estudantes de engenharia, enquanto a tese de Silva (2016) investigou a concepgao
de estudantes de licenciatura em matematica sobre transformacéo linear.

Em sua dissertacdo, Prado (2010) construiu uma decomposi¢ao genética para
a nocao de base sob a perspectiva de conjunto maximal de vetores linearmente
independentes, de conjunto minimal de vetores geradores, e da justaposicdo entre
eles. Os resultados foram obtidos por meio de entrevistas semiestruturadas, de
modo que, em suas analises, o autor interpretou as respostas dos sujeitos,
classificando-as em concepcao-acdo, concepcao-processo ou concepcao-objeto e
verificou se tais concepcdes foram (ou como foram) incorporadas a esquemas
relativos ao conceito de base, ou seja, se os estudantes conseguiam fazer uso dos
diferentes pontos de vista atrelados a esse conhecimento matematico
indistintamente.

Souza (2016) investigou as concepcoes e dificuldades de licenciandos em
matematica relacionadas ao conceito de dependéncia e independéncia linear. Para
tanto, a autora solicitou que fosse respondido um questionario constituido por tarefas
envolvendo tal conhecimento. Suas analises foram norteadas pela teoria APOS, fato
que a permitiu verificar os elementos que constituiram os conhecimentos dos
sujeitos investigados acerca dos referidos conceitos. De modo geral, a autora
observou que as concepc¢des dos alunos se restringiram, sobretudo, ao ambito de
Acdes, ou seja, a maioria deles apresentou uma nocdo bastante elementar de
dependéncia e independéncia linear.

JA em sua pesquisa, Nomura (2014) investigou as estruturas cognitivas
inerentes a construcdo dos conceitos de autovalor e autovetor por parte de
estudantes de engenharia em diferentes etapas de sua formacgéo. Ressaltamos que,
dentre os trabalhos desenvolvidos junto a alunos de graduacao, a tese de Nomura
(2014) foi a uUnica que ndo esteve voltada para os cursos de licenciatura ou
bacharelado em matematica. A autora construiu uma decomposi¢cdo genética que,
por sua vez, foi utilizada como um instrumento diagndstico, permitindo-a averiguar
as caracteristicas das concepcdes dos sujeitos a partir dos pressupostos da teoria

APOS quanto aos mecanismos e estruturas mentais relativas aos objetos
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matematicos autovalor e autovetor. Foi possivel observarmos, nesse sentido, que 0s
estudantes apresentaram, sobretudo, uma compreensao elementar acerca desses
conceitos.

Em sua tese, Silva (2016) verificou as concepc¢des sobre transformacéo
linear, construidas por licenciandos em matematica durante um curso de algebra
linear. As atividades desenvolvidas junto aos sujeitos da pesquisa foram
organizadas conforme os pressupostos da engenharia didatica, de maneira que 0s
resultados obtidos pela autora foram analisados conforme os apontamentos da
teoria APOS sobre os mecanismos e estruturas envolvidos na construcdo de
esquemas relativos a um conhecimento.

Silva (2016) destacou que os estudantes ndo conseguiram, de fato, alcancar
uma concepcédo-objeto sobre a nocdo de transformacéo linear. Ainda assim, suas
construcBes acerca de tal objeto matematico ndo se restringiram ao campo das
Acdes. E, mesmo que os sujeitos ndo tenham alcancado certos niveis de abstracao,
a autora evidenciou que suas concepc¢fes nao se configuraram, necessariamente,
como elementares.

O Unico trabalho que teve um conceito no dmbito do Calculo como parte
constituinte de seu objeto de pesquisa foi a tese de Rachelli (2017). Em seu estudo,
a autora teve como objetivo investigar como os conceitos de derivada classica e
derivada fraca foram apreendidos por estudantes de um curso de mestrado.
Ressaltamos que, dentre os estudos que foram destacados no quadro 3, este foi 0
anico que teve como sujeitos de pesquisa alunos de pds-graduacdo. Rachelli (2017)
elaborou uma decomposicdo genética, na qual foram descritas possiveis
construcbes mentais relativas a esses objetos matematicos. Desse modo, suas
analises foram realizadas com o intuito de averiguar se (ou de que modo) 0s sujeitos
investigados conseguiam estabelecer relagcdes entre Ac¢des, Processos e Objetos,
de maneira a construir esquemas coerentes sobre derivada classica e derivada
fraca.

Os estudos apresentados nas dissertagcbes de Chaparin (2010), Siqueira
(2012) e Azambuja (2013) foram apoiados nos pressupostos da teoria APOS e
tiveram em comum o fato de vincularem-na ao conhecimento matematico de

estudantes de Ensino Médio (EM).
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Chaparin (2010) investigou a concepcao de alunos do 1° ano do EM sobre
divisibilidade de numeros naturais. Os sujeitos investigados em seu estudo foram
submetidos a uma sequéncia de atividades e, a partir das respostas dadas por eles,
0 autor verificou suas compreensodes relativas a esse conceito. As analises dos
resultados obtidos por Chaparin (2010) foram norteadas pela teoria APOS, de modo
gue o autor observou que a maioria dos estudantes apresentou uma concepcao-
acao sobre divisibilidade, pautada em algoritmos, procedimentos e, principalmente,
vinculada a acéo de dividir. Isso quer dizer que seus conhecimentos sobre o referido
objeto matematico se mostraram bastante limitados.

Em sua pesquisa, Siqueira (2012) investigou como um algoritmo convertido
para o ambiente computacional poderia auxiliar estudantes do 1° ano do EM na
aprendizagem dos processos de obtencdo de zeros da funcdo quadratica. O autor
analisou o desempenho dos sujeitos de sua pesquisa nhas tarefas que lhes foram
solicitadas tendo como referéncia a teoria APOS, na qual a apreensdao do
conhecimento é vinculado a construcdo e organizacdo de Acdes, Processos e
Objetos em Esquemas. Siqueira (2012) enfatizou em suas analises se (e como) 0s
alunos desenvolveram as referidas estruturas mentais para o objeto matematico em
questdo, fato que o permitiu avaliar se seus objetivos para com as atividades
propostas foram alcancados.

Azambuja (2013) verificou de que modo retomar o conceito de divisibilidade
de numeros inteiros viabilizaria a compreenséo de estudantes do EM no que tange a
divisibilidade de polinbmios. Entendemos que a autora se baseou em algumas
consideracOes acerca da teoria APOS, dentre as quais, a de que entendimento
sobre determinado conhecimento matematico se inicia a partir da manipulacdo de
objetos fisicos ou mentais previamente construidos. Isso porque, organizou as
atividades propostas no decorrer de sua pesquisa a partir de uma ideia matematica
que ja era de conhecimento dos alunos (divisibilidade de nimeros inteiros), a fim de
leva-los a compreensédo de outro objeto matematico (divisibilidade de polinbmios).

Dentre os trabalhos levantados no quadro 3, o de Soares (2012) foi o Unico
gue teve a teoria APOS relacionada a um objeto de pesquisa voltado para e Ensino
Fundamental (EF). A autora teve como objetivo verificar se estudantes do 8° ano
aprofundariam seus conhecimentos sobre operagdes com numeros naturais através

do uso de tecnologias ndo usuais em sala de aula. As analises das constru¢des dos
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sujeitos de sua pesquisa foram norteadas pela teoria APOS. Nesse sentido, Soares
(2012) averiguou se suas concepcgoes se caracterizavam como Agles, Processos,
Objetos, ou ainda, como se constituiiam seus esquemas para o referido
conhecimento matematico.

Tendo em vista o que fora apontado acerca das teses e dissertacbes
defendidas nas areas de Educacdo Matematica e Ensino de Ciéncias e Matematica
que tiveram a teoria APOS como parte constituinte de seu quadro tedrico,
elaboramos o quadro 4, no qual, em sintese, destacamos as principais

caracteristicas das pesquisas apresentadas nesses trabalhos.

Quadro 4 — Caracterizacao das teses e dissertacdes que contemplaram a Teoria
APOS como quadro teérico (2010 — 2017)

Total de
Material Objeto de Pesquisa Objeto Matemético | Trabalhos
Conceito de 1
~ ~ divisibilidade
Concepcdes/Compreensdes de —
) - Divisibilidade de 1
estudantes de Ensino Médio sobre S
) . o polinbmios
determinado conceito matematico =
Zeros de funcéo 1
guadratica
Concepcdes/Compreensdes de
estudantes de Ensino Operacdes com 1
Dissertacio Fundamental sobre determinado ndmeros inteiros
! ¢ conceito matematico
Conceito de grupo e 1
Isomorfismo grupos
Concepgoes/Comp_reensoes_de Conceito de anel 1
estudantes de Ensino Superior
sobre determinado conceito Base de um espaco 1
matemético vetorial
Dependéncia e 1
independéncia linear
Concepgdes/Compreensdes de )
estudantes de Ensino Médio sobre -
determinado conceito matematico
Concepc¢des/Compreensdes de
estudantes de Ensino i -
Fundamental sobre determinado
Tese conceito matematico
~ ~ Autovalor e autovetor !
Concepc¢des/Compreensdes de
estudantes de graduacéo e pos- - 1
~ , Transformacéo linear
graduacéo sobre determinado
conceito matematico Derivada classica e 1
derivada fraca
Total Geral 11

Fonte: Elaborado pela autora.
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Verificamos, mediante o quadro 4, que na maioria das pesquisas realizadas,
0S autores optaram por investigar as concepg¢des/compreensdes de estudantes de
nivel superior acerca de determinado objeto matematico (total de sete trabalhos). E,
nesse sentido, chamamos atencéo para o fato de esses objetos estarem inseridos,
principalmente, no eixo de conhecimentos da Algebra Linear ou da Algebra Abstrata.
Além disso, grande parte dos materiais encontrados em nossa busca foram
dissertacdes de mestrado (total de oito trabalhos).

Ressaltamos, ainda, que nenhum dos trabalhos elencados no quadro 3 teve
como objeto de estudo a compreensao de estudantes sobre limite e continuidade de
uma funcdo, fato que reitera a relevancia de nosso estudo no contexto das

pesquisas produzidas no Brasil.

3.4. Alguns encaminhamentos

O delineamento de nossa pesquisa — a partir da escolha do objeto de estudo,
perspectiva tedrica e, sob a orientacdo da tese e questdo norteadora — foi de
fundamental importancia para a organizacdo de cada uma das etapas que a
constituiram, além de permitir que o leitor tenha um melhor entendimento acerca de
nossas intengdes para com a realizacdo da mesma.

A fim de complementar as informacbes aqui destacadas, explicitamos, no
decorrer da parte Il desse trabalho, a descricdo dos dois estagios contemplados em
nosso estudo, de modo que, nossos apontamentos acerca de cada uma das etapas
que o constituiram, possibilitaram-nos tanto responder a questao norteadora quanto

alcancar os objetivos tracados para a pesquisa.
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PARTE I1I

COMPREENSOES DE ESTUDANTES SOBRE
LIMITE E CONTINUIDADE A LUZ DE TEORIAS
COGNITIVAS DO PENSAMENTO
MATEMATICO AVANCADO



APRESENTACAO

Dedicamos a segunda parte desse trabalho & descri¢cdo dos dois estagios que
constituiram a pesquisa, 0s quais sdo apresentados conforme a seguir:
= No capitulo 4, destacamos o estudo preliminar efetivado em nossa pesquisa,
por meio do qual investigamos a compreensédo de cinco estudantes do curso
de licenciatura em matematica no que se refere aos conceitos de limite e
continuidade, tendo como suporte a teoria cognitiva sobre Imagem e
Definicdo Conceitual (VINNER, 1991);

= Apresentamos, no capitulo 5, a decomposicao genética relativa aos conceitos
de limite e continuidade de uma funcdo, bem como tracamos algumas
reflexbes acerca de seus elementos, relacionando-os com possiveis
discussfes a serem contempladas no decorrer do processo de ensino de tais

conhecimentos.

Ressaltamos que os aspetos discutidos no decorrer da segunda parte desse
trabalho nos permitiram responder a nossa questdo de pesquisa, reiterando sua
relevancia e de seus e possibilitando-nos refletir acerca da tese que orientou esse

estudo.
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CAPITULO 4

Limite e continuidade: um estudo preliminar
sobre imagens conceituais

4.1. Introducao

Apresentamos nesse capitulo a descricdo do estudo preliminar realizado, por
meio do qual conjecturamos sobre a compreensédo de cinco estudantes do curso de
licenciatura em matematica no que tange aos conceitos de limite e continuidade de
uma funcdo, tendo como suporte a teoria cognitiva sobre imagem e definicao
conceitual (VINNER, 1991).

A fim de obter o maximo de informacfes possivel acerca das imagens
conceituais evocadas pelos estudantes investigados, elaboramos trés questionarios
(Apéndice A, B e C). A elaboracdo desses instrumentos foi norteada por nossas
experiéncias na docéncia em Célculo e, também, nos apontamentos da literatura da
area no que se refere a compreensao de estudantes sobre os conceitos de limite e
continuidade.

O foco do primeiro questionario (Q1) foi, principalmente, a interpretacdo
geométrica de situacdes relacionadas ao conceito de limite, uma vez que todas as
tarefas solicitadas trouxeram relagdes com representacdes visuais que levaram 0s
sujeitos investigados a refletir sobre a questdo da existéncia do limite ou, ainda,
sobre o que ele significa, de maneira que as imagens conceituais evocadas ao longo
da atividade nos permitissem conjecturar sobre suas compreensoées relativas a esse
conceito.

Por meio do segundo questionario (Q2), investigamos as definicbes
conceituais pessoais sobre limite em determinado ponto e, também, sobre limites
envolvendo infinito. As tarefas solicitadas nesse instrumento levaram 0s sujeitos a
escrever definicbes que traduziram uma parte dos elementos de suas imagens
conceituais e, também, a explicar situacdes especificas relacionadas ao estudo de
limites, permitindo-nos verificar se suas definicbes conceituais pessoais estavam de

acordo com a teoria formal.
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As tarefas solicitadas no terceiro questionario (Q3) levaram o0s sujeitos
investigados a refletir sobre situacdes especificas concernentes a ideia de
continuidade e sua relacdo com o conceito de limite, possibilitando-nos conjecturar
sobre os elementos que constituiram suas imagens conceituais acerca de tais
conceitos.

Reiteramos que 0s cinco sujeitos investigados responderam aos questionarios
individualmente'® e que todos eles ja haviam concluido um curso de Calculo 1%
Agendamos trés encontros de aproximadamente 50 minutos de duracdo com cada
um deles. Optamos por nao intervir enquanto eles resolviam as questdes e
solicitamos que eles incluissem o méaximo de informacdes possivel em suas
respostas®®. Dedicamos o tépico subsequente a descricdo dos instrumentos de

investigacao elaborados para esse estudo preliminar.

4.2. Os instrumentos de investigacao

Conforme mencionado anteriormente, elaboramos trés questionarios. Cada
um deles abordou uma parte especifica dos conceitos de limite e/ou continuidade.
Apresentamos, no quadro 5, o questionario Q1 e, em seguida, tracamos alguns
comentarios acerca de nossos objetivos e expectativas para cada uma das questdes
nele contidas.

Quadro 5 — Questionario Q1

. 1 . .
1. Considere f(x) = >x+3e, como auxilio de uma calculadora, complete a tabela a seguir:

x 3 3,5 3,99 3,999 4,001 4,01 4,1 4,5 5

f)

a) Explique o que acontece com os valores de f(x) a medida que tornamos os valores de x cada
vez mais proximos de 4?

b) Determine f(4).

c) llustre geometricamente a explicacdo dada em (a).

'® Inicialmente, 15 alunos seriam investigados. No entanto, apenas 5 deles responderam a todos os
guestionarios. Por isso, optamos por incluir em nosso trabalho somente a andlise das imagens
conceituais evocadas por esses sujeitos.
!9 Havia seis meses que os suijeitos investigados tinham concluido a disciplina Célculo 1.
% N&o realizamos intervencées no momento em que 0s sujeitos resolviam as tarefas, pois nao
gostariamos de exercer qualquer tipo de influéncia em suas respostas. Entendemos que, desse
modo, suas evocagdes seriam mais espontaneas.
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2. Observe os graficos a seguir e responda:

o
T

Fig 2.1 Fig 2.2 Fig 2.3

a) Qual o dominio de f(x), h(x) e g(x)?
b) Determine f(1), h(1) e g(1).
c) Determine, se existirem, lim,_,; f(x), limy_ h(x) e lim,_,; g(x). Caso ndo existam, explique.

3. Observe o gréfico representado na figura 3.1 e, em seguida, avalie os limitesem x =0, x =1, x = 2,
x = 3 e x = 4. Justifique a existéncia (ou ndo) de cada um dos limites.

) & y = f(x)
1 A—A
@
1 I |
0] 1 2 3 4 *

Fig. 3.1 — grafico de f(x).
Fonte: Thomas (2002)

4. Observe o grafico de f(x) = ﬁ representado na figura 4.1
AY
: T a) Qual o dominio de f(x)?

: b) Expligue o que a reta de equacdes
; x = —1 representa no gréfico de f(x).

c) O que acontece com f(x) a medida que

: \ tornamos os valores de x cada vez mais
. =5 préximos de -1, tanto pela direita quanto

1 X pela esquerda?

Fig. 4.1 — grafico de f(x)
Fonte: Flemming e Gongalves (2006)

5. Observe o gréfico de f(x) =

Zx_g representado na figura 5.1:

X

a) Qual o dominio de f(x)?

b) Explique o que as retas de equacgles
: x = —3 e x = 3 representam no grafico de f(x).
Y S C) O lim,_,_; f(x) existe? Explique.

: d) O que acontece com f(x) & medida que
tornamos os valores de x cada vez mais
préximos de 3, tanto pela direita quanto pela
esquerda?

41815 -12 -9

X

Fig. 5.1 — Gréfico de f(x) = e
Fonte: Flemming e Gongalves (2006).
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6. Observe atentamente a figura 6.1, em torno de x, e de L. Expligue o que vocé entendeu sobre essa
representacéo.

5 3 s
M —— x
o xa=8 Xg Xt+3

Fig. 6.1

Fonte: Elaborado pela autora.

Com a primeira questdo do Q1, objetivamos verificar a forma em palavras
utilizada para especificar o comportamento da funcdo em torno de x = 4. Nossa
expectativa, nesse sentido, foi averiguar se o termo ‘limite’ seria evocado e se
elementos que o caracterizariam como inalcancavel e/ou intransponivel seriam
mobilizados?!. Almejamos, também, averiguar se os sujeitos evocariam a ideia de
vizinhanca, ou ainda, os intervalos (L—¢,L+¢) e (xo—98,xo+6), de maneira
semelhante ao que fora apontado por Przenioslo (2004), especialmente, ao ilustrar
geometricamente a explicagdo dada no item (a) da questao.

Na segunda questdo, apresentamos nas figuras 2.1, 2.2 e 2.3,

x%-1 K1 * 1
respectivamente, os gréaficos das fungbes f(x) = — h(x) = {x—l ' X

1,x=1

e gx) =

x+ 1. Nosso objetivo foi observar se o0s sujeitos investigados identificariam o
dominio dessas funcdes e o valor que cada uma delas assume em x = 1. Além
disso, questionamos sobre a (ndo) existéncia dos limites de f(x), h(x) e g(x) quando
x — 1. Tivemos o intuito de verificar se seriam mobilizadas interpretacdes que
condicionariam a existéncia do limite as condicées de dominio da funcao?®.

Foi possivel observar também se os sujeitos fariam referéncia aos limites
laterais a esquerda e a direita de x = 1, ou ainda, se evocariam que o limite de f(x)

e h(x) quando x — 1 ndo existiria em virtude do ‘buraco’ nesse ponto. Para muitos

! Para maiores informacdes sobre discussdes que envolvem interpretacdes semelhantes a essas,
vide Tall e Vinner (1981), Cornu (1983), Cornu (1991), Cinestav e Lara-Chaves (1999), Nascimento
(2003), Jordaan (2005), Juter (2008), Sarvestani (2011), Amatangelo (2013), Denbel (2014), Messias
e Brandemberg (2015).
?2 Discussdes acerca desse tipo de mobilizacdo podem ser verificadas nos trabalhos de Przenioslo
(2004), Jordaan (2005), Karatas et al. (2011), Denbel (2014) e Messias e Brandemberg (2015).
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estudantes, tal situacéo implica na descontinuidade da fung¢éao e, consequentemente,
na néo existéncia do limite®,

Solicitamos que o0s sujeitos avaliassem os limites nos diferentes pontos do
grafico apresentado na terceira questdo. Almejamos identificar suas mobilizacdes
quanto as condi¢cdes para a existéncia do limite em determinado ponto. Nossa
expectativa foi verificar se eles evocariam imagens conceituais semelhantes as que
esperamos para a segunda questéo, ou seja, de que a existéncia do limite depende
das condices de dominio® e/ou da continuidade da fungéo®.

Na quarta e quinta questdo, solicitamos que 0s sujeitos analisassem 0s

1
(x+1)2

graficos de f(x) = e f(x) =ﬁ, respectivamente, a fim de identificar seus

respectivos dominios e assintotas, cujas equacfes eram x = —1, x =—-3 e x = 3.
Nosso obijetivo foi verificar se os sujeitos entenderiam o significado das assintotas
no grafico e se as relacionariam com o dominio da funcdo. A ideia de
descontinuidade poderia ser evocada, devido os graficos ndo terem sido construidos
‘em um Unico pedaco’, tais como apontado em outras pesquisas®®. Como sugerimos
que fosse realizada uma andlise a direita e a esquerda dos pontos dados,
esperamos que os limites laterais e a (ndo) existéncia dos limites fossem evocados
pelos sujeitos.

Na dltima questdo, objetivamos verificar se 0s sujeitos investigados
evocariam, através da representacdo gréfica, alguns elementos que compfem a
definicdo de limite de uma fungéo, os intervalos (L —¢,L +¢€) e (xqg —6,%xy + 6), se
fariam referéncia ao fato de x, estar ou ndo definido no dominio da funcao, ou ainda,
se mobilizariam a ideia de vizinhanca?’. Pretendemos, mediante as imagens
conceituais evocadas nessa questédo, conjecturar sobre o entendimento dos sujeitos

acerca do que ¢ e 6 representam na definicado de limite, uma vez que a relagao entre

% Nesse caso, suas evocacodes foram semelhantes aquelas discutidas em Przenioslo (2004), Jordaan
(2005), Juter (2008), Sarvestani (2011), Swinyard (2011), Denbel (2014), Messias e Brandemberg
g2015, 2016).
* Conforme também discutido em Tall e Vinner (1981), Vinner (1987), Cornu (1991), Nufiez et al.
g1999), Karatas et al. (2011), Jayakody (2015) e Jayakody e Zazkis (2015).
® De maneira semelhante ao gue foi observado em Przenioslo (2004), Jordaan (2005), Juter (2008),
Sarvestani (2011), Swinyard (2011), Denbel (2014), Messias e Brandemberg (2015, 2016).
%% Referimo-nos, por exemplo, ao que fora apontado em Tall e Vinner (1981), Vinner (1987), Cornu
(1991), Nufiez et al. (1999), Karatas et al. (2011), Jayakody (2015), Jayakody e Zazkis (2015).
%’ De maneira semelhante ao que foi apontado em Przenioslo (2004).
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€ e 6 tem se configurado como um fator de expressivas dificuldades no processo de
apreensdo desse conceito?®.

A fim de complementar nossas andlises acerca da compreensdo dos
estudantes sobre o conceito de limite de uma funcao, elaboramos o questionario Q2,

conforme destacamos no quadro 6.

Quadro 6 — Questionario Q2

1. Considere a funcéo definida a seguir e responda:

—x+1, 0<x<1

1, 1<x<?2

2, x=2
flx)=4 x—-1, 2<x<3

—x+5, 3<x<4

1, x =4

2

() “Olim,, f(x) existe”. Essa afirmativa é verdadeira ou falsa? Explique.

(b) Verifique se o lim,_,; f(x) existe. Explique.

(c) “O limite da fungdo quando x — 2 nao existe”. Vocé concorda com essa afirmagéao?
Explique

(d) Determine o lim,_,, f(x).

(e) "lim,_; f(x) = f(3)". Essa sentenga é verdadeira ou falsa? Explique sua resposta.

2. Expligue o que vocé entende por lim, . f(x) =L.

3. Considere a fungéo f(x) = g Observe sua representacéo gréfica:

(@ “Areta y=1 é uma assintota horizontal
do gréfico de f(x)”. Explique o que isso significa.

(b)  “Areta x = —2 é uma assintota vertical do
gréfico de f(x)”. Explique o que isso significa.

*® para maiores esclarecimentos acerca dessa discussao, sugerimos a leitura de Swinyard (2011) e
Oh (2014).
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4. Observe as figuras a seguir:

Y a w | |
i ! J N\ -8} ,L.____i:_,,l‘;,
f o] \ |
(.) x— 8 o xo+ 8 |:
Fig. 4.1 Fig. 4.2
Fonte: Thomas (2002) Fonte: Thomas (2002)

5. Um estudante verificou, em um exercicio de calculo, que lim,_,, f(x) = % Explique o que

esse resultado significa. Se possivel, dé exemplos que estejam em acordo com sua
explicacéo.

Fonte: Elaborado pela autora

Na primeira questdo, apresentamos uma funcdo escrita em partes, para que
0S sujeitos avaliassem (e justificassem) a existéncia do limite em diferentes pontos.
Essa mesma tarefa foi solicitada anteriormente sob outra perspectiva, ja que a figura
3.1 do primeiro questionério representa a mesma funcdo f(x). Desse modo,
objetivamos verificar se, da mesma maneira que em outras pesquisas, eles
condicionariam a existéncia do limite as condicées de dominio® e/ou continuidade
da funcdo®.

Tivemos o intuito de investigar se o fato da funcdo ser escrita em mais de
uma sentenca levaria 0os sujeitos a evocar que os limites da funcdo nos pontos
indicados ndo existiria®*, ou ainda, que a funcdo ndo seria continua. Almejamos,
também, identificar se os limites laterais seriam mobilizados para verificar a

existéncia do limite bilateral.

* para maiores esclarecimentos acerca desse tipo de interpretacdo, sugerimos a leitura de

Przenioslo (2004), Jordaan (2005), Karatas et al. (2011), Denbel (2014) e Messias e Brandemberg
2015).
go Interpretages que vinculam a existéncia do limite & continuidade da funcdo foram discutidas em
Cinestav e Lara-Chaves (1999), Przenioslo (2004), Jordaan (2005), Juter (2008), Swinyard (2011),
Amatangelo (2013), Denbel (2014) e Messias e Brandemberg (2015, 2016).
% Discussdes relativas a evocacdes como essa sdo realizadas em Nascimento (2003), Maharaj
(2010), Mutlu e Aydin (2013) e Brandemberg e Messias (2016).
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Na segunda questdo, solicitamos que o0s sujeitos explicassem o que

entendiam por lim,._,, f(x) = L. O objetivo foi leva-los a escrita de uma definigao

conceitual pessoal, uma vez que a forma em palavras utilizada para descrever um
conceito revela importantes caracteristicas da imagem conceitual sobre ele. Dessa
maneira, objetivamos verificar se interpretacbes como f‘inalcancavel’ ou
‘intransponivel’ seriam evocadas®, ou ainda, se concepc¢des dinamicas relacionadas
a natureza desse conceito constituiriam o pensamento dos sujeitos investigados ™.
Com a terceira questdo, tivemos o intuito de verificar o entendimento dos
sujeitos sobre limite envolvendo infinito, dada a dificuldade que muitos estudantes

tém em compreendé-lo e, também, acerca do que as assintotas horizontal e vertical
~ se +3 .
que compdem o grafico de f(x) = i: representariam para os estudantes. Nesse

sentido, pretendemos identificar se a ideia de que lim,,,f(x)=1 e
lim,_,_, f(x) =1 seria evocada para explicar a assintota de equacdo y = 1 no item
(@), bem como lim,_,_,+ f(x) = e lim,_,_,- f(x) = — oo para explicar a assintota de
equacdo x = —2 no item (b) da questao, ou seja, almejamos verificar a compreensao
dos sujeitos sobre a prépria definicdo de assintotas e sua relagdo com os limites
envolvendo infinito. Pretendemos, também, verificar se as condicbes de dominio da
referida funcéo seriam evocadas em suas respostas.

Na guarta questdo solicitamos, mais uma vez, que 0S sujeitos escrevessem
uma definicho pessoal, sendo que dessa vez, apresentamos duas figuras
relacionadas as definicdes precisas de limites infinitos. Nosso intuito, nesse sentido,
foi observar se 0s sujeitos evocariam a ideia de f(x) estar ‘arbitrariamente longe da
origem’, ou ainda, se estabeleceriam relagbes entre os elementos do intervalo
(xo — 8,x + &) e seus respectivos valores de f(x), na expectativa de observar se os
sujeitos fariam referéncia a linguagem matematica utilizada na definicdo de limite de
uma funcéo no ponto, dada a semelhanca entre ambas.

Ressaltamos que ndo incluimos questbes em que fosse preciso encontrar

limites algebricamente em nenhum de nossos instrumentos de investigacdo, pois

%2 A ideia de limite inalcangavel e/ou intransponivel é discutida em diferentes estudos, tais como em
Tall e Vinner (1981), Cornu (1983), Cornu (1991), Cinestav e Lara-Chaves (1999), Nascimento
(2003), Jordaan (2005), Juter (2008), Sarvestani (2011), Amatangelo (2013), Denbel (2014), Messias
e Brandemberg (2015).
* Discussdes relativas & concepcdo dindmica comumente atrelada ao conceito de limite s&o
apresentadas em Tall e Vinner (1981), Cornu (1983), Cornu (1991), Cottrill et al. (1996), Przenioslo
(2004), Sarvestani (2011), Swinyard (2011), Amatangelo (2013), Denbel (2014) e Oh (2014).
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entendemos que quaisquer dificuldades apresentadas por eles em tarefas desse tipo
nao estariam, necessariamente, relacionadas a natureza desse conceito, e sim as
praticas operatorias utilizadas para encontra-los. Por isso, ao invés de encontrar

limites indeterminados, solicitamos na 52 questdo de Q2, que o0s sujeitos
. . . 0 .
explicassem o que eles entendiam por lim,., f(x) = 5 € se possivel,

exemplificassem situacdes que estivessem em acordo com a explicacao dada.
Nosso objetivo foi observar se os termos ‘descontinuidade removivel’, ‘pontos

de singularidade™*

ou ‘indeterminac&o’ seriam evocados, ou ainda, se os sujeitos
investigados condicionariam a existéncia do limite a auséncia de indeterminacoes,
conforme apontado em outras pesquisas>>. Objetivamos, também, investigar se eles
utilizariam representacdes gréficas para explicar o que uma indeterminagcéo
representa. Desse modo, nosso intuito foi verificar as mobilizagbes dos sujeitos em
situacdes de ocorréncia de indeterminacbes e ndo suas dificuldades quanto as
técnicas para (se possivel) ‘elimina-las’.

O questionario Q3 subsidiou nossa investigacdo acerca das imagens
conceituais dos sujeitos sobre continuidade (ver quadro 7), permitindo-nos ter mais
subsidios para conjecturar sobre as evocacdes dos sujeitos investigados no que

tange a esse conceito.

Quadro 7— Questionario Q3
Questionario 3

1. E possivel desenhar o grafico de uma funcéo, de maneira que o limite quando
x — 4 exista, e:

a) A funcéo seja descontinua em x = 4? Explique

b) A funcdo seja continua em x = 4? Explique.

¢) A funcdo néo seja definida em x = 4? Explique.

d) A funcéo seja definida em x = 4? Explique.

2. E possivel desenhar uma funcdo descontinua que possua limite em cada ponto
do dominio? Explique.

* De maneira semelhante ao que fora apontado por Jayakody (2015) e Jayakody e Zazkis (2015).
% Referimo-nos, por exemplo, aos trabalhos de Nascimento (2003), Jordaan (2005), Nair (2009) e
Messias (2013).
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qualquer de seu dominio? Explique.

A

v

Fig 5.1 — Gréfico de f(x)
Fonte: Jayakody e Zazkis (2015)

3. E possivel desenhar uma fun¢éo continua que ndo possua limite em um ponto

4. Escreva uma definicdo pessoal para continuidade de uma fungéo.

5. Observe o grafico das funcgbes f(x) e g(x) e responda a seguir:

A

NS

/

Fig 5.2 — Gréafico de f(x)
Fonte: Jayakody e Zazkis (2015)

a) A funcdo representada na figura 5.1 é continua? Explique.
b) f(x) é continua x = —5? Explique.
c) A funcdo representada na figura 5.2 é continua? Explique.

6. Observe os graficos das fungdes. Avalie a continuidade nessas fungdes. Explique.

1kY

Fig.6.1. - Grafico de h(x) Fig. 6.2. - Gréfico de g(x)

Fig. 6.3. - Gréafico de f(x)
Fonte: Flemming e Gongalves (2006) Fonte: Flemming e Gongalves (2006)

Fonte: Messias (2013)

Fonte: Elaborado pela autora

Na primeira questdo, baseamo-nos na investigacao realizada por Amatangelo
(2013) e solicitamos que os sujeitos verificassem a possibilidade de construir o
grafico de uma funcdo a partir de algumas particularidades que, por sua vez,
relacionavam dominio, limite e continuidade. Objetivamos, nesse sentido, verificar se
0S sujeitos investigados evocariam imagens conceituais que condicionariam a
existéncia do limite as condi¢cdes de dominio ou continuidade da funcéo, tais como
observamos em outras pesquisas>°. Pretendemos, também, identificar se, em suas

respostas, 0s sujeitos condicionariam continuidade a existéncia do limite®’.

% Referimo-nos aos estudos de Przenioslo (2004), Jordaan (2005), Amatangelo (2013), Denbel
52014), Messias e Brandemberg (2015), dentre outros.

’ Conforme observamos nos resultados obtidos em Tall e Vinner (1981), Vinner (1987), Amatangelo
(2013), Jayakody (2015) e Jayakody e Zazkis (2015).
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Na segunda questdo, os sujeitos precisaram desenhar o grafico de uma
func@o descontinua que possuisse limite em cada ponto do dominio e na terceira,
desenhar uma funcdo continua que néo possuisse limite em um ponto qualquer de
seu dominio. Pretendemos verificar, por meio das explicacbes dadas, se 0s sujeitos
mobilizariam em suas respostas que a ideia de que continuidade significa (i)
existéncia do limite® ou de (ii) ‘auséncia de buracos ou saltos’; ‘inteireza™.
Pretendemos observar, também, se os sujeitos relacionariam a néo existéncia do
limite em um ponto qualquer a auséncia de ‘saltos’ no grafico.

Na quarta questdo solicitamos que 0s sujeitos escrevessem uma definicdo
pessoal para continuidade. Assumimos que a forma em palavras utilizada por eles
para descrever este conceito traria consigo elementos de suas imagens conceituais,
fato que nos permitiria verificar se elas foram concebidas mediante propriedades ou
interpretagfes contraditorias. Nossa expectativa foi de que a ideia de continuidade
natural®® seria mobilizada pelos individuos, além daquelas que prevemos para as
tarefas dos itens anteriores de Q3.

Baseamos a quinta questao no estudo de Jayakody e Zazkis (2015). Na figura
5.1 do questionario Q3, f(x) € definida em [0,). No item (a), solicitamos que 0s
sujeitos explicassem se essa funcdo era continua e, nesse sentido, esperamos
verificar se eles evocariam a ideia de ‘inteireza’ ou auséncia de ‘saltos’ ou ‘buracos’.
Quando perguntamos no item (b) se a funcéo era continua em x = —5, tivemos o
intuito de verificar se eles afirmariam: (i) que a funcdo era descontinua, pois ndo
estava definida nesse ponto, tais como observamos em outros estudos** ou (i) que
ndo poderiamos avaliar a continuidade nesse ponto, uma vez que x = —5 nao
pertencia ao dominio de f(x).

Pretendemos verificar, ainda, se eles evocariam uma ideia semelhante a (ii)
no item (c). Caso eles respondessem que a funcédo g(x) era descontinua em x = 3,

entdo suas imagens conceituais estariam em conflito e, mais uma vez, a ideia de

% Nesse caso, suas respostas seriam semelhantes aquelas obtidas nos estudos de Cinestav e Lara-
Chaves (1999), Przenioslo (2004), Jordaan (2005), Juter (2008), Sarvestani (2011), Swinyard (2011),
Amatangelo (2013), Denbel (2014), Messias e Brandemberg (2015, 2016).
% Tais como discutido em Tall e Vinner (1981), Vinner (1987), Cornu (1991), Nufiez et al. (1999),
Karatas et al. (2011), Amatangelo (2013), Jayakody (2015) e Jayakody e Zazkis (2015).
9 Nesse caso, suas evocacdes seriam semelhantes aquelas discutidas em Nufiez et al. (1999).
*! Referimo-nos, como exemplo, aos trabalhos de Karatas et al. (2011), Denbel (2014) e Jayakody e
Zazkis (2015).
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continuidade natural atrelada a uma concepcao dindmica de movimento e inteireza
da funcéo seria evocada.

Nosso objetivo com a sexta questdo foi verificar, por meio das justificativas
dos sujeitos investigados, o que eles entendiam por (des) continuo e, ainda, se eles
fariam referéncia aos limites laterais ou a auséncia do limite quando x »a e x - b
nas figuras 6.2 e 6.3, respectivamente. Nao especificamos o ponto a ser analisado
nas fungbes, pois gostariamos de verificar se 0s sujeitos mobilizariam a ideia de
continuidade no ponto arbitrario ou de continuidade ao longo de um intervalo. Foi
nosso intuito, também, observar se o0s sujeitos justificariam a descontinuidade devido
a presenca de ‘saltos’ ou ‘buracos’ na fungao™.

As imagens conceituais evocadas pelos estudantes por meio dos trés
instrumentos elaborados nos permitiram conjecturar sobre seu entendimento no que
concerne aos conceitos de limite e continuidade. Apresentamos, no subtdpico 4.3, a
analise das respostas dos sujeitos investigados tendo em vista a teoria cognitiva

sobre imagem e defini¢cdo conceitual (VINNER, 1991).

4.3. Resultados a luz da teoria cognitiva sobre Imagem e Definicdo Conceitual

Conforme mencionamos, quando conhecemos 0s elementos que compdem a
imagem conceitual de um individuo sobre um conceito, temos a oportunidade de
conjecturar sobre os conflitos inerentes ao seu processo de apreensao, fato que
pode nos auxiliar na busca por estratégias que possam viabilizar sua compreensao.
Por isso, atribuimos grande relevancia ao estudo preliminar efetivado em nossa
pesquisa.

Apresentamos, a seguir, a analise das imagens conceituais evocadas pelos

sujeitos investigados*® ao resolverem o primeiro questionario:

4.3.1. Imagens Conceituais Evocadas no Q1

Na primeira questdo do Q1, solicitamos que 0s sujeitos considerassem a
funcéo f(x) = %x + 3 e respondessem os itens de (a) a (c), conforme a seguir:

a) Expligue o que acontece com os valores de f(x) a medida que tomamos o0s

valores de x cada vez mais proximos de 47?;

2 De maneira semelhante ao que fora observado por Tall e Vinner (1981), Vinner (1987), Nufiez et al.
(1999), Karatas et al. (2011), Amatangelo (2013), Jayakody e Zazkis (2015), dentre outros.
* Os estudantes séo identificados nesse trabalho como S1, S2, S3, S4 e S5.
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b) Determina f(4);
c) llustre geometricamente a explicacédo dada em (a).

Todos os estudantes responderam o item (a), sendo que dois deles fizeram
uma andlise somente a esquerda de x =4. Os outros sujeitos realizaram uma
analise a direita e a esquerda de x = 4. Eles também utilizaram termos como ‘tender
para’ e ‘se aproxima de’ para explicar o comportamento de f(x) em torno desse

ponto, conforme evidenciamos nas respostas dos sujeitos S2 e S5 (ver quadro 8).

Quadro 8 — Respostas dadas ao item (a) da 12 questéo de Q1

Sujeito Resposta
/?lg %La//u Vi ;luﬂ,fadb/g[a /;@,4/ VMJW WLUP14 fw 4
S2 }2{ T} ﬂ[écwﬁyﬂ a % p %IM

/Mi /My 5&’%{; o /ﬂﬂé / ot j‘w 4 ;7_/1) ludoq 5

) mi %Nwmwwwﬂd‘“'

S5

Fonte: Anota¢des dos sujeitos investigados.

Todos os estudantes determinaram f(4) =5 no item (b). Dois sujeitos néo
responderam ao item (c). Dentre os que ilustraram geometricamente a resposta
dada em (a), somente S4 mostrou em sua ilustracdo a analise a esquerda e a direita
de x = 4. O estudante S1, apesar de ter realizado uma analise em torno de x = 4 no
item (a), destacou apenas uma aproximacdo a esquerda desse ponto em sua

ilustracdo, conforme exemplificamos no quadro a seguir:

Quadro 9 — llustracbes geométricas do item (c) da 12 questédo de Q1

Sujeito Resposta Sujeito Resposta

) A )

Fonte: Anotacdes dos sujeitos investigados.
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Observamos, mediante as respostas dadas a primeira questdo, que 0s
estudantes ndo evocaram o termo ‘limite’, mas mobilizaram termos como ‘tende a’ e
‘se aproxima de’ que, por sua vez, podem leva-los a caracterizar o limite como
sendo inalcancavel e/ou intransponivel, conforme apontado em outros estudos®.
Ressaltamos que os sujeitos ndo evocaram a ideia de vizinhanga ou os intervalos
(L—¢L+¢) e (x—38,x+6) em suas explicagbes e ilustragcbes apresentadas,
respectivamente, nos itens (a) e (c) da primeira questao.

De maneira geral, os sujeitos responderam intuitivamente ao que fora
solicitado na primeira questdo, uma vez que ndo mobilizaram em suas respostas
elementos da definicdo conceitual de limite de uma funcdo. Tendo como referéncia a
representacdo de Vinner (1991) para uma resposta intuitiva, construimos esquemas
para simular nossas conjecturas acerca das imagens conceituais evocadas pelos
estudantes investigados na primeira questdo do Q1 (ver figuras 12 e 13).

Figura 12 — Resposta Intuitiva 1 para a 12 questéo de Q1*°

Resposta:
Calcular/observar valores de f(x) tal
que x < 40U x > 4.

Imagem Conceitual

[ICE] - Considerar os
valores de x a direita ou a
esquerda de x,

Definigcdo Conceitual

Estimulo:
Avaliar/Interpretar comportamento de
f(x) emtornode x = 4

Fonte: Elaborado pela autora

* Referimo-nos aos estudos de Tall e Vinner (1981), Cornu (1983), Cinestav e Lara-Chaves (1999),
Nascimento (2003), Jordaan (2005), Juter (2008), Sarvestani (2011), Amatangelo (2013), Denbel
(2014) e Messias e Brandemberg (2015).

* O fato da definicdo conceitual ndo estar preenchida nessa e em outras ilustracées no decorrer
desse trabalho nao significa, necessariamente, que o individuo nao tenha conhecimento algum sobre
elementos da teoria formal. Existe a possibilidade de tais elementos nédo terem sido evocados. Além
disso, optamos por nado incluir uma definicdo para fins de visualizacdo, pois essas figuras
representam conjecturas acerca do funcionamento do sistema cognitivo dos sujeitos e, portanto, nao
podemos afirmar o modo como eles apreenderam (ou se apreenderam) a definicdo formal relativa a
determinado objeto matemaético.
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Figura 13 — Resposta Intuitiva 2 para a 12 questéo de Q1

Resposta:
Calcular/observar valores de f(x)
parax <4ex>4

Imagem Conceitual

L . ICE] - i
Definicdo Conceitual >[ ] Considerar  os

valores de x a direita e a

/ esquerda de x,

Estimulo:
Avaliar/Interpretar comportamento de
f(x)emtornode x = 4

Fonte: Elaborado pela autora

Na segunda questdo de Q1, disponibilizamos somente os graficos das
2 x2-1
« _x2-1 = x=1 _ .
funcbes f(x) = — h(x) = {x—l e glx) =x+1 e solicitamos que eles
- 1, x=1
respondessem 0s itens a seguir:
(a) Qual o dominio de f(x), h(x) e g(x)?
(b) Determine f(1), h(1) e g(1).
(c) Determine, se existirem, lim,_, f(x), lim,_; h(x) e lim,_; g(x). Caso nao

existam, explique.

Os estudantes S1, S2 e S4 identificaram os dominios de f(x), h(x) e g(x)
corretamente, ou seja, responderam que D =IR—{1}, D, =IR, e Dy =IR. Os
sujeitos S3 e S5 apresentaram respostas semelhantes e completamente incorretas.
Por meio de suas anotacfes, verificamos que foram atribuidos ao dominio das
funcdes os valores de x e y interceptados pelo grafico de cada uma delas, ou seja,
—1 e 1. Para fins de exemplificagcdo, destacamos no quadro 10 as respostas dos
sujeitos S2 e S3.
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Quadro 10 — Respostas dadas ao item (a) da 22 questdo de Q1

Sujeito Resposta Sujeito Resposta
;- ;&j;;x{}é’/z¢,4 Z.
Do 42) = R 0 dpmimis de PO, 960 & |
S2

S3 hix) € 3e -2

Pew. ﬁ(ﬂ}:ﬁ.

Fonte: Anotacdes dos sujeitos investigados.

Somente S2 e S4 responderam ao item (b) corretamente. Ou seja, que
f(1) =4, h(1) =1 e g(1) = 2. Ja os sujeitos S1, S3 e S5 visualizaram as retas
como representacdes da funcdo x + 1 e, a partir de sua escrita algébrica, calcularam
os valores de f(1), g(1) e h(1). Como exemplo, apresentamos no quadro 11 as
respostas de S1 e S4.

Quadro 11 — Respostas dadas ao item (b) da 22 questao de Q1

Sujeito Resposta Sujeito Resposta
"’(L\ :.i‘.\'&_ 5 J[{A)_,’Z’CP&.Q e,}s.’ta’u (&,Q{_HAA&)
s1 Mids Lve 73 sS4 Wod=4
o)zt =2 gad

Fonte: Anota¢des dos sujeitos investigados.

Quanto ao item (c) da segunda questdo, os sujeitos S3, S4 e S5 deram
respostas corretas, isto €, que lim,_,; f(x) = 2, lim,_,; h(x) = 2 e lim,_, g(x) = 2. No
entanto, S3 e S5, baseados em suas respostas no item (b), consideraram que
f(x) =h(x) =g(x) =x+1 e, ao calcularem os limites por substituicdo, obtiveram a
resposta correta (ainda que tenham interpretado a questao de forma incoerente).

Evidenciamos que o0 sujeito S1 condicionou a existéncia do limite em
determinado ponto a continuidade nesse ponto. Compreensdes semelhantes a essa
tém sido apontadas em diferentes estudos®®. Além disso, S1 respondeu que

lim,_,; h(x) = 1, ou seja, ele também pode ter evocado que lim,_,, f(x) = f(x,). Ja

“® Tais como Cinestav e Lara-Chaves (1999), Przenioslo (2004), Jordaan (2005), Juter (2006), Denbel
(2014) e Messias e Brandemberg (2015, 2016).
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S2, apesar de nao ter respondido pertinentemente o lim,_, h(x), utilizou os limites

laterais para justificar a existéncia de L.

Como a resposta de S2 foi a que mais nos possibilitou fazer conjecturas no

que tange aos elementos de sua imagem conceitual evocada, optamos por destaca-

la no quadro 12.

Quadro 12 — Resposta dada ao item (c) da 22 questao de Q1

%d//)’!/:ﬁz ,{ﬂm*:og /%jﬂ/%@w_ﬁ_@

Xad= K1

b hlz)= 1 ) y/ ; ’%f i i il
L™ X41f w4 —
bagz) = 2, Y -2 ; oy o =2, chil2
(=1~ Y+ 4 ' A4 '

pn € Tuwdbwees , ply esgendy edipily, s
Wéwfé’vm yw,ml?O buile,

Fonte: Anotac¢des dos sujeitos investigados

Consideremos a analise da resposta de S2 em trés partes:
Primeiro, fica claro que o sujeito entende o fato de que L existe se seus limites

laterais existirem e forem iguais e que, desse modo, lim,_, +f(x)=

lim,_,, - f(x) = L.
Segundo, € possivel que S2 tenha considerado lim,_; h(x) =1 devido
f(1) = 1. Nesse caso, ele pode ter evocado que lim,_,, f(x) = f(x,), sendo

essa interpretacdo semelhante aquelas obtidas em outros estudos®’.

Por fim, o sujeito escreveu uma definicdo conceitual pessoal para limite, na
qual observamos a ideia de limite vinculada a uma aproximag&o em torno de

um valor L.

Finalmente, ressaltamos que, ainda que nao tenha sido nosso objetivo

verificar na 22 questdo elementos da imagem conceitual dos sujeitos a respeito do

a7

Przenioslo (2004), Juter (2008) e Amatangelo (2013).

Referimo-nos, nesse caso, aos trabalhos de Cornu (1983), Cinestav e Lara-Chaves (1999),
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conceito de continuidade, foi possivel identificarmos — por meio da resposta de S1 —
que para ele, ‘quebras’ no grafico implicam na descontinuidade da funcdo®.
Observamos, também, que trés dos sujeitos investigados nao tiveram
dificuldades em identificar o dominio da funcdo ou verificar o valor da funcdo no
ponto. No entanto, encontrar o valor do limite (ou justificar sua inexisténcia) se
configurou como fator de conflito para alguns deles. Podemos ilustrar suas

respostas, conforme a seguir:

Figura 14 — Resposta Intuitiva 1 para a 2° questédo de Q1

Resposta:
Dominio de f(x), h(x) e g(x) é {—1,1}.

Imagem Conceitual

[ICE] — D¢ é constituido pelos
valores de x e y

/ interceptados pelo grafico.

Estimulo:

Determinar o dominio das fungdes f(x),
h(x) e g(x) por meio de suas
representacoes graficas.

Definigao Conceitual

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 15 — Resposta Intuitiva 2 para a 22 questédo de Q1

Resposta:
lim,_, f(x) ndo existe, pois a fungdo é
descontinuaemx =1

Imagem Conceitual

[ICE]
A existéncia do limite esta
condicionada a continuidade
da fungdo.

Definigao Conceitual

\/

‘Buraco’ ou ‘quebra’ no
gréfico de f implica em
descontinuidade.

Estimulo:
Verificar a existéncia de lim,_; f(x).

Fonte: Elaborado pela autora

*® Tais como apontado por Tall e Vinner (1981), Vinner (1987), Cornu (1991), Nifiez et al. (1999),
Karatas et al. (2011), Jayakody (2015), Jayakody e Zazkis (2015) e Messias e Brandemberg (2015).
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De maneira semelhante a primeira questdo, 0s sujeitos investigados
apresentaram na segunda questdo de Q1, sobretudo, respostas puramente
intuitivas. Isso porque, é dificil treinar nosso sistema cognitivo a consultar definicbes
enquanto se resolve uma tarefa, afinal, € de sua natureza ser intuitivo (VINNER,
1991).

Ainda assim, identificamos que S2 buscou suporte em sua definicado
conceitual de limite de uma funcdo (ou parte dela) para justificar seu raciocinio,
resolucdo e resposta a tarefa solicitada. Conjecturamos que a resposta de S2 a
segunda questao tenha se configurado como uma deducgédo pés-pensamento intuitivo
(VINNER, 1991)*°, uma vez que observamos um processo de deduc&do por meio da
busca por informacBes relativas a (parte da) definicdo conceitual formal.

Apresentamos, na figura 16, uma ilustracéo para a resposta do sujeito S2.

Figura 16 — Deducdo Intuitiva 1 para a 22 questao de Q1

Resposta:
Limites de f(x), h(x) e g(x) quando
x = 1, pois seus limites laterais existem e

sdo iguais.
Definicao Conceitual Imagem Conceitual
(Parte da) Definigdo [ICE]
Conceitual Formal Calcular os limites laterais para,
em seguida, verificar a
L existe se: 7] existéncia de L.
L =lim,_, +f(x) =
o L . s
i ° Limite é uma aproximacdo a
imy - (%) AP
direita e a esquerda de um
ponto.

Estimulo: Verificar a existéncia do limite
de f(x), h(x) e g(x) quando x — 1.

Fonte: Elaborado pela autora

Na terceira questdo do Q1, solicitamos que os estudantes avaliassem e
justificassem a (ndo) existéncia do limite nos pontos x =0, x=1, x =2, x=3 e

x = 4, tendo em vista o grafico da funcéo representado na figura 17.

9 Utilizaremos a expressdo Deducdo Intuitiva sempre que fizermos referéncia a ideia de Deducgédo
Pés-Pensamento Intuitivo de Vinner (1991).
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Figura 17 — Gréfico de f(x) (32 questao - Q1)

2 &8 }"_;f(x)
] 9-————/\\3
@
| L |
o 1 2 3 4

Fonte: Instrumento de pesquisa — questionario Q1.

O sujeito S3 foi 0 Unico que ndo respondeu a questdo. Ja as respostas de S5
nao trazem justificativas, apenas afirmacdes quanto a (ndo) existéncia do limite.
Ressaltamos, nesse sentido, que suas solucdes, com excecao daquelas referentes
aos pontos x =2 e x =4, estavam incorretas. Mais uma vez, S1 evocou a
existéncia do limite condicionada a continuidade da funcao.

O sujeito S2 respondeu e justificou corretamente a (ndo) existéncia dos limites
nos pontos x =1, x =2 e x = 3. No entanto, verificar a existéncia do limite nas
extremidades se configurou como um fator de conflito cognitivo para esse estudante,
uma vez que ele ndo observou que como a funcdo nao estava definida parax < 0 e
x >4, entdo lim,_o- f(x) e lim,_,+ f(x) ndo existiam, logo, ndo ha valor de L
quando x - 0 e x —» 4. O sujeito S4 foi o Unico que avaliou a (ndo) existéncia do
limite para todos os pontos solicitados na terceira questdo. Em suas justificativas, ele
evocou os limites laterais e mencionou que o fato de lim,_, f(x) # f(x,) nao
implica na n&o existéncia do limite°.

Para fins de exemplificacdo, destacamos no quadro 13 as respostas dos

sujeitos S2 e S4:

Quadro 13 - Respostas para a 32 questao de Q1

(2=0) = 0= 2"¢ 0= 1 - udd poro afenluan
(2=1) 5 o0 ¢ 1¥2 1 o wr wite
Sujeito S2 (22 > 2ot e ¥4, ewiste (4).
(2-3)— 372 ¢ 3¥ .2 = cwite (2).

/2_’;[//-—-7 4',: 4 e l/"; _7,, Lepts M f//y/&é&fl

%0 Supomos que ele tenha se confundido na escrita de sua justificativa, uma vez que para x = 2, ele
menciona que f(1) =2, quando na verdade f(2) =2. Como seus argumentos foram coerentes,
entendemos que por falta de atencéo ele possa ter cometido esse erro.
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Fonte: Anotacdes dos sujeitos investigados

Ainda no que se refere a terceira questéo, reforcamos que alguns sujeitos

evocaram os limites laterais em suas respostas para justificar a (néo) existéncia dos

limites solicitados. Além disso, a ideia de que o limite existe em determinado ponto

se a funcdo for continua nesse ponto também foi evocada.

Interpretacdes

semelhantes a essa foram apontadas em outras pesquisas”'. Podemos, de maneira

geral, ilustrar as evocacdes dos sujeitos conforme as figuras subsequentes:

Figura 18 — Deducéo Parcial-Intuitiva 1 para a 32 questao de Q1

Resposta:

L existe quando x — x, quando seus

limites laterais existem e sdo iguais;

Resposta:

existéncia de L quando x — x,.

Se f ndo estd definida a esquerda ou a direita
de x, nada pode ser afirmado sobre a

Definigao Conceitual

Imagem Conceitual

(Parte da) Definigdo Conceitual
Formal

L existe,e L =
lim,_, + f(x) =
limx—>x0‘ f(x)

[ICE]
Se f ndo estiver definida a
\‘ direita ou a esquerda do
ponto avaliado, nada
podemos afirmar sobre sua

71 existéncia.

Calcular os limites laterais
para, em seguida, verificar a
existéncia de L.

Estimulo:
Verificar a existéncia de L em diferentes

pontos do grafico de f.

Fonte: Elaborado pela autora

°L Dentre os quais, destacamos: Cinestav e Lara-Chaves (1999), Przenioslo (2004), Jordaan (2005),
Juter (2008), Sarvestani (2011), Swinyard (2011), Amatangelo (2013), Denbel (2014) e Messias e

Brandemberg (2015).
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Na figura 18, realizamos uma adaptacdo da representacdo de dedugéo
intuitiva de Vinner (1991), chamando-a de Deduc¢éo Parcial Intuitiva. Isso porque, é
possivel observar que o sujeito S2 mobilizou elementos de sua imagem conceitual
(IC), buscou informacfes na definicdo conceitual formal, porém ele voltou a
consultar parte de sua IC para, por fim, responder a tarefa que for solicitada.
Ressaltamos, nesse sentido, que suas ICEs entraram em conflito, levando-o a uma
resposta equivocada sobre a (néo) existéncia de limite nas extremidades do dominio
de f.

Para fins de generalizacdo, a Deducao Parcial-Intuitiva pode ser representada

conforme a figura 19.

Figura 19 — Deducao Parcial-Intuitiva

Resposta

Definigao Conceitual Imagem Conceitual

Imagem Conceitual
Evocada

A

T Estimulo

Fonte: Elaborado pela autora

Conforme mencionamos anteriormente, os limites laterais foram mobilizados
nas respostas de alguns sujeitos investigados. llustramos nas figuras 20 e 21,
respectivamente, uma resposta coerente para a terceira questao e outra, incoerente,

sendo que em ambas temos como elemento da ICE a ideia de limites laterais.
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Resposta:

Figura 20 — Dedugéo intuitiva 1 para a 32 questéo de Q1

Se f ndo estd definida a esquerda de x, Resposta:

entdo limite lateral a esquerda ndo existe;

Se f ndo

L existe quando x — x, quando seus
limites laterais existem e sdo iguais,

estd definida a direita de x, independente de f(x) # L ou f(x) = L

entdo limite lateral a direita ndo existe:

Definicdo Conceitual

(Parte da) Defini¢gdo Conceitual
Formal

(i) f é definida em um intervalo
aberto em torno de x,, exceto
talvez em x;

(i) Se f ndo é definida em um
intervalo (a,b) tal que a<b,
entdo lim,_ .+ f(x) ndo existe;
(iii) Se f ndo é definida em um
intervalo (c,a) tal que c<a,
entdo lim,_,,- f(x) ndo existe;

(iv) L existe se limy_, + f(x) =

Imagem Conceitual

[ICE]

Calcular os limites laterais
para, em seguida, verificar

N

a existéncia de L.

limy_, - f(x) =L;

Estimulo:
Verificar a existéncia de L em
diferentes pontos do grafico de f.

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 21 — Resposta Intuitiva 1 para a 32 questédo de Q1

Resposta:

L existe quando x — x, quando seus
limites laterais existem e sdo iguais e a
fungdo é continua em x.

Imagem Conceitual

[ICE]

‘buracos’ ou ‘quebras’ implicam
Definigao Conceitual em descontinuidade da fungo.
A existéncia de L quando x — x;
esta condicionada a
continuidade da fungdo em x;.

N~

Calcular os limites laterais;

Estimulo:
Verificar a existéncia de L em
diferentes pontos do grafico de f.

Fonte: Elaborado pela autora
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A deducdo intuitiva ilustrada na figura 20 representa a resposta do sujeito S2,
enquanto na figura 21 ilustramos a resposta intuitiva do sujeito S1. Em ambas, suas
imagens conceituais evocadas foram pautadas na ideia de limites laterais, no
entanto, somente o sujeito S2 respondeu de maneira coerente o que foi solicitado na
tarefa, demonstrando, inclusive, entendimento sobre alguns elementos que
constituem a definigéo de limite.

J4 para o sujeito S1, a existéncia do limite estava condicionada a
continuidade da funcéo que, para ele, significava auséncia de ‘buracos’ ou ‘quebras’
no gréfico. Ressaltamos que evocacgfes semelhantes a essa foram identificadas em
alguns dos estudos elencados no segundo capitulo®?.

No que concerne a quarta questdao de Q1, disponibilizamos o grafico de

flx) = (x:1)2 e solicitamos que 0s sujeitos respondessem os itens de (a) a (c),

conforme as instrucoes:

. AY a) Qual o dominio de f(x)?

b) Explique o que a reta de equacdo x = —1 representa

no grafico de f(x);

c) O que acontece com f(x) a medida que tornamos 0s

5 \ﬁ; valores de x cada vez mais proximos de —1, tanto pela
1 A direita quanto pela esquerda?

Os sujeitos S1, S2 e S4 responderam corretamente o item (a), ou seja,
escreveram que Dy = {x € %qt —1}. S3 e S5, de maneira semelhante a primeira

questdo, demonstraram dificuldades em identificar o dominio de uma funcéo e,
nesse caso, afirmaram que Dy = {—1}, relacionando D, a equacdo da assintota
destacada no grafico.

No que concerne ao item (b), dois sujeitos responderam que a equagao
x =—1 era uma assintota e um estudante afirmou que a reta seria 0 eixo da
assintota, de modo que apenas S4 e S5 apresentaram uma explicacdo para o que
tal reta representava no gréfico de f(x). Nesse sentido, ressaltamos que S5

mobilizou a ideia de limites laterais — atribuindo movimento a tais objetos. Ja o

°2 Referimo-nos, nesse caso, as discussodes realizadas em Tall e Vinner (1981), Karatas et al. (2011),
Swinyard (2011), Amatangelo (2013), Messias e Brandemberg (2015), Jayakody (2015) e Jayakody e

Zazkis (2015).
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sujeito S4 evocou partes da definicdo conceitual formal de assintota vertical, bem
como uma concepc¢ao dinamica, na qual foi atrelado movimento a funcao de maneira
semelhante ao que fora apontado em outros estudos®?.

Ao explicar o que a reta de equacdo x = —1 representava no grafico de f(x),
0S sujeitos S1 e S2 nao evocaram 0 termo assintota. Em sua resposta,
evidenciamos que S1 relacionou a reta a um limite, no qual a fung&o se aproxima de
—1, porém tal ponto ndo pode ser ‘tocado’. Nesse sentido, evidenciamos que ele
enfatizou uma aproximagao no eixo das abscissas.

Destacamos, também, que o sujeito S2 evocou a ideia de descontinuidade,
atrelando-a a reta. E possivel, nesse sentido, que a falta de ‘inteireza’ da funcéo em
x = 1 tenha levado o aluno a esse tipo de evocacdo™.

Para fins de exemplificacdo, destacamos no quadro 14 as respostas dadas

pelos sujeitos S1, S2 e S4 para o item (b) da 42 questao.

Quadro 14 - Respostas para o item (b) da 42 questao de Q1

Aan '((W(Lj "ﬂe LB‘M & AA“?&; munea R W ‘Eowm e

Sujeito S1
\\Dm'&b -4,

6/'47,;{“ fémf%’ﬁﬂg lan ettt ;zgdwwgfg Z=~1,

Sujeito S2 _ , :
J e & o »é)mlé pata a §7 &mﬁﬂu}é_éé e %M.,;@

A _o&-,siy:v»'xtw%@\ gl,&, .}(%‘)i S pﬁ(iﬁ’ g e d o S
0\-?1?6«\(\ VW&FM/\ . .(,LQ ‘d} G _Q,g‘\n_&&@‘ SE
%“Frﬁ'&'.\w"o\ -’L{. + oo, e Q(\e&o‘_wo(e e

Sujeito S4

Fonte: AnotagBes dos sujeitos investigados.

No item (c) da quarta questdo, todos os estudantes interpretaram o grafico de
maneira semelhante, ou seja, apontaram que o limite da funcdo quando x - —1
tende ao o. Ressaltamos, nesse sentido, que eles mobilizaram os limites laterais
para responder a questdo, bem como expressdes do tipo ‘tende &’ ou ‘se aproxima

de’ para fazer referéncia ao limite (ver quadro 15).

> Tais como: Tall e Vinner (1981), Cornu (1983), Cottrill et al. (1996), Przenioslo (2004), Sarvestani
g2011), Swinyard (2011%), Amatangelo (2013), Denbel (2014), Oh (2014), dentre outros.
InterpretagBes semelhantes a essa séo discutidas em Tall e Vinner (1981), Vinner (1987), Cornu
(1991), Nufiez et al (1999), dentre outros.
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Quadro 15 - Respostas para o item (c) da 42 questédo de Q1

Q voker Az&{ex) *ﬁwé& 5 0 | Couaner _Lm

Sujeito S4 ) et
d.{)'\‘tr VO~ re/x@‘e%%&w C&Q WY
M_ __S_—-;L =+ 00 /\A k= %»u{ o . &
x—+-4" (x+4) %(x) ~ wwhnd_&ubb% ;
Sujeito S5 ks - - s l'
)(—’5" (x‘l’b)} (“ ‘u : & b:l tm : - o
ponc. & tnfrits pesise

Fonte: Anotacdes dos sujeitos investigados.

As explicacbes dadas pelos estudantes na quarta questdo de Q1 se
configuraram, sobretudo, como intuitivas, com excecdo de S4 que evocou tanto
elementos de sua imagem conceitual quanto aspectos inerentes a teoria formal.
llustramos nas figuras 22, 23 e 24 mobilizacbes que se fizeram presentes nas
respostas intuitivas dos sujeitos no que concerne a reta assintota e ao que ela

representava para eles no gréfico da funcéo.

Figura 22 — Resposta intuitiva 1 para a 42 questao de Q1

Resposta:
A reta x = —1 é um limite; a fungdo ndo
toca esse ponto.

Imagem Conceitual

[ICE]

Defini¢do Conceitual ; A fungdo ndo ‘toca’ o ponto
X = XO

Uma reta vertical de equagao
X = X representa um limite.

Estimulo:
Explicar o que a assintota de equagdo
x = —1 representa no grafico de f(x)

Fonte: Elaborado pela autora
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Figura 23 - Resposta intuitiva 2 para a 42 questéo de Q1
Resposta:
A fungdo ndo é continuaem x = —1.

Imagem Conceitual

Definigao Conceitual \| [ICE] - Uma reta vertical de
equagdo x =x, implica em
descontinuidade em x,,

Estimulo:
Explicar o que a assintota de equagado
x = —1 representa no grafico de f(x)

Fonte: Elaborado pela autora
Figura 24 - Resposta intuitiva 3 para a 42 questéo de Q1

Resposta:
Os limites de f(x) se aproximam da
assintota pela direita e pela esquerda.

Imagem Conceitual

[ICE]

> Limites (laterais) se

Definigao Conceitual aproximam da assintota.

Uma reta vertical de equagdo
X = x, representa o eixo de
uma assintota.

Estimulo:
Explicar o que a assintota de equagdo
x = —1 representa no grafico de f(x)

Fonte: Elaborado pela autora

As respostas intuitivas, representadas pelas figuras 22, 23 e 24, trazem
consigo interpretacdes que relacionam limite, continuidade e assintotas. Isso porque,
areta x = —1 destacada no grafico de f(x) implicou em evocac¢des vinculadas a:

(1) Ideia de aproximacédo da fungédo em relacdo a um valor de x, sem alcanca-
lo;

(i) Ideia de aproximacdo dos limites a direita e a esquerda da assintota
vertical,

(i)  Descontinuidade da funcdo no ponto em que a assintota vertical intercepta

0 eixo das abscissas;
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No que concerne ao item (i), evidenciamos a evocacao de uma concepcao
dindmica, na qual foi atribuido movimento a funcdo. Nesse sentido, nossos
resultados se aproximam daqueles obtidos em diferentes estudos®. Em (ii),
observamos que foi atribuido movimento aos limites laterais em direcdo a assintota
vertical. Em (iii), foi mobilizada a ideia de que uma assintota de equacéo x = x, no
grafico de uma funcéo implica na descontinuidade no ponto x, (falta de ‘inteireza’ na
funcao).

Conforme mencionamos anteriormente, identificamos que o0 sujeito S4
mobilizou uma definicdo conceitual de assintota para responder o que foi solicitado
na questdo. llustramos, na figura 25, uma deducéo intuitiva para a resposta desse
sujeito, cujos elementos trouxeram consigo tanto uma concepcdo dinamica do

conceito de limite®® quanto parte da definicdo de assintota vertical.

Figura 25 — Deducéo intuitiva 1 para a 42 questédo de Q1

Resposta:
x = —1 é assintota do grafico; x —» —1,
f(x) = o; f(x) nunca chega a um valor
fixo.
Definigao Conceitual Imagem Conceitual
(Parte da) Definigdo Conceitual [ICE]
Formal
Uma reta x = a é uma assintota
vertical do grafico se: i Aproximamos x de —1, a fungdo
3 se aproxima de +oo.
lim,f(x) = oo 7 °
x—a
lim f(x) = oo
x—a
Estimulo:
Explicar o que a assintota de equagdo
x = —1 representa no gréfico de f(x)

Fonte: Elaborado pela autora

A quinta questdo de Q1 foi elaborada tendo em vista objetivos semelhantes
aos da questao anterior. Ou seja, tivemos a intencao de verificar o entendimento dos

sujeitos investigados sobre assintotas, bem como se eles as relacionariam ao

* Referimo-nos, nesse caso, aos trabalhos de Tall e Vinner (1981), Przenioslo (2004), Sarvestani
5(,2011)’ Amatangelo (2013)
® Resultados semelhantes foram obtidos por Tall e Vinner (1981), Cornu (1983), Cottrill et al. (1996),
Przenioslo (2004), Sarvestani (2011), Swinyard (2011), Amatangelo (2013), Denbel (2014) e Oh
(2014).
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dominio, & existéncia do limite ou ainda a (des) continuidade da fun¢cdo mediante o

gue lhes foi solicitado nos itens de (a) a (d), conforme destacamos a seguir:

a) Qual o dominio de f(x)?
b) Explique o que as retas de
equacdes x = —3 e x = 3 representam no
grafico de f(x).
; C) O lim,_,_; f(x) existe? Explique.
18 15 12 9 3 6 9 12 15 18 X d) O que acontece com f(x) a medida

gue tornamos os valores de x cada vez mais
préximos de 3, tanto pela direita quanto pela
24 esquerda?

Os sujeitos S1, S2 e S4 responderam ao item (a) corretamente, ou seja,
afirmaram que Dr = {x € IR/x # —3 e x # 3}. Mais uma vez, S3 e S5 evocaram a
ideia de que o dominio da fungéo era constituido pelos valores de x que seu grafico
interceptava no eixo cartesiano, sendo assim, para esses estudantes Dy = {0}.

Em se tratando do item (b), quatro estudantes afirmaram que as retas x = —3
e x =3 eram assintotas verticais de f(x), porém ndo explicaram o0 que ambas
representavam no grafico da funcdo. Ja a resposta do sujeito S2 trouxe consigo
elementos que relacionavam tais retas ao dominio da funcéo, além de ter mobilizado
os limites laterais para justificar a ndo existéncia de L quando x - —3 e x - 3. Como

exemplo, vejamos as respostas de S2 e S3 no quadro a sequir:

Quadro 16 - Respostas para o item (b) da 52 questdo de Q1

A adic M?Zézméz de  dowitiee paus ey Z/Mrmg;
Fitt cvucslpps 79 CaADz AX é'/cuﬁ;—/&bﬁdﬁw:
SU]E‘ItO 82 /% 17("1, =~ € ﬂ/u{(ﬂﬁ ) 2 J:Ztﬂ ;’[ﬂ):ﬁ"
31‘1-*'*3- o et Zw-3 -
. z) = T &; o ) .
b ) - ¢ s 19 v, i J) 4
Sujeito S3 &AMCM\ a=-3 ¢ A= 3 pap amintotn ot '

Fonte: AnotacBes dos sujeitos investigados.

Todos o0s sujeitos evocaram os limites laterais para responder o que foi
solicitado no item (c) da quinta questdo. Dessa maneira, todos eles afirmaram que

lim,_,_; f(x) ndo existia em virtude de seus limites laterais serem diferentes.
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Consideramos que, de modo geral, ndo houve dificuldades por parte dos sujeitos em
interpretar, a partir do gréafico da funcéo, a (ndo) existéncia do limite. Como exemplo,

apresentamos no quadro 17 as respostas de S4 e S5 para essa questao.

Quadro 17 - Respostas para o item (c) da 52 questdo de Q1

Sujeito S4 Tendewn & oo, gie de corta formmomas
bim X = -0
s Rk O Limiti, do fumed® n3® cws
Sujeito S5 Yo pove sae ol .
ST A1 - - |
X—Pp =2 xa__q ’

Fonte: Anotagbes dos sujeitos investigados.

De maneira semelhante ao item (c), os sujeitos fizeram uma analise a direita e
a esquerda do ponto solicitado no item (d), sendo que trés deles evocaram de
maneira explicita o termo ‘limites laterais’. Ressaltamos que todos eles apontaram
que f(x) - +o quando x —» 3" e f(x) > —w quando x - 3~.

Admitimos que identificar o dominio de uma fung¢édo se configurou como um
fator de conflito cognitivo. Isso porque, observamos que S3 e S5 mobilizaram
interpretaces sobre dominio que os levaram a respostas incoerentes. Nas questfes
4 e 5, ambos relacionaram o dominio da funcdo ao valor de x interceptado pela

assintota. Na figura 26 conjecturamos acerca da resposta desses sujeitos.

Figura 26 — Resposta intuitiva para o item (a) da 42 e 52 questdo de Q1

Resposta 42 questao: Resposta 52 questao:
Dp={-1} D = {0}

Imagem Conceitual

[ICE] — Dominio é constituido
por pontos que sdo
interceptados no eixo
cartesiano.

Definigao Conceitual

Estimulo:
Identificar o dominio da funcgéo.

Fonte: Elaborado pela autora
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Além das imagens conceituais evocadas sobre assintotas verticais ilustradas
em figuras anteriores (ver figuras 22 a 25), observamos que S2 mobilizou a ideia de
que tais retas interceptavam os valores que nao pertenciam ao dominio da funcao,

conforme representamos na figura 27.

Figura 27 — Resposta intuitiva 1 da 52 questdo de Q1

Resposta:

As retas de equagdo x = —3 ex =3
representam a nao existéncia do
dominio para esses valores.

Imagem Conceitual

[ICE]

Sendo a reta dada pela
equagdo x = x,, temos que
X, representa um elemento
Definigao Conceitual que ndo pertence ao dominio

de f.

Observar as retas que
interceptam verticalmente o
grafico da funcgdo f.

Estimulo:

Explicar o que as assintotas de equacgdo
x=-3 e x=3 representam no
grafico de f(x)

Fonte: Elaborado pela autora

No que se refere a sexta questdo de QI1, solicitamos que o0s sujeitos
explicassem a representacao ilustrada na figura 28, tendo em vista os intervalos em

torno de L e x,:

Figura 28 — llustracao (62 questdao — Q1)

Xg— O Xg %o+ 9o
Fonte: Instrumento de investigacdo — Questionario Q1
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N&o foi possivel verificar, mediante as respostas dos sujeitos, evocacdes que
nos permitissem conjecturar acerca de entendimento deles sobre o que ¢ e §
representam na definicAo de limite. Isso porque, a representacdo gréafica
disponibilizada na questdo ndo levou a mobilizacdo de tais elementos nas
explicacbes dadas. InterpretacGes relacionadas a vizinhanca e/ou intervalos nao
foram evocadas de maneira explicita por nenhum dos estudantes

O sujeito S1 evocou a expresséo ‘espacgo determinado’, a qual acreditamos
estar possivelmente relacionada com os intervalos (xo —8,xy+6) e (L—¢,L +¢)
destacados na representacdo grafica. Alias, a primeira parte da resposta desse
sujeito — ‘x, tende a L’ — reforca a ideia de aproximacéo no eixo das abscissas e nao
em torno de um valor limite no eixo das ordenadas.

S3 e S5 evocaram elementos semelhantes em suas respostas. A ideia de
aproximar-se de um valor de L a medida que x tende a x, foi mobilizada, ou seja, a
compreensao desses estudantes a respeito do conceito de limite estd vinculada a
uma concepgao dinamica, tal como destacado em alguns dos estudos mencionados
no segundo capitulo®’.

O sujeito S4 afirmou que a figura disponibilizada na sexta questdo
representava ‘o limite de f(x) quando x tende a x,’, sendo que o proprio estudante
admitiu ndo compreender ‘o tratamento algébrico do limite, comprovando que ele
existe’. Ja S2 evocou que a questdo da existéncia do limite estd vinculada aos
limites laterais. Admitimos, desse modo, que esse estudante tenha feito uma analise
em torno de x,. Verificamos que, ao contrario dos resultados de Nascimento (2003)
e Mutlu e Aydin (2013), para S2, uma investigacdo a direita e a esquerda de um
ponto qualquer ndo é suficiente para verificar a existéncia do limite.

O sujeito S2 também atrelou a (des) continuidade da funcdo em um ponto as
condi¢cdes de dominio da funcdo para esse ponto, tendo como evocacao a ideia de
que f é continua em p se p € D;58 e de que ‘saltos’, ‘buracos’ ou ‘quebras’ implicam

em descontinuidade®.

*" Tais como Tall e Vinner (1981), Przenioslo (2004), Sarvestani (2011), Amatangelo (2013), dentre
outros.
*® Evocagdes semelhantes a essa foram observadas nos estudos de Tall e Vinner (1981), Vinner
(1987), Amtangelo (2013), Denbel (2014), Jayakody (2015) e Jayakody e Zazkis (2015).
> Resultados semelhantes a esse foram obtidos por Tall e Vinner (1981), Vinner (1987), Cornu
(19991), Karatas et al. (2011), Jayakody e Zazkis (2015), Messias e Brandemberg (2015), dentre
outros.
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Destacamos, para fins de exemplificacdo, as respostas dos sujeitos S1, S2 e

S5 (ver quadro 18).

Quadro 18 - Respostas para a 62 questao de Q1

p ‘\M\Ck
Sujeito S1 ' Q_L’ e b e spase delmnado

f}wﬁrﬁ st ;;‘ng & ﬁ'z: T Forusos
y Up= L o bhic P-4 ,_,gfﬂ, L 2= L
/g_.,};f

= o
%% & 4'14’ é:/m';. .
/JJM/

m‘gmémb g[fa):;zéz/’t#zs’éﬂ«/yf@

e J gyfmbézéf ﬁ’mé ;&«;a? wap ewiste e
M@ﬁf/ Z=xp ., .

A medudda que o> polenen daxwﬂ o Xo

W‘Wm,mwﬁy@o,d& Lh&u{:@mﬁmﬁ Tl -

MW%W&XW&XDM&M‘

m’e:qsolem‘da LM_cxfm&x.}/rrnm- :

Fonte: Anota¢des dos sujeitos investigados.

Sujeito S2

Sujeito S5

Os elementos da imagem conceitual que foram evocados pelos estudantes na

sexta questao de Q1 foram ilustrados nas figuras 29, 30 e 31.

Figura 29 — Resposta intuitiva 1 da 62 questdo de Q1

Resposta:
X, tende a L em um espago

determinado.

Imagem Conceitual
[ICE]

> Limite —» aproximacao no

Definicdo Conceitual : )
eixo das abscissas; x, = L.

Determinar um espago para
analisar/verificar o limite.

Estimulo:
Explicar/interpretar elementos através
da interpretacdo geométrica de limite.

Fonte: Elaborado pela autora
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Figura 30 — Resposta intuitiva 2 da 62 questdo de Q1

Resposta:

A medida que x tende a x, pela
direita e pela esquerda os valores
de L se aproximam.

Defini¢gao Conceitual Imagem Conceitual

[ICE]
N xoxd, fO) oL
A xoxfG) oL

Verificar os valores de x a
direita e a esquerda de x,.

Estimulo:
Explicar/interpretar elementos
através da interpretagdo geométrica
de limite.

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 31 — Intuicdo Dedutiva 1 da 62 questéo de Q1

Resposta:

lim,,, f(x) existe, mas ndo ha
continuidade em x, , pois Dy =
{x € IR,/x # x,}.

Definigao Conceitual Imagem Conceitual
(Parte da) Definigao Conceitual [ICE]
Formal fé continuaem p sep € Dy

Relagdo entre os limites laterais e
o limite bilateral:

lim,_, f(x) =L, se e somente [\
se:

lim f(x) = lim f(x) =1
x-xgt x—xg~

‘saltos’, ‘buracos’ ou ‘quebras’
implicam em
descontinuidade/relagdo com o
dominio de f.

V_~—

Estimulo:
Explicar/interpretar elementos através
da interpretagao geométrica de limite.

Fonte: Elaborado pela autora
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As respostas intuitivas dos sujeitos para a sexta questao foram pautadas,
sobretudo, em uma concepc¢ao dinamica de aproximacdo em torno de um ponto,
sendo que no caso especifico da figura 29, verificamos que tal aproximacéo foi
vinculada exclusivamente ao eixo das abscissas e ndo em torno de um valor limite
no eixo das ordenadas. Ja a figura 30, traz a ideia de movimento tanto em torno de
X, quanto em torno de L. De todo modo, obtivemos respostas que contemplaram
exclusivamente elementos da imagem conceitual dos sujeitos, sem que houvesse
qualquer relacdo explicita com (parte de) definicbes matematicas relacionadas a
teoria formal.

No que concerne a figura 31, realizamos uma adaptacao da representacao da
deducdo pés-pensamento intuitivo de Vinner (1991), chamando-a de intuicdo pos-
pensamento dedutivo, ou simplesmente, de intuicdo dedutiva. Isso porque,
evidenciamos que 0 sujeito S2 baseou parte de sua resposta em elementos
provenientes da teoria formal (relacdo entre limites laterais e o limite bilateral), porém
voltou-se para (parte de) sua imagem conceitual na qual ele evocou uma relagcéo
entre continuidade em um ponto e dominio de funcéo. Para fins de generalizacdo, a

intuicdo dedutiva pode ser representada, conforme a figura 32.

Figura 32 — Intuicdo dedutiva

T Resposta

Definigao Conceitual Imagem Conceitual

> Imagem Conceitual

Evocada
T Estimulo

Fonte: Elaborado pela autora

Conforme mencionamos anteriormente, o foco de Q1 foi, sobretudo, a
interpretacdo geométrica de situacdes relativas ao conceito de limite, de modo que
todas as questdes trouxeram representacdes visuais que tinham como objetivo levar

0S sujeitos investigados a refletir sobre diferentes aspectos inerentes a esse
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conceito (existéncia do limite, relagédo entre limite, dominio da funcéo e continuidade,
etc...).

Com o segundo questionario (Q2), objetivamos investigar as definicbes
conceituais pessoais dos estudantes sobre limite no ponto e, também, sobre limites
envolvendo infinito. Os resultados obtidos mediante esse instrumento
complementaram nossas observacdes relativas a Q1. Apresentamos, no topico
subsequente, a analise das respostas dadas pelos sujeitos investigados as tarefas

solicitadas.

4.3.2. Imagens Conceituais Evocadas no Q2

O segundo questionario foi constituido por cinco questbes. Na primeira,
disponibilizamos uma funcdo definida em partes e solicitamos que os estudantes
respondessem os itens de (a) a (e), conforme a seguir:

(@) “O lim,,, f(x) existe”. Essa afirmativa é
verdadeira ou falsa? Explique.

(—x +1, 0<x<1
1, 1<x<?2 (b) Verifique se o lim,_,, f(x) existe. Explique.
2' X =

fx)=< x—1, 2<x<3 (c) “O limite da fungdo quando x — 2 né&o

—x+75, 3<x <4 existe”. Vocé concorda com essa
1 4 afirmacéao? Explique.

Z X =

\ 2’

(d) Determine o lim,_,, f(x).

(e) "lim,_3 f(x) = f(3)". Essa sentenga ¢é
verdadeira ou falsa? Explique sua resposta.

E importante ressaltar que essa mesma tarefa foi solicitada na terceira
guestdo de Q1 sob outra perspectiva, uma vez que os estudantes — sem terem sido
informados acerca da lei de formacdo da funcdo — avaliaram a (ndo) existéncia dos
limites em diferentes pontos por meio da representacédo gréafica de f(x).

Ressaltamos que S2 e S4 construiram uma representacdo grafica para a
funcao, utilizando-a como suporte para responder o que foi solicitado na questédo. No
entanto, apenas o grafico desenhado por S4 estava correto (ver quadro 19).
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Quadro 19 — Construgdes graficas para a 12 questdo de Q2

Representacao gréafica de S2 Representacado Grafica de S4

I s

Ve

Fonte: Construcdes graficas obtidas na 12 questédo de Q2

No item (a) da 12 questéo, verificamos que os sujeitos S1 e S2 alegaram que
0 lim,._, f(x) existia. Suas justificativas, respectivamente, fizeram referéncia a
definicdo de limite (sem muitos detalhes) e aos limites laterais (a direita e a esquerda
de x = 0). Ressaltamos que todas as respostas de S2 para a primeira questao foram
norteadas por sua representacdo gréafica pessoal equivocada para f(x), conforme
destacamos no quadro 19, no qual foi possivel identificarmos que, para esse suijeito,
a funcéo estaria definida para x < 0, fato que o permitiu calcular o limite a esquerda
de x = 0. Desse modo, entendemos que S2 atrelou a existéncia de L quando x — x,
ao fato dos limites laterais a direita e a esquerda existirem e serem iguais, ou seja,
nesse caso foi grafico construido por ele que se configurou como um fator de
conflito.

Os sujeitos S3, S4 e S5 responderam que lim,_, f(x) ndo existia, porém suas
justificativas ndo foram coerentes. S3, por exemplo, substituiu x = 0 em todas as
‘equagbes’ que constituiam f(x) ao longo de seu dominio, utilizando o fato dos
valores dos limites obtidos por ele serem diferentes para justificar sua resposta.
Nesse caso, verificamos que ele desconsiderou as partes da forma algébrica da
funcdo que ndo apresentavam a variavel x. De todo modo, evidenciamos que 0s
estudantes tiveram dificuldades em calcular limites de func¢des definidas em mais de
uma sentenca®.

O sujeito S4 evocou o teorema do confronto para justificar a ndo existéncia de
lim,_,, f(x) no item (a). Nesse sentido, entendemos que o estudante — ao construir o

grafico (ver quadro 18) — visualizou diferentes funcbes que ndo estavam em acordo

% Discussdes acerca desse tipo de conflito podem ser encontradas em Nascimento (2003), Maharaj
(2010), Mutlu e Aydin (2013), Brandemberg e Messias (2016).
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com o estabelecido pelo referido teorema. Ainda assim, foi possivel verificarmos
elementos atrelados a existéncia dos limites laterais e ao fato da funcdo estar (ou
nao) definida em determinado intervalo.

Ja a justificativa de S5, ndo trouxe elementos claros para a analise, porém
conjecturamos que seu raciocinio tenha sido semelhante ao do sujeito S3, uma vez
que ele mencionou a expressao ‘limites das equacodes’, fato que para nos fez
referéncia a forma como f(x) estaria definida ao longo de seu dominio. Para fins de
exemplificacdo, destacamos no quadro 20 as respostas dos sujeitos S1, S2 e S4

para a referida questao:

Quadro 20— Respostas para o item (a) da 12 questdo de Q2

Sujeito | Afirmacao Resposta/Justificativa
S1 1imx__)0f(x) &n{ﬂ e =2 SN S Dundodiungy qdfb o(t:wv'w":” dh Lt
existe. V| yae o : -

AM 7 gc"z/:_ 4 ﬁ;}:;@
S2 limy o £ () Mﬁ" ,> 63,6&;;4‘ =it

existe. \Y% C e .
40"
Fol pon., PO wtilizoode o lesrenion de Ce-m"r(eéfo

. o Q—;V"; 4CM= 1 ¢ biwm Jos 4, —e»-g\e, Cronn fQA\M‘i
sS4 lim,,_,g f(x) e A= o” ‘[x Z <L S

existe. F e = %%u&c\ Ao rere WD exiple, w8k 0“”1‘{

okt Je. ’Q/{/\/\A‘{t g'\eo,{'tro\a@r‘{aw*e QLV: ﬁk) 7{

Fonte: Anotacdo dos sujeitos investigados

No que concerne aos outros itens da 12 questdo de Q2, observamos que 0s
sujeitos investigados evocaram elementos semelhantes ao item (a). Nesse sentido,
ressaltamos que em (b), trés estudantes responderam a questdo corretamente (ou
seja, que lim,_; f(x) ndo existia), porém apenas dois deles justificaram suas
respostas de maneira coerente.

A resposta de S3 foi semelhante a do item (a), isso porque ele substituiu
x =1 em todas as ‘equagOes’ de f(x), utilizando o fato dos limites obtidos serem
diferentes para justificar sua resposta. Mais uma vez, a justificativa de S5 né&o trouxe
elementos claros para a andlise, todavia, conjecturamos que seu raciocinio tenha

sido semelhante ao de S3.
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As anotacdes de S1 nos chamou atencdo, uma vez que ele atrelou a
existéncia do limite ao fato da funcdo ser, segundo ele, constante. Ele ndo evocou
os limites laterais e considerou apenas a forma algébrica da fungéo para x < 1, ou
seja, f(x) =1 para verificar se lim,_, f(x) existia. Nesse sentido, sua justificativa
foi pautada na ideia de que se f(x) = c, entdo lim,_, f(x) existe.

Como exemplo, destacamos as respostas dos sujeitos S1, S3 e S4 para 0

item (b) da primeira questao (ver quadro 21).

Quadro 21- Respostas para o item (b) da 12 questdo de Q2

Sujeito | Afirmagao Resposta/Justificativa
X = 5 o) O tonnloal, wee kws Vanased -
g |G | R & Evele g 3Gty s B Boied X
existe. X5t
Bjieo =2 +4 =0 L2 =
Lt Gk b L
T _ |
. ;gdm 0 bvackl wbo ewste | pen o Yopule do (= x15)
sS3 llmx_)lf(x) g, &= 2 sran halifoy o pus Comda qair
nao existe. | ©bi
e A= [
e
L AS = 4
2.4 ) '
O Qv 7[6&>=/—2Y dre i A afs £ m‘x"("{.jx‘:L‘\%ejﬁrO«\;A
DS |
s lim,_,; f(x) JETTINY A,;Q;WM-% ‘
nao existe. _
G fers=0# 12 Bnn don,
L X - i+

Fonte: Anotacéo dos sujeitos investigados

No que concerne ao item (c) da 12 questédo de Q2, trés sujeitos afirmaram que
o lim,_,, f(x) ndo existia, porém somente 0 sujeito S4 apresentou uma justificativa
na qual foram mobilizados os limites laterais, a direita e a esquerda de x = 2. As
justificativas dadas pelos sujeitos foram semelhantes aos itens anteriores.
Observamos, mais uma vez, que para S1 a existéncia do limite esta atrelada ao fato
da funcdo ser constante, sendo essa uma das evoca¢des mais latentes nessa
questao, resultado este que diferiu, inclusive, das interpretacdes relativas a questao
da (ndo) existéncia do limite que foram apontadas nas pesquisas que compuseram o

quadro 1 (destacado no segundo capitulo desse trabalho).
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Apesar de S2 nao ter respondido a questao corretamente, evidenciamos que
ele evocou os limites laterais em todas as questbes em que precisou verificar a
existéncia do limite. Entendemos que, nesse caso especifico, sua resposta incorreta
tenha sido influenciada por sua construgdo grafica equivocada para a funcao f(x).
Admitimos, portanto, que a relacédo entre existéncia do limite e os limites laterais foi
pertinentemente estabelecida por esse sujeito nas atividades em que foram
solicitadas. Ainda assim, ficou evidente sua dificuldade em construir o grafico de
uma funcado escrita em mais de uma sentenca. Vejamos no quadro 22, as respostas

de S1 e S2 para o item (c) da segunda questao.

Quadro 22 — Respostas para o item (c) da 12 questéo de Q2

Sujeito | Afirmacao Resposta/ Justificativa
B Domiids, w’\ fim T, & nbwiley oo wpgle da fhah/) Lm
limx_)z f(x) ’ X1 g
s1 ol F )
nao existe. % T mﬁlﬁ“{{‘

fin F= 1 e b Y= 2
S lim,, f(x) |, #e 2T Zr 2

nao existe. s 27[7,/: ﬁ/‘/ fii /ze, sepere i . &émé

P oA e et

Fonte: Anotacdes dos sujeitos investigados

Em se tratando do item (d), verificamos que ao determinar o lim,_, f(x),
apenas o sujeito S4 apontou para a nao existéncia do limite em virtude da funcéo
ndo estar definida a direita de x = 4. S2, de maneira semelhante a uma de suas
respostas para o primeiro questionario, evocou a ideia de que ndo podemos definir
um limite em determinado ponto se a funcdo ndo estiver definida a direita ou a
esquerda desse ponto. As respostas de S1, S3 e S5 para esse item foram
semelhantes aquelas dadas aos demais itens da questdo 1 de Q2 (ver exemplos no

quadro 23).
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Quadro 23 — Respostas para o item (d) da 12 questdo de Q2

Sujeito | Resposta Justificativa
'/;i; p//:"/“’ ‘y«? e % 77/2’/-? .?
; 2 4" e GF
lim,_ f (x) o ,
s2 ndo pode i, Y7 - aiip Bt oo e ifiien
ser definido Zt | v p .
et .efﬂf&&,élﬂd{v @ efal f/&““‘““"/”“'“‘“
M-ﬂ/wc& Lot -7 ,?eq
B, = tl=_3 i~ AT = b
%54 e
lim,_, f(x . _ R A= L
ayijrgljtce( ) R 4= 4 b d © Z
S3 . a4
diferentes i £
valores ot
(;%;‘Q)e T{_ﬁﬁfﬂv\/\a e\e- (;:je»«\.(ra-r:t@ _%@N\Gh‘,-
o | imems f@) Cos f00 2 4 & L fios 7+ Grno b fortBi oo
nao existe * X* ¢ A

Fonte: Anotacdes dos sujeitos investigados

Finalmente, no que concerne ao item (e) da primeira questao, verificamos que
somente S3 afirmou que a sentenca era falsa, ou seja, para o estudante
lim,_3 f(x) # f(3). Para todos 0Ss demais,
lim, 3 f(x) = f(3).

Os sujeitos S2 e S4 foram 0s Unicos que evocaram o0s limites laterais para
verificar/calcular lim,_; f(x), ainda que, mais uma vez, S4 tenha vinculado sua
justificativa ao Teorema do Confronto. Ambos também néo tiveram dificuldades em
verificar que lim,_,; f(x) = f(3). S1 respondeu a questdo corretamente, porém sua
justificativa ndo foi pertinente, uma vez que para calcular o limite, ele considerou
apenas a forma algébrica da fungéo definida para x < 3, isto é, f(x) = x — 1. Desse
modo, sua imagem conceitual evocada, ainda que completamente equivocada, foi
suficiente para fazé-lo concluir que lim,._5 f(x) = f(3).

S3 foi 0 Unico que ndo concordou com o fato de lim,_3; f(x) = f(3), porém
sua justificativa ndo trouxe elementos suficientes para analisarmos o porqué. De
todo modo, conjecturamos que ela tenha seguido seus raciocinios para os itens
anteriores, ou seja, ele pode ter substituido x = 3 em todas as formas algébricas que

constituiam f(x), independente de seu dominio.
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S5 deixou claro seu entendimento acerca do que significa calcular o limite de
uma fung¢do, mobilizando a ideia de que ‘devemos substituir o valor para qual x
tende’ na fungédo. Essa evocacgdo o levou a conclusdo de que lim,_; f(x) = f(3).
Admitimos, no entanto, que sua imagem conceitual evocada possa ter uma
dimenséo ainda maior, uma vez que, poderia té-lo levado a generalizacdo de que
lim,_,, f(x) = f(x,) sempre serd verdadeiro (limite alcancavel), ou ainda, a uma
confusdo conceitual no que tange ao que lim,._,, f(x) e f(x,) significam.

Destacamos a seguir, para fins de exemplificacdo, as respostas de S1, S4 e
S5.

Quadro 24 — Respostas para o item (e) da 12 questdo de Q2

Sujeito Afirmacao Resposta/ Justificativa

liwa F) = Faa) ¥ Vsdodine G o ponles Ao *g»*—“‘;‘
X3

/?if\ﬂ X"L=\r21 Pz »-4 :E

¥=5%
Uerdiodeiron, PO colenlamde op Qimns -\""'i Qatecoun
{eMeh ‘Q}v‘/"\ xy = NW /r*)’ 3 Qb- \eorevnaol
. P

sa |lmf@ =@ | v | o efed Gdor eute ce amQ w2

x-3 CW.‘QAWJ\/Q & —(CS) Q(ul. 'y A’y V\\Ap W I\-L_v\
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Fonte: Anotacdes dos sujeitos investigados

S1 ,lcigg fe)=1(@3) v

As imagens conceituais evocadas na primeira questdo de Q2 trouxeram
consigo uma multiplicidade de elementos que levaram o0s sujeitos a justificativas
equivocadas para o que lhes foi solicitado. Mais uma vez, reiteramos que o fato da
funcdo estar definida em partes foi um fator de conflito cognitivo para os sujeitos e
ressaltamos que alguns dos que responderam de maneira equivocada a essa
questdo ndo tiveram dificuldade em interpretar o grafico dessa mesma funcdo na
terceira questéao de Q1.

Apresentamos, nas figuras subsequentes, as ilustracdes para imagens
conceituais evocadas pelos estudantes, bem como tragamos breves consideragdes

acerca do que cada uma delas representa. Ressaltamos que as respostas de alguns
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sujeitos assemelham-se a evocacdes previamente discutidas e, portanto, ilustradas

anteriormente.

Figura 33 — Resposta intuitiva 1 da 12 questéo de Q2

Resposta:
T lim,_; f(x) = f(3) é uma

sentenca verdadeira:

Imagem Conceitual
[ICE]

\ lim £(x) = f(xo)

X—Xg

Definigao Conceitual

Calcular limite significa
substituir x = x5 em todo x
da funcdo.

Estimulo:
Verificar se lim,_; f(x) = f(3).
Fonte: Elaborado pela autora

Na resposta intuitiva, ilustrada na figura 33, fazemos referéncia a resposta do
sujeito S5 ao item (e) da primeira questdo. Tal imagem conceitual evocada traz
consigo conflitos, sobretudo, relacionados ao que lim,_,,, f(x) € f(x,) significam. E
possivel, ainda, que o proprio entendimento de S5 sobre continuidade esteja
vinculado unicamente a condicdo de que lim,_,, f(x) = f(xo).

No que concerne as respostas do sujeito S3 para os itens de (a) a (c) da 12
guestdo de Q2, verificamos que estas se caracterizaram como intuitivas, ja que o
estudante ndo mobilizou elementos da definicdo conceitual para justificar a (n&o)
existéncia do limite solicitado. As interpretacdes que compuseram sua imagem
conceitual levaram-no a uma justificativa equivocada. Ficou evidente, também, que
os limites laterais ndo foram mobilizados pelo sujeito em nenhum dos itens

solicitados na questéo (ver figura 34).
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Figura 34 — Resposta intuitiva 2 da 12 questao de Q2

Resposta:

lim,_ f(x), lim,_, f(x) e lim,_,, f(x) ndo
existem;

Imagem Conceitual

[ICE]

Verificar se, nas partes da
fungdo com a variavel x, os
\ limites sdo iguais. Se sim, L

Definigao Conceitual existe.

f Substituir x = x, em cada

‘equacgdo’ que constitui a forma

algébrica de f(x) para calcular
L.

Calcular o limite pelo método

Estimulo:

Verificar a existéncia de lim,_, f(x),
lim,_; f(x), lim,_, f(x) a partir da forma
algébrica da funcao.

Fonte: Elaborado pela autora

Calcular o limite de uma funcdo escrita em mais de uma sentenca se
configurou, para a maioria dos sujeitos investigados, como um fator de conflito
cognitivo. Destacamos, nesse sentido, as respostas de S1 para os itens de (b) a (d),
nos quais ele atrelou a existéncia do limite ao fato da forma algébrica de f(x) ser
constante em determinados pontos do dominio, conforme destacamos na ver figura
35.
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Figura 35 — Deducéao Parcial-Intuitiva 1 da 12 questao de Q2

Resposta:
lim,; f(x),  lim, f(x) e
lim,_, f(x) existem, pois f(x)é
constante.
Defini¢gao Conceitual Imagem Conceitual
(Parte da) Definicdo Conceitual [ICE]
Formal N O limite existe quando
- Operagoes com limite: :r X = X, pois a fungéo é
<
Seja f(x) = ¢, entdo < constante.
lim,,, f(x) = c, para todo Forma algébrica de f é
X. constante, ou seja, f(x) = ¢

Estimulo:
Verificar/calcular o  lim,_; f(x),

Fonte: Elaborado pela autora

Evidenciamos, também, que o sujeito S4 evocou o teorema do confronto,
atrelando-o aos limites laterais em suas justificativas relacionadas a (néo) existéncia
do limite. Desse modo, é importante ressaltar que o aluno — ao verificar se
lim,_,,, f(x) — considerou que a forma algébrica da fungéo definida para os valores
em torno de x, (seu dominio de interesse) estaria limitada superiormente e
inferiormente por duas funcdes que convergiam para um mesmo valor limite. Ou
seja, ele enxergou as formas algébricas de uma funcéo escrita em partes como
diferentes funces que atendiam ao que é estabelecido no referido teorema.

Vejamos na figura 36 uma possivel ilustracdo para as evocacoes de S4 para

os itens solicitados na questéo 1.
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Figura 36 — Dedugéo Parcial - Intuitiva 2 da 12 questéo de Q2

Resposta:
Pelo teorema do confronto, L existe quando
X = Xo quando seus limites laterais existem e sdao

iguais.
Defini¢cao Conceitual Imagem Conceitual
(Parte da) Defini¢do Conceitual Formal [ICE]
Teorema do confronto: Sejam f, g e
h trés fungdes tais que f(x) < \

g(x) < h(x) para todo x # a. Se
lim,_,, f(x) =lim,, h(x) = L, <
entdo existe lim,,g(x) e ¢é
também igual a L.

Verificar os limites laterais em
L existe se torno de x,.
L = limx—)xar f(x) = limx—mca f(x)

Estimulo: Verificar a existéncia de L em
diferentes pontos de f.

Fonte: Elaborado pela autora

No que concerne a segunda questdo de Q2, solicitamos que os estudantes
explicassem o que entendiam por lim,_,, f(x) = L. Suas respostas nos permitiram
verificar o entendimento dos sujeitos acerca do conceito de limite por meio das
imagens conceituais evocadas em suas explicacdes. Nosso principal objetivo, nesse
sentido, obter suas definicbes conceituais pessoais. Vejamos, no quadro a seguir, as

anotacdes dos sujeitos investigados para essa questao.

Quadro 25 — Respostas para a 22 questao de Q2

Sujeito Resposta

s1 %\m\u&o X~ Yo ‘l&w\‘ v (o Qov\lfo La G < A MQ&A\.\\L{

o Y, »
WMWL%W et colbea MW
oiguticlo, Foout biino %}mﬁ} z/woém/ﬂ,% o
fned (a0 /%Zudff i it A s &(%JO/?W% 2
Liile o & puomids 2~ e & L.

S2
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Fonte: Anotacdes dos sujeitos investigados

Observamos que S1 atrelou L a relacdo funcional, estabelecida a partir dos
elementos dos eixos das abscissas e ordenadas. Ressaltamos, nesse sentido, que
evocacoes como essa podem levar a confusdes conceituais entre lim,_, f(x) e
f (o).

J& o sujeito S2 evocou a ideia de aproximacgdo a direita e a esquerda de um
ponto x,, cujos valores correspondentes no eixo y tendiam a L. Verificamos, desse
modo, que ele trouxe, em sua resposta, elementos que faziam referéncia aos limites
laterais em sua definicdo conceitual pessoal sobre limite, além de uma concepc¢éo
dinamica de movimento, de maneira semelhante a outros estudos®’.

S3 apresentou uma ‘traducgéo’ para lim,_,, f(x), no entanto, sua definicao
conceitual pessoal nao trouxe elementos suficientes para que pudéssemos
conjecturar sobre a parte de sua imagem conceitual que foi ativada para responder o
que lhe foi solicitado na questdo. Ainda assim, verificamos que o estudante
estabelece uma relagéo, na qual f(x) assume um valor limite em virtude de x — x,.

Verificamos que S4, de maneira semelhante a S2, evocou elementos que
relacionam o conceito de limite a ideia de aproximacgao. Sendo que em sua resposta,
foi possivel verificarmos ainda a ideia de relacdo funcional e, também, uma confuséo
acerca do gue contradominio e imagem significam. ldentificamos, ainda, que suas
imagens conceituais evocadas entraram em conflito, uma vez que em um primeiro

momento ele considera x, € Dy e, em seguida, que L pode (ou ndo) estar no

contradominio da funcéo. Verificamos, também, que o0 sujeito evocou a noc¢ao de

®! Tais como Tall e Vinner (1981), Cornu (1983), Cornu (1991), Cottril et al. (1996), Przenioslo (2004),
Sarvestani (2011), Swinyard (2011), Amatangelo (2013), Denbel (2014), Oh (2014).
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intervalo por meio dos termos —x, +x e —y, +y em torno, respectivamente, de x, e L.
Evidenciamos, nesse sentido, que para S4, o conceito de limite envolve uma
concepgao dinamica de movimento/aproximagdo a partir dos intervalos
estabelecidos nos eixos das abscissas e ordenadas.

Finalmente, encontramos na resposta de S5 uma evocacdo que nao
haviamos previsto, uma vez que o sujeito mobilizou elementos que n&o tinhamos
observado, até entdo, em nossa prética como professores de Calculo e que,
também, ndo foram apontados em nenhum dos estudos que compuseram O
levantamento bibliografico acerca da interpretacdo de estudantes sobre o conceito
de limite e continuidade apresentado no primeiro capitulo. Para esse sujeito, L
representa uma reta, cujo comprimento pode ser obtido pela subtracdo entre as
posicoes final e inicial.

De modo geral, as respostas dos sujeitos para a segunda questdo foram,

sobretudo, intuitivas (ver figuras 37, 38 e 39).

Figura 37 — Resposta intuitiva 1 para a 22 questéo de Q2

Resposta —Definicdo Conceitual Pessoal
“Quando x — x,, tem um certo ponto L,
que é seu correspondente em y” (Sujeito
S1)

Imagem Conceitual

[ICE]
\ fl) = L
7

Existe um correspondente
para x, no eixo das

Definigdo Conceitual

ordenadas
Estimulo:
Explicar o que entende por
limy,, f(x)

Fonte: Elaborado pela autora
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Figura 38 — Resposta intuitiva 2 para a 22 questao de Q2

Resposta — Definigao Conceitual Pessoal Resposta — Definigdo Conceitual Pessoal
“Aproximacdo de x, ocasiona aproximagdo “E quando o limite da fung¢do f(x) onde x
de L nos extremos —x,+x e —y,+y” tende a x, é igual a um determinado
(Sujeito S4) valor, como L” (Sujeito S3).

Imagem Conceitual
[ICE]

\ Para valores a direita e a
esquerda de x, f(x) tende a

Definigao Conceitual A urn valor limite L

Aproximagdo em torno de x,
edelL

Estimulo:
Explicar o que entende por

lim, ., f(x)

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 39 — Resposta intuitiva 3 para a 22 questéo de Q2

Resposta — Definigdo Conceitual Pessoal
“podemos considerar uma reta cujo
comprimento é L. Assim, para calcular o
limite da fun¢do representada pela reta,
devemos partir de um valor final (x) para um
valor inicial (x,)” (Sujeito S5)

Imagem Conceitual
[ICE]
Definigdo Conceitual \
7L —> L=x-—Xx
Estimulo:

Explicar o que entende por

lim,,, f(0)

Fonte: Elaborado pela autora
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Na terceira questdo de Q2, solicitamos que os estudantes considerassem a

representacdo grafica de f(x) = g e respondessem os itens (a) e (b) conforme a

sequir:
| o , , . .
ol (& “Aretay =1 é uma assintota horizontal do grafico de
4t f(x)”". Explique o que isso significa.
3
— _i . (b) “Areta x = —2 é uma assintota vertical do gréafico de
?;4\. - o f(x)”. Explique o que isso significa.
6-5-4-N\-2-10] 1 2 3
b
( ol
-4 |-

Nosso principal objetivo foi investigar o entendimento dos alunos sobre
assintotas e sua relacdo com limites envolvendo infinito. Nesse sentido, S2 e S3
relacionaram as assintotas com as condicdes de dominio e contradominio da
funcdo. O sujeito S2 escreveu que y = 1 e x = —2 nédo pertenciam, respectivamente,
aos conjuntos CD; e Dy. E S3, além de fazer tal relagdo em sua resposta, evocou
uma concepgao dindmica de movimento atrelada a f(x).

O sujeito S1 relacionou as assintotas com a ideia de barreira, a qual ele se
referiu como “um limite” que ndo permite que determinados valores sejam
‘alcancados’ pela funcdo. Desse modo, verificamos na resposta de S1 uma
interpretacdo pautada no movimento dado a funcéo.

S5 mobilizou termos que revelaram uma interpretacdo voltada para a
translacdo de eixo, cuja origem passa a ser 0'(—2,1). Além disso, S5 também
atribuiu dinamismo a funcdo, uma vez que afirmou que tais retas restringiam o
movimento de f. O Unico sujeito que evocou elementos da definicdo de assintota —
vertical e horizontal — foi S4. Em suas explicagdes, ele relacionou tais retas com
limites envolvendo infinito.

Como as imagens conceituais evocadas pelos sujeitos nessa questédo foram
compostas por uma pluralidade de elementos, optamos por destacar a resposta de

todos eles no quadro 26.
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Quadro 26 — Respostas para a 32 questdo de Q2

Sujeito Resposta
ltem (a) ltem (b)
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Fonte: Anotacdes dos sujeitos investigados
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As respostas dos estudantes para a terceira questdo se configuraram como
intuitivas, com excecdo da do sujeito S4. Conjecturamos nas figuras 40, 41 e 42
possiveis ilustracbes do raciocinio dos estudantes tendo em vista suas respostas
intuitivas para os itens (a) e (b).

Figura 40 — Resposta intuitiva 1 para a 32 questédo de Q2

Resposta:
A assintota é um limite que ndo deixa a
fungdo alcancgar os pontos

interceptados por ela.

Imagem Conceitual

[ICE]
\ Limite/barreira para a fungdo
Definigao Conceitual 1 que ndo alcanga certos
valores

Assintota no grafico da
fungao

Estimulo:
Explicar o que entende por assintota
vertical e horizontal a partir do gréfico

de f.

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 41 — Resposta intuitiva 2 para a 32 questéo de Q2

Resposta:
Df={x€IR/x# -2} e C(Df=
{y eIR/y + 1}.

Imagem Conceitual
[ICE]

X, € yondo pertencem,
respectivamente, ao dominio

Definigao Conceitual i
1 e contradominio de f

Assintotas de equagao
X =Xx5ey =Y, no grafico
de f

Estimulo:
Explicar o que entende por assintota
vertical e horizontal a partir do gréfico

de f.

Fonte: Elaborado pela autora
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Figura 42 — Resposta intuitiva 3 para a 32 questao de Q2

Resposta:
Novo eixo passa a ser considerado; tal
eixo restringe o movimento da funcgao.

Imagem Conceitual
[ICE]

Definigao Conceitual

Retas assintotas x =x, e
Yy = ypimplicam no
deslocamento do eixo;
restringe-se 0 movimento da
funcdo.

Estimulo:
Explicar o que entende por assintota
vertical e horizontal a partir do gréfico

de f.

Fonte: Elaborado pela autora

As respostas intuitivas dos estudantes para a terceira questdo, destacadas
nas figuras 40, 41 e 42, trouxeram consigo elementos que caracterizaram as
assintotas como uma barreira que impede que determinados pontos sejam

alcancados, que provocam um deslocamento de eixos que restringe 0 movimento da

funcdo ou, ainda, que exclui pontos do dominio e/ou contradominio da funcéo.

As expressOes grifadas representam, de maneira explicita, uma concepc¢ao
dindmica atribuida a funcdo. Ja a relacdo das assintotas com dominio e/ou
contradominio desencadeou na resposta de um estudante a ideia de aproximacao a
direita e a esquerda dos pontos que ndo pertenciam ao Dy ou CDy. Nesse caso, além
do movimento, observamos a evocagéao de vizinhanca..

E importante ressaltar que S4 foi o Gnico que ndo apresentou uma resposta
exclusivamente intuitiva. Isso porque, conjecturamos que ele tenha mobilizado tanto
elementos de sua imagem conceitual quanto da definicdo de assintotas horizontal e

vertical, conforme destacamos na figura 43.
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Figura 43 — Dedugdo Intuitiva 1 para a 32 questao de Q2

Resposta (b): A medida que nos
aproximamos de x =2 pela direita

Resposta ('a): Quando tomamps f(x) chega perto de valores muito
valores muito ~grandes -ou muito grandes. Pela esquerda de x = 2, f(x)
pequenos a funcdo se aproxima de 1; tende para valores muito pequenos;
Jim fC) =b lim,_,,, f(x) ndo existe.
Defini¢gao Conceitual Imagem Conceitual
(Parte da) Definigao [ICE]

Conceitual Formal )
+oo (valores muito grandes);

Uma reta y = y, é assintota —oo (valores muito
horizontal de f se pequenos)
lim,_. f(x) =bou A:

lim,_,_, f(x) = b 7 Limite é uma aproximagao;
Uma reta x = x, é assintota
vertical de f se
lim, .+ f(x) = oo ou
limx—»xg f(x) = foo.

As assintotas horizontal e
vertical estdo atreladas aos
limites envolvendo infinito.

Estimulo:

Explicar o que entende por assintota
vertical e horizontal a partir do grafico
de f.

Fonte: Elaborado pela autora
Na quarta questao de Q2, solicitamos que 0s sujeitos escrevessem definicoes

conceituais pessoais para lim,_,, f(x), tendo como suporte as representacdes

visuais de limites infinitos destacadas a seguir:

N ‘
[ 1 N X— 9 x,+ 8
11 \ %

/1 |

]
|
|
| )
-BF-- P, IEESCNEEN VENRN SEw

b e

0T

Conforme destacamos anteriormente, nosso objetivo com a questdo foi

verificar se as evocacdes dos sujeitos, mobilizadas a partir de suas definicoes
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conceituais pessoais sobre limite, estariam em acordo com a definicdo de limites
infinitos.

Verificamos que a maioria dos estudantes evocou respostas exclusivamente
intuitivas para o que lhes foi solicitado. O sujeito S1, por exemplo, mobilizou os
intervalos (x, — 8,x, + &) para enfatizar a aproximacao em torno de x,, fato que
pode ser observado em algumas das expressodes utilizadas pelo aluno para escrever
sua definicdo conceitual pessoal (tais como, ‘tendera’ ou ‘a direita de’ e ‘a esquerda
de’).

Ressaltamos, também, que a escrita da definicdo conceitual pessoal tanto de
S1 quanto de S3 foi pautada em uma compreensao sobre limites na qual ambos
afirmaram que nos itens (a) e (b), respectivamente, lim,,, f(x)=B e
lim,_,,, f(x) = —B. Portanto, conforme previmos quando elaboramos a questao, a
(parte da) imagem conceitual desses sujeitos que foi ativada mediante as
representacdes graficas apresentadas foi a de limite de uma funcdo no ponto, e ndo

a de limites infinitos, na qual:

(1) lim,_,,, f(x) = o, se para cada real positivo B, existe um 6 > 0, tal que
para todo x, 0 < |x — x,| <& = f(x) > B;
(i) lim,_,,, f(x) = —o, se para cada real negativo —B, existe um § > 0, tal

que paratodo x, 0 < |x —xo| <6 = f(x) < —B;

A ideia de limites infinitos foi mobilizada nas respostas dos outros trés
estudantes. Sendo que, no caso de S2, observamos a evocacao dos limites laterais

(em torno de x,) e bilateral, no qual o sujeito escreveu lim,_, f(x)=o e

lim,_,,, f(x) = —oo,

Na resposta de S4, verificamos a mobilizacdo explicita da ideia de
aproximacdo em torno de um ponto (nesse caso, x,), bem como a compreenséao de
que, respectivamente nos itens (a) e (b), ocorre o crescimento e o decrescimento de
f(x). A esse (de) crescimento da fungdo o sujeito S4 vinculou sua definicdo
conceitual pessoal de limites infinitos.

Finalmente, no que concerne a resposta de S5, evidenciamos que o
estudante evocou os termos ‘infinito positivo’ e ‘infinito negativo’ ao referir-se ao fato
do grafico da funcdo, em cada uma das figuras, indicar que f(x) estava

arbitrariamente longe da origem e tendendo, respectivamente, para +oo e —oo. A
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ideia de aproximacgao a direita e a esquerda do ‘ponto de chegada’ x, também foi
mobilizada em sua definicdo conceitual pessoal.

A escrita da definicdo conceitual pessoal a partir das figuras nos permitiu
observar aspectos relativos a compreensédo dos sujeitos sobre limites infinitos. No

quadro a seguir, exemplificamos algumas dessas defini¢des.

Quadro 27 — Respostas para a 42 questdo de Q2

Sujeito Resposta
Item (a) Iltem (b)
/,a ) = a0 ¢ a’gm = #0 L e -0 o b s -a0
Ty i Y, Z» 2
S2 .
/% ﬁa J)= %ﬁg/ Mie Jle) = —eO.
’):ﬂ - . Z"”’z:y :
0 &fm(_‘a do. Lumgan fa), 0 Lmcti da. fungdo 02,
S3 fiv, Co0 O fumita Lﬁu&}lﬂ-B- o wmaﬂmﬁjgmﬂ.a_~8.
L, gr2) = © L, f) =B
A b0 2t->Lo .
Qu-e_ aQ,uw\«k'*%— de -{-O") Q}u{ —'Q/\)W\\{:&, C:LQ. -((_")
WWAB Yo el Cl_:?rt&x\-r Q(U.Q g s )an Qk,?(‘ﬁ—-
A= A’Q o Q_Q/‘l @&N‘(‘EAL\_& ’
Q;L :P ?QIW\O.. d,g Fo \'Pe_,@c,‘
< < pe &n apecaa C,f“ff»c»e, &N«-m!rq o &;;qv.c{« do d{_
JEEVEN &mml(tp (_Qr._,,ﬁ CL\.OLV\AD—W\O‘)} s o Q/V {‘
QMB&U@RW\Q\A_\“& de + w_} hes M\N\\ e
C e-vwc&f?— C,\/\.Oa_wxo»mcr,s
da. sos]

Fonte: Anotacdes dos sujeitos investigados

Conjecturamos, a partir da analise que realizamos frente as evocacdes dos
sujeitos investigados, que suas respostas tenham sido intuitivas, ou seja, foram
norteadas, exclusivamente, por elementos de suas imagens conceituais.
Ressaltamos que a maioria dos estudantes apresentou uma interpretacédo dinamica,
na qual a ideia de limite foi vinculada a nogdo de movimento em ‘direcao’ ao infinito,
ou ainda, em torno de um valor determinado.

Apresentamos, nas figuras 44 e 45, possiveis ilustracbes para as repostas

dadas pelos sujeitos para a quarta questéo de Q2.
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Figura 44 — Resposta intuitiva 1 para a 42 questao de Q2

Resposta item (a):
O limite da fungdo se aproxima
de/tende a B quando x tende a x,.

Resposta item (b):
O limite da fungdo se aproxima
de/tende a —B quando x tende a x,.

Definigao Conceitual

Imagem Conceitual

[ICE]
A funcdo se aproxima
\ de/tende ao valor

correspondente de Xx, no
ﬂ eixo das ordenadas.

Limite —>» aproximagdo em
torno de/’a direita e a
esquerda de um ponto Xx,.

Estimulo:
Escrever uma definicdo conceitual
pessoal para lim,_,, f(x) baseados
em na representagdo visual de limites
infinitos.

Fonte: Elaborado pela autora

Figura 45 — Resposta intuitiva 2 para a 42 questéo de Q2

Resposta item (a):

Quando tomamos valores a direita e a
esquerda de x,, f(x) cresce sem limites
esse aproxima de +oo;

lim f(x) = lim_f(x) = +oo
x—Xg x—Xg

Resposta item (b):

Quando tomamos valores a direita e a
esquerda de x,, f(x) decresce sem
limites e se aproxima de —oo;

lim f(x) = lim_f(x) = —oo
x—Xg x-Xg

Defini¢cao Conceitual

Imagem Conceitual

[ICE]
A funcdo cresce/ A funcdo
A decresce — limites infinitos

Tomamos valores proximos
de x, (3 esquerda e a direita)

Estimulo:
Escrever uma definicdo conceitual
pessoal para lim,_, f(x) baseados
em na representagao visual de limites
infinitos.

Fonte: Elaborado pela autora
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bY

No que se refere a quinta questdo, solicitamos que o0s estudantes
. . 0 . v et .
explicassem o que o resultado lim,_,, f(x) = 5 significava e, caso fosse possivel,

que eles apresentassem um exemplo que estivesse em acordo com a explicagao
dada. Objetivamos com essa tarefa verificar se os termos ‘descontinuidade
removivel’, ‘pontos de singularidade’ ou ‘indeterminagéao’ seriam evocados.
Verificamos que nenhum dos estudantes atrelou a existéncia dos limites a
auséncia de indeterminacdes, porém destacaram a importancia de ‘mecanismos
matematicos’ e ‘manipulagbes algébricas’ para ‘tirar’ a indeterminagéo e, enfim,
encontrar o limite da funcdo em determinado ponto. Vejamos a resposta de alguns

dos sujeitos no quadro 28 (a seguir).

Quadro 28 — Respostas para a 52 questdo de Q2

Sujeito Resposta
\és\-l ML&lQAD Jsi%v\iLtLa FIEON-N imé!;lh\w-—t‘matlzo‘%{ ovill wor da” pse
S1 OJE‘"‘W LIV 1Y) l&wx g&mx\é Mova  AAniR fW\O\.va‘w.[‘L‘?G‘% Bfﬁc'ﬁuc&
28 in‘ -4
e X=2

QQU&UQ‘(VV\{V‘*Q R ‘F\AWC{&‘S Comn arn Vb
e o [V E o) Ae(.;\,\x&@ wWe. palon \en ‘LQ
—‘[MM&.C:O-\Q' indo e e '\auu", wALs € oL
vaiwheol waellver ‘M?é-_‘ﬁﬁﬁﬂ;d’& e E-QQF S faad
:PMO: C.cx,h.e/\ ,\(L,«M.P(Q,, cl& 'Q;\A,Lerc;cw-t A,e “(’“"‘A‘%""%
Lobricon cute o dmmduid Ao demomine Seor
ARV =S Ok.graw(o\e, © zece do -{.«.«.vv(‘(&.’@,
L= SR T e + 4

&=L . X4
mox Gudekivminopdd . Tans mugrfco. qut & Lomif do-
S5 . Gornities g e dqw,dbbvﬁdfr@ﬂ;&

w
roce

S4

om  Zo2 = 202 = O (bammopss )
X—pd x 4 2%y O '
Fonte: Anota¢Bes dos sujeitos investigados.

O sujeito S4 vinculou a indeterminagao a presenga de ‘buracos’ no grafico e
as condi¢cdes de dominio da funcdo, especialmente no caso da emergéncia de
denominadores nulos e S3 evocou a necessidade de verificar a existéncia do limite

por meio dos limites laterais.
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Os exemplos apresentados pelos estudantes foram bem parecidos, uma vez

a?

x?- x—-a
gue representavam limites de funcgdes racionais do tipo lim,_, —— ——ou lim,_,,

x2—q2

sendo tais fun¢des bastante comuns em exercicios propostos em livros de Calculo.
. 1 A

S4 representou um lim,_,, f(x) = 5 fato que reforcou a énfase dada pelo aluno nos

casos em que o calculo de limite ocasiona na emergéncia de denominadores nulos.

O sujeito S3 apresentou como exemplo o lim,_,_; —, levando-nos a refletir

acerca de duas situacoes:

+

_— n
O Sendo

(1) O limite apresentado poderia ser reescrito como lim,__;

. . 1 P .. .. . L, .
assim, lim,,_; —=—1.Isto &, 0 limite existia e era igual a —1, ao contrario

do que fora apontado pelo estudante;

(i) E possivel que esse estudante tenha mobilizado a representacdo de uma
assintota vertical, uma vez que conjecturou que indeterminacdes resultam
em limites que tendem para +o ou —co quando x — x, (pela direita ou

pela esquerda).

De modo geral, conjecturamos que 0s sujeitos investigados tenham evocado
imagens conceituais parecidas sobre indeterminagéo. llustramos nas figuras 46 e 47
possiveis representacfes das respostas dos estudantes para a quinta questdo de

Q2.

Figura 46 — Resposta intuitiva 1 para a 52 questao de Q2

Resposta:

Representa um buraco no gréafico da
fungdo; um ponto ndo definido em sua
lei de formagao.

Imagem Conceitual

[ICE]
Defini¢do Conceitual N\ Indeterminagdo — ‘buraco’
7 "o grafico da
funcdo/emergéncia de
denominadores nulos
(dominio da funcdo)

Estimulo:
Explicar o que entende por

My, f) =7

Fonte: Elaborado pela autora
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Figura 47 — Resposta intuitiva 2 para a 52 questao de Q2

Resposta:

Representa em indeterminagdo que
pode implicar em limites que tendem
ao oo ou L pode ndo existir.

Imagem Conceitual
[ICE]

Defini¢do Conceitual N Indeterminagio - limite
7 obtido pelos limites laterais;

limites tendem ao infinito
(+00; —00).

Estimulo:
Explicar o que entende por

. 0
hmx—>x0 f(x) = 6

Fonte: Elaborado pela autora

Conforme mencionamos anteriormente, nosso objetivo com Q2 foi, sobretudo,
investigar as definicbes conceituais pessoais dos estudantes investigados sobre
limite de uma funcéo no ponto e, também, limites infinitos. Para tanto, solicitamos em
diferentes tarefas a explicacdo de situacdes especificas relacionadas a esses
conhecimentos.

Com o terceiro questionario (Q3), nosso intuito foi conjecturar, a partir das
anotacdes dos sujeitos, sobre o0s elementos contemplados em suas imagens
conceituais a respeito da ideia de continuidade e suas (possiveis) relacbes com o
conceito de limite. Apresentamos os resultados obtidos por meio desse instrumento

no topico subsequente.

4.3.3. Imagens Conceituais Evocadas no Q3

O terceiro questionario foi composto por seis questdes. Na primeira questéo,
perguntamos se era possivel desenhar o grafico de uma funcéo, em que lim,_,, f(x)

existia, conforme as condigdes estabelecidas em cada item de (a) a (d):

a) A funcéo seja descontinua em x = 4? Explique
b) A funcéo seja continua em x = 4? Explique.
c) A funcéo néo seja definida em x = 4? Explique.

d) A funcao seja definida em x = 4? Explique.
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No item (a), somente S5 afirmou ndo ser possivel construir uma funcéo
descontinua em x = 4, cujo limite existe quando x — 4. Conjecturamos que esse
sujeito tenha evocado para a descontinuidade em um ponto uma representacao
grafica com ‘salto’ nesse ponto®. Isso porque, nas condicdes apontadas pelo sujeito
(ver quadro 29), o limite bilateral ndo existiria e a funcdo seria descontinua nesse

ponto.

Quadro 29 — Resposta dada para o item (a) da 12 questdo de Q3

ey ) P Lvmewwpb dr/x&\bmqaho@ Lorso, s CQY;U}'OL
it clors it Lodmross-

Fonte: Anotagbes do sujeito S5

O sujeito S3 afirmou ser possivel construir uma funcdo conforme as
condi¢cBes estabelecidas no item (a). Em sua resposta, ficou claro que para ele a
existéncia do limite ndo esta necessariamente atrelada a continuidade. E, ainda que
nao tenha evocado explicitamente, conjecturamos que S3 tenha interpretado, assim
como S1 e S4, que a descontinuidade dessa funcdo seria representada por um
‘buraco’ em f(4) que ndo influenciaria a questdo da existéncia do limite quando
x — 4. Evidenciamos, assim, uma imagem conceitual que poderia ser adjacente a tal
interpretagcdo: se p ndo pertence ao dominio de f, entdo a fungéo é descontinua em

p. Como exemplo, apresentamos no quadro 30 a resposta do sujeito S4.

Quadro 30 — Resposta dada para o item (a) da 12 questao de Q3

Siew QP{’O—“{wQe Tecs o buvace LTy beke
Jorio” e 4(4')

Fonte: Anota¢des do sujeito S4

O sujeito S2 afirmou ser possivel a constru¢cdo do grafico de uma funcéo

conforme as condi¢Oes estabelecidas no item (a). Nesse caso, ele sugeriu como

® Evocagdes semelhantes a essa séo discutidas em Tall e Vinner (1981), Vinner (1987), Nifiez et al.
(1999), Karatas et al. (2011), Jayakody (2015), Jayakody e Zazkis (2015) e Messias e Brandemberg
(2015).
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exemplo f(x) = {3; + z’jcc : 2. Ressaltamos a coeréncia da resposta de S2, ja que

essa funcédo é descontinua em x = 4, ainda que {4} € Dy, e lim,_,, f(x) existe.

No item (b), todos os estudantes consideraram ser possivel construir uma
funcdo f nas condi¢Oes estabelecidas, ou seja, lim,_,, f(x) existe e f & continua em
x = 4. Mais uma vez, as respostas de S1 e S4 foram parecidas. Isso porque, em
suas justificativas eles reforcam a ideia de continuidade atrelada a auséncia de
‘buracos’ no grafico da fungédo. J& S2 destacou a funcdo f(x) =x+ 2 como um
exemplo de funcdo continua em x = 4 e, cujo limite existe quando x — 4.

A imagem conceitual evocada pelo sujeito S5 foi pautada claramente na
interpretacdo de que uma funcdo f € continua em um ponto p se p € Df%3. A
justificativa de S3 para a questdo foi norteada por uma compreensdo sobre
continuidade vinculada a fluidez e inteireza da funcdo, ja que para o sujeito, €
possivel ‘construir o grafico de uma fungdo continua normalmente’, conforme

destacamos no quadro 31.

Quadro 31 — Resposta dada para o item (b) da 12 questdo de Q3

o . O i C,LOYltA"‘,",I_Mi. e~/ ‘/»)';1,4)7‘“9" Xy 0
grm, Povs Ao O f'Uff“;ffLO . s

gikfeco nrralinen it

Fonte: Anota¢des do sujeito S3.

No item (c), os sujeitos S3 e S5 responderam nao ser possivel construir o
grdfico de wuma funcdo tendo em vista as condicbes estabelecidas
(lim,_, f(x) existe; f(x) ndo é definida em x = 4). A imagem conceitual evocada por
ambos foi pautada na compreensdo de que a existéncia do limite em determinado
ponto depende desse ponto estar definido no dominio da funcéo, tal como foi
apontado nos estudos mencionados no 1° capitulo®.

Consideramos que a resposta de S2 ndo apresentou elementos suficientes
para que pudéssemos conjecturar acerca de sua imagem conceitual evocada sobre

limite e, especialmente, continuidade de uma funcéo. Ainda assim, observamos que,

* Maiores esclarecimentos acerca dessa discussdo, sugerimos a leitura de Tall e Vinner (1981),
Vinner (1987), Amatangelo (2013), Denbel (2014), Jayakody (2015) e Jayakody e Zazkis (2015).
* Referimo-nos, por exemplo, a Przenioslo (2004), Jordaan (2005), Karatas et al. (2011), Denbel
(2014), Messias e Brandemberg (2015).
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a partir da condicéo estabelecida no item ¢ (lim,_, f(x) existe; f(x) ndo é definida

em x =4), S2 pensou na funcdo racional f(x) =ﬁ, porém nao fez quaisquer

consideracdes sobre seu limite quando x — 4.

Todos os sujeitos afirmaram ser possivel construir uma funcéo tendo em vista
as condicdes estabelecidas no item (d). De maneira semelhante a itens anteriores,
S3 evocou a ideia de que a existéncia do limite em um ponto esta atrelada a
necessidade desse ponto estar definido no dominio da funcéo.

A resposta de S5 ndo nos permitiu conjecturar acerca de sua imagem
conceitual evocada, uma vez que ele fez referéncia as definicdes de funcéo e limite,
sem quaisquer esclarecimentos sobre como essa teoria formal mobilizada justificaria
a construcao do grafico de uma funcédo mediante as condi¢cdes estabelecidas no item

(d). Ja S1, justificou que ‘todos os elementos no eixo x teriam correspondentes em

)

y.

S2 apontou para a semelhanca em relacdo ao item (b), no qual ele
apresentou um exemplo de uma funcéo polinomial de 1° grau (portanto, continua em
todo seu dominio). J& S4, sugeriu uma funcdo em que o ponto (4,f(4)) seria
definido.

As imagens conceituais evocadas pelos estudantes na 12 questdo de Q3
foram pautadas, sobretudo, em interpretacdes que relacionavam existéncia do limite,
continuidade no ponto e dominio da funcdo. Apresentamos, nesse sentido, possiveis
ilustracbes para as respostas apresentadas pelos sujeitos investigados na referida
questéao (ver figuras 48, 49 e 50).
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Figura 48 — Resposta intuitiva 1 para a 12 questéao de Q3

Resposta:

E possivel construir funcdo tal que
lim,_, f(x) exista e f(x) seja
descontinua em x =4; f(x) terd
‘buraco’/intervalo aberto em x = 4.

Im m Conceitual
[ICE]

Existéncia de lim, . f(x)
independe da continuidade
Definigao Conceitual em x,

7 Descontinuidade em x,,
representa ‘buraco’ em

f (x0)

lim, . f(x) existe; f é
descontinua em x = x,

Estimulo:

Verificar se é possivel construir o
grafico de f(x) tendo em vista certas
condigGes estabelecidas em x =4 e
sabendo que lim,_,, f(x) existe.

Fonte: Elaborado pela autora

llustramos, na figura 48, uma resposta pautada na compreensédo de
continuidade vinculada a ‘inteireza’/conectividade da funcéo, isto €, uma imagem de
auséncia de ‘quebras’ ou ‘buracos’ em sua representacdo grafica. Esse tipo de
interpretacdo pode levar um estudante a generalizacdo da ideia de que se p ndo
pertence ao dominio de f, entdo a funcdo € descontinua em p. Conforme
mencionamos anteriormente, nesses termos, a continuidade da funcdo em
determinado ponto estaria atrelada as condi¢ces de dominio de f para esse ponto.

Outra imagem conceitual adjacente a essa nogao de ‘inteireza’ e fluidez
atribuidas a funcao continua (no ponto ou ao longo de um intervalo) € a de auséncia
de ‘saltos’ em sua representacdo grafica (ver figura 49). Entretanto, o fato de um
sujeito evocar tal imagem nao garante que ele, necessariamente e simultaneamente,
tenha a compreensao de que o grafico de uma fungéo continua nao tem ‘buracos’ ou

‘quebras’.
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Figura 49 — Resposta intuitiva 2 para a 12 questéo de Q3

Resposta:

N3o é possivel construir fungdo tal que
lim,,, f(x) exista e f(x) seja
descontinua em x =4, pois
descontinuidade ndo leva em conta a
existéncia dos limites laterais.

Definigao Conceitual

Imagem Conceitual
[ICE]

(des)continuidade x limites
\ laterais

Descontinuidade em x,
representa ‘salto’ em x,,

lim,_,, f(x) existe; f &
descontinua em x = x,

Estimulo:

Verificar se é possivel construir o grafico
de f(x) tendo em vista certas condi¢Ges
estabelecidas em x = 4 e sabendo que

lim,_,, f(x) existe.

Fonte: Elaborado pela autora

Evidenciamos também que interpretacdes que relacionavam existéncia do

limite ao dominio da fung¢do constituiram a imagem conceitual evocada de alguns

sujeitos, conforme ilustramos na figura 50.
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Figura 50 — Resposta intuitiva 3 para a 12 questéao de Q3

Resposta:
Ndo é possivel{construir funcdo tal que
a

lim,_,, f(x) exista {4} € D;, pois para L
existir. f tem aue estar definida em x = 4.

Imagem Conceitual

[ICE]
S . N Paralimite existir em x,, f
Defini¢do Conceitual 71 deve estar definida em x,,,
lim,_, f(x) exis{e; Xg € Df
Estimulo:

Verificar se é possivel construir o grafico de
f(x) tendo em vista certas condigBes
estabelecidas em x =4 e sabendo que
lim,_,, f(x) existe.

Fonte: Elaborado pela autora

Na segunda questdo de Q3 perguntamos aos sujeitos se era possivel
desenhar uma funcéo descontinua que tivesse limite em cada ponto de seu dominio.
As imagens conceituais evocadas foram constituidas de elementos semelhantes aos
da questdo anterior. Ressaltamos, nesse sentido, que dois sujeitos, S1 e S5,
afirmaram néo ser possivel construir uma funcédo que fosse descontinua e tivesse
limite em todos os pontos de seu dominio. Em suas justificativas, evidenciamos,
mais uma vez, a imagem ‘sem saltos’ para a continuidade de uma fungdo. Além
disso, S1 evocou de maneira explicita que o salto implica em limites laterais
diferentes e, consequentemente, a ndo existéncia do limite.

J& os sujeitos S2, S3 e S4 afirmaram ser possivel construir uma funcdo que
estivesse em acordo com as condi¢des estabelecidas na questdo. Suas justificativas
foram pautadas na ideia de que um ‘buraco’ representaria uma funcdo descontinua,
fato que néo influenciaria na (ndo) existéncia do limite. S2, inclusive, exemplificou de
maneira explicita essa compreensao.

Como exemplo, destacamos no quadro 32 as respostas que 0s sujeitos S2 e

S5 deram para a 22 questao.
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Quadro 32 — Respostas dadas para a 22 questao de Q3

Sujeito Resposta

Tgmé\ 3 Bt wr peides £203
S2 3 &e -
?Wﬂ/ | t = mqf@e&ﬁ»%1ﬁw{:
f\)oﬁ} p@ua'wm H,umcfob doxgr@mm,maﬁ Pgi}l-tbﬂl/m.btb

Fonte: Resposta dos sujeitos investigados.

S5

A parte da imagem conceitual dos sujeitos que foi ativada — tanto nessa
questdo quanto na anterior — fez com que nés pudéssemos pensar em algumas
representacdes graficas as quais acreditamos que possam ilustrar suas evocacdes

(até entdo) sobre descontinuidade de uma funcdo em determinado ponto:

()  Quando x, € Dy, lim,_,, f(x) existe e lim,__ f(x) # f(x,)

)7

>

/ 0

(i) Quando x, & Dy e seu grafico possui um intervalo aberto (‘buracos’)
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(i) A existéncia de saltos na funcao/limites laterais diferentes

AY
3 o

X

As respostas (predominantemente) intuitivas dos sujeitos para a 22 questao
de Q3 foram semelhantes as da 12 questdo. Por isso, elaboramos somente a figura
51 que representa a evocacao de S1 sobre a presenca de saltos, sua relacdo com

os limites laterais e, consequentemente, com a existéncia do limite bilateral.

Figura 51 — Resposta intuitiva 1 para a 22 questao de Q3

Resposta:

N3o ¢é possivel construir uma fungdo
descontinua que tenha limite em cada
ponto de seu dominio, pois havera limites
laterais serdo diferentes.

Imagem Conceitual

[ICE]
\ Limite ndo existe; funcédo
Definigﬁo Conceitual ‘ﬂ descontinua em Xg-

‘saltos’ em x, implicam em
limites laterais diferentes

Estimulo:

Verificar se é possivel construir uma
fungdo descontinua que possua limite
em cada ponto de seu dominio

Fonte: Elaborado pela autora

Na terceira questdo perguntamos aos alunos se era possivel construir uma
funcdo que fosse continua e ndo possuisse limite em um ponto qualquer de seu
dominio. Observamos que S1, S2, S3 e S5 afirmaram néo ser possivel construir uma
funcdo que contemplasse as condi¢cdes estabelecidas na questdo. Nesse sentido,
evidenciamos que:
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» Para S1, se f € continua, entdo para todo x, existe um f(x) correspondente,
fato que implica na existéncia do limite em qualquer ponto do dominio;

= Para S2, a continuidade da funcdo em x, depende de x, € Dy, além da
existéncia do limite quando x — x,;

» Para S3 e S5, se f é continua, entdo ela necessariamente tem limite em

todos os pontos de seu dominio.

Verificamos que as imagens conceituais desses sujeitos foram pautadas na

ideia de que uma funcéo f € continua em um ponto p se p € D;. Além disso,

observamos que, para eles, a continuidade em um ponto depende da existéncia do
limite. Nesse sentido, evidenciamos, por exemplo, que o conceito de continuidade na
extremidade a direita ou a esquerda de um ponto ndo fez parte das imagens
conceituais dos sujeitos investigados. Seria possivel, mediante a evocacao desse
conceito, que uma funcdo fosse construida tendo em vista as condicbes
estabelecidas na terceira questdo, conforme destacamos na representacao grafica
da funcdo a seguir, na qual lim,_, f(x) ndo existe, porém a fungcédo é continua em

x =1:

% 4

O sujeito S2 foi o uUnico que afirmou ser possivel construir uma funcgéo
continua que ndo possuisse limite em qualquer ponto de seu dominio. Porém, sua
justificativa ndo se mostrou coerente, uma fez que ele mencionou a possibilidade de
lim, ., f(x) # f(x0), 0 que, na verdade, poderia implicar na descontinuidade da
funcdo em x,.

Para fins de exemplificacdo, apresentamos as respostas de alguns dos

sujeitos investigados para a terceira questao no quadro a seguir:
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Quadro 33 — Respostas dadas para a 32 questao de Q3

Sujeito Resposta
s Voo, pan ‘eds tl'n'.w.iro do dowimio kwn tosnmpondia e,
e ks, enlas oo powle el ik

Moo ¢ pw%p pria Eow’in,mr\ a MCZOO ale

%M5M &W’LW o
52 ebiuiegs Jueostn Conbivsnnan

_t‘ih —QAW € ey
o pondiliuide s pedde
Nos | wrney O a

S5 b%m’fwy %Mfﬁ UU%Q Cb*% mﬁ W

Fonte: Resposta dos sujeitos mvestlgados.

Ressaltamos que, novamente, as respostas dos sujeitos se configuraram

como intuitivas e foram constituidas por elementos semelhantes aqueles evocados

nas questdes anteriores de Q3. Ainda assim, consideramos importante destacar a

figura 52, na qual ilustramos a relacédo de dependéncia estabelecida pelos sujeitos

investigados em relag&o aos conceitos de limite e continuidade.

Figura 52 — Resposta intuitiva 1 para a 32 questao de Q3

Resposta:

N3do é possivel construir a fungao, pois
para ser continua f precisa ter limite em
todo dominio.

Imagem Conceitual
[ICE]

N\ limite existe em qualquer
7] ponto do dominio — funcdo
continua.

Defini¢cao Conceitual

Estimulo:

Verificar se é possivel construir uma
funcdo continua que ndo tenha limite
em qualquer ponto de seu dominio.

Fonte: Elaborado pela autora
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Na quarta questdo de Q3 solicitamos que o0s estudantes escrevessem uma
definicdo conceitual pessoal para continuidade de uma funcédo, ja que assumimos
que a forma em palavras utilizadas para descrever um conceito traz consigo
elementos que, por sua vez, caracterizam a imagem conceitual de um individuo.

Quatro sujeitos — S2, S3, S4 e S5 — escreveram definicbes conceituais
pessoais baseados no conhecido ‘teste de continuidade’ que é comumente
apesentado em livros de Caélculo e no qual sdo estabelecidas condicbes para que
uma funcgéo seja continua em um ponto x,: (i) f(x,) existe, (i) lim,_,, f(x) existe e
(iii) lim,,, f(x) = f(x,). Reiteramos que o entendimento sobre continuidade

pautado nesse ‘teste’ pode levar os estudantes a interpretagdes equivocadas acerca
do conceito, conduzindo-os ao erro dependendo da tarefa matematica que Ihes for
solicitada®. Como exemplo, vejamos a resposta do sujeito S3 no quadro a seguir:

Quadro 34 — Resposta dada para a 42 questao de Q3

Voo di'zn quz WP f;_,'{mgajg £ conllnua re <o mﬂﬂfaj s
){43(,,,}1—:5,, Cmdx"?&?;_/:
o 3 fla)
P) 3}5!?')", 1/’(.‘1)
bl
. o L0 = O -

Fonte: Anota¢des do sujeito S3.

A definicdo conceitual pessoal de S1 foi norteada por evocacdes que
vinculam a continuidade a ideia de ‘inteireza’, ‘fluidez’ da funcado que, por sua vez,
nao ‘tem interrupgdes’ em sua representacao grafica. Evidenciamos, também, que
para esse sujeito, uma funcéo continua € constituida por ‘um conjunto de pontos
com correspondentes em x e y’. Ou seja, ndo tem ‘buracos’, ‘quebras’ ou ‘saltos’,

conforme destacamos no quadro 35.

® Acerca dessa discussio, sugerimos a leitura de Jayakody (2015) e Jayakody e Zazkis (2015).
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Quadro 35 — Resposta dada para a 42 questao de Q3

Comdunls o poudor tom eovorpoudinkes em ¥ey. o 0
mav fa” im‘lm\vc‘aﬁ e b e %\u’.l«z'a)

£x | \‘Y/\/K

Fonte: Anotag8es do sujeito S1.

As definicdes escritas pelos estudantes na 42 questéo foram, na verdade, uma

‘traducao’ de suas evocagdes em questdes anteriores, isto €, da parte da imagem

conceitual que foi ativada (ver figuras 53 e 54).

Figura 53 — Resposta intuitiva 1 para a 42 questao de Q3

Resposta — Definigdo Conceitual Pessoal
“uma fungdo é continua se ela satisfaz as
seguintes condigbes: 3f(a), 3 lim,._,, f(x)
elim,_, f(x) = f(a)” (Sujeito S3)

Imagem Conceitual

[ICE]
32 condigdo: lim,,,, f(x) =
Defini¢do Conceitual f(xo)

22 condigdo: Limite existe no
ponto

12 condigdo: Fungao deve
estar definida no ponto

Estimulo:
Escrever uma definicdo conceitual
pessoal para continuidade de uma
funcgao.

Fonte: Elaborado pela autora
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Figura 54 — Resposta intuitiva 1 para a 42 questao de Q3

Resposta — Definigao Conceitual Pessoal
“Conjunto de pontos com correspondentes
em x e y onde ndo hd interrupgdo na linha
do grafico” (Sujeito S1).

Imagem Conceitual
[ICE]

\ Sem ‘buracos’ ou ‘saltos’

Definigao Conceitual

Paratodo x, 3umy
correspondente.

Estimulo:
Escrever uma definicdo conceitual
pessoal para continuidade de uma
funcdo.

Fonte: Elaborado pela autora

No que se refere a quinta questdo, solicitamos que 0s sujeitos observassem

os gréficos das funcdes f(x) e g(x) e, em seguida, que respondessem os itens de

(a) a (c), conforme quadro 36:

Quadro 36 — 52 questéo de Q3

N

Fonte: Jayakody e Zazkis (2015) Fonte: Jayakody e Zazkis (2015)

a) A funcéo representada na figura 4.1 é continua? Explique.
b) f(x) € continua em x = —57? Explique.
c) A funcao representada na figura 4.2 é continua? Explique.

> 5
>

/ hx

Fig 4.1 — Gréfico de f(x) Fig 4.2 — Gréafico de g(x)

Fonte: Parte do questionario Q3.

No que concerne ao item (a), somente o sujeito S2 afirmou que a funcéo f(x)

nao era continua. Para esse estudante, a funcéo precisa ser continua ‘num todo’ e,

segundo ele, ndo ha continuidade para x < 0 (ver quadro 37).
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Quadro 37 — Resposta dada para o item (a) da 52 questédo de Q3

Vo . Yoo g ﬂ,wm%‘;ﬁ/“loeﬂ)@@/@i" :?ua& o %m&f&& A oude pares o
@%\ME feon 0?1(1250@ cli/wﬂ_o\ 3 Twdo bt PMO‘ Y W’\Mui&odk " Fcu:,,l_ ;
.PIOMAVQ ‘/L,ﬂ %ete . éul&e@o W’: WULL“ ‘?OULG o QAfifu.OnclL\ _powau.d& PO
W?‘-’:“\, I"‘-"-At‘- C'Q/LG (DS \,m: o Gm:]X A.(u,;(:l.nu:ﬁl © MO C’f,&&,@ —(:Du«\ Oe_(
howern o cordenud dode awm tods

Fonte: Anotagdes do sujeito S2.

Tendo em vista sua justificativa, bem como sua definicdo conceitual pessoal

para continuidade de uma fungéo, entendemos que, para S2:

Para a funcéo ser continua ela precisa estar definida em IR;
Continuidade no ponto: a funcéo precisa estar definida nesse ponto;

A continuidade depende da existéncia do limite.

Todos os outros sujeitos investigados afirmaram que f(x) era continua no

item (a). A justificativa de S1, por exemplo, foi pautada na existéncia dos limites para

todo x pertencente ao intervalo [0, +0), conforme destacamos no quadro 38:

Quadro 38 — Resposta dada para o item (a) da 52 questédo de Q3

Mo, Paroe Vol LW Gt Xy oda rupn Wﬂwlu.

Fonte: Anota¢des do sujeito S1.

Mediante a definicdo conceitual pessoal de S1 para continuidade de uma

funcdo destacada, bem como suas respostas para o item (a) e, também, para

guestBes anteriores de Q3, conjecturamos que para esse sujeito:

Uma funcdo é continua se sua representacdo grafica ndo apresenta
‘interrupgdes’, ou seja, ndo ha ‘buracos’, ‘quebras ou ‘saltos’;
Os termos continuidade e conectividade sao interpretados de maneira

semelhante®;
Continuidade da funcéo é atrelada a ideia de inteireza; fluidez.

66 Sugerimos a leitura de Cornu (1991) e Jayakody e Zazkis (2015).
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O sujeito S4 afirmou que f(x) era continua, devido tal funcao estar definida
para x > 0, bem como lim,_,, f(x) = f(x,), para todo x, > 0. Tal justificativa esta
em acordo com a definicdo conceitual pessoal apresentada pelo sujeito na questao
anterior. Destacamos, a seguir, a resposta de S4 para a referida questéo.

Quadro 39 — Resposta dada para o item (a) da 52 questédo de Q3

g‘\w\ y aee.{/‘) _F & ‘cﬂ(,g_()\v:\ doe PO, .fx>C\e7b Q,cv\\/\\"*t“/; da jr()g
Pecre~ o wt@‘ \,("\‘3"""5""6'/x G&/E_ O eK"/B’_kf—w\ e [po.(“‘c\
Ae -LCK‘) , X770, 'kQMe/\,

kxé = \Q/Q\N\, _[_'Cx)

X=X,

Fonte: Anota¢des do sujeito S4.

As justificativas de S3 e S5 ndo nos permitiram tracar reflexdes acerca de
muitos elementos de sua compreenséao sobre funcéo continua, ainda que, para S3, a
continuidade na origem da funcdo pode ser uma condi¢cdo para caracteriza-la como
continua. E importante ressaltar que esses dois sujeitos evocaram o ‘teste de
continuidade’ quando apresentaram uma definicdo conceitual pessoal, porém nédo
fizeram referéncia a esse ‘teste’ em suas justificativas para o item (a).

No que concerne ao item (b), verificamos que apenas S2 afirmou que f(x) era
continua em x = —5. Nesse sentido, ressaltamos que identificar o dominio da funcao
se configurou como um fator de conflito cognitivo, uma vez que para esse sujeito,
nao havia ‘restricdo em IR™" e, por isso, f(x) seria continua. Nesse sentido, o fato da
funcdo nado estar definida para valores negativos ndo foi levado em consideragéo
pelo sujeito. E possivel que para ele ‘sem restrigdes’ signifique sem ‘saltos’,

‘buracos’ ou ‘quebras’ (ver quadro 40).

Quadro 40 — Resposta dada para o item (b) da 52 questdo de Q3

O Y S e

Fonte: Anota¢des do sujeito S4.

Os outros sujeitos investigados afirmaram que a fungdo n&o seria continua.
Isso porque, ndo havia correspondentes em y para x = =5 (ICE S1) ou porque

f(=5) e lim,_,_5 f(x) ndo existem (ICE S4), ou ainda, devido o ponto ndao ser
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fechado no grafico de f(x) (ICE S3) e ndo ser possivel que todos os valores de y

existam para x = —5 (ICE S5). De modo geral, tais justificativas tem como imagem

conceitual adjacente a ideia de continuidade da funcédo atrelada as condi¢cdes de

dominio da funcdo. Finalmente, no item (c) observamos que todos 0s sujeitos

justificaram a nao continuidade da fungéo g(x) em x = 3 devido a funcdo néo estar

definida nesse ponto. Como exemplo, destacamos no quadro a seguir algumas das

respostas dos sujeitos investigados para essa questao.

Quadro 41 — Respostas para o item (c) da 52 questédo de Q3

Sujeito Resposta
-~ . ’ LO x_ % ' !,L -
¢ towlmun yateme fon =5 e w4 ouwm
S1 :
:LN\\-LY\\.'!G.QG q\jw\‘eo
S4 gd}, Poin 2D vty L O\nﬁ%mckcu Ny *)(“-V“Q(gv@

Fonte: Anotagbes dos sujeitos investigados.

De modo geral, as respostas dos estudantes para a quinta questdo podem ser

representadas pelas figuras 51, 52 e 53. Ainda assim, complementamos nossas

interpretagcdes por meio da figura 55.

Figura 55 — Resposta intuitiva 1 para a 52 questao de Q3
Resposta:

A fungdo ndo é continua em um ponto se
tem restrigdes no dominio, limite nao
existe, se seu grafico tem interrupgdes,
etc

Imagem Conceitual

[ICE]
Possiveis restri¢Ges:
Interrupgdes no grafico:
CondicGes de dominio da
funcao;
N3o existéncia do limite

Definigao Conceitual

Verificar se a fungao
apresenta restrigcoes para a
continuidade

Estimulo:

Justificar a (ndo)continuidade das fungGes
por meio da andlise de suas
representacoes graficas.

Fonte: Elaborado pela autora
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Finalmente, na sexta questdo, solicitamos que o0s sujeitos avaliassem a

continuidade de trés funcgbes, cujas representacfes graficas sdo destacadas a

seqguir:
l\Y ‘PY ?,‘
_/\.“/ i az* i S
:l N " | =
¢ : ‘
' —— N
a - @ X | b

As respostas dos sujeitos para a sexta questdo de Q3 foram pautadas em
imagens conceituais sobre continuidade semelhantes aquelas evocadas em
guestBes anteriores, fato que reitera que suas compreensdes relativas a esse
conceito estdo, sobretudo, atreladas a:

(1) Ideia de conectividade. Observamos tal compreenséo na resposta de S5
que justificou a descontinuidade da fungdo no ponto devido ‘a distancia
entre os intervalos’, ou seja, ao ‘salto’ no ponto x = a;

(i) Auséncia de ‘saltos’, ‘buracos’ ou ‘quebras’ na representacdo grafica da
funcado. Esse tipo de imagem conceitual evocada se mostrou presente nas
respostas dos sujeitos, configurando-se, em suas percepg¢des, como uma
condi¢céo essencial para a continuidade da funcéo no ponto;

(i)  Condicdo de dominio da funcdo. A necessidade de a funcéo estar definida
no ponto para gque esta seja continua foi uma das imagens conceituais
mais evocadas pelos sujeitos em Q3;

(iv)  Existéncia do limite. Muitas das respostas dos sujeitos foram pautadas em
uma compreensao que vinculava a continuidade da funcao a existéncia do

limite em qualquer ponto de seu dominio.

Para fins de exemplificacao, listamos no quadro 42, as respostas de S1 e S4
para a questao.
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Quadro 42 — Respostas para a 62 questao de Q3

Sujeito Resposta
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Fonte: Anotacdes dos sujeitos investigados

As respostas dos sujeitos investigados na sexta questdo foram pautadas em
imagens conceituais que também foram evocadas em questdes anteriores. Nesse
sentido, consideramos que a figura 55 (destacada anteriormente) também pode

ilustrar o entendimento deles acerca do conceito de continuidade de uma funcéo.

4.4. Consideracfes sobre o capitulo

No decorrer desse capitulo, analisamos as respostas dadas pelos estudantes
as atividades solicitadas em trés questionarios, fato que nos permitiu conjecturar
acerca dos elementos constituintes de suas imagens conceituais no que tange aos
conceitos de limite e continuidade de uma fungao.

Optamos, nesse sentido, por construir possiveis ilustracbes que
representassem o pensamento dos sujeitos investigados, de modo a destacar a
parte de suas imagens conceituais que foi ativada mediante os estimulos
apresentados, isto é, as tarefas solicitadas em cada questao.

Reiteramos gue nossas analises sobre a compreensdo desses sujeitos foram
norteadas pelos apontamentos tedricos de Vinner (1991). Além disso,
estabelecemos conexdes entre nosso estudo e outras pesquisas que tiveram como
objeto de investigacdo a compreenséo de estudantes sobre limite e continuidade. A
pluralidade de interpretacdes acerca desses conceitos tem sido discutida em
diferentes pesquisas, conforme apresentamos nos quadros 1 e 2 que, por sua vez,

levaram-nos as seguintes consideragfes prévias:
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= O conhecimento de estudantes sobre limite é pautado, sobretudo, em

interpretacdes dinamicas desse conceito;

» A questdo da existéncia do limite é um fator de conflito em potencial para
estudantes de Calculo;

= A compreensdo de estudantes sobre continuidade encontra-se vinculada a
uma concepcdo natural, na qual € atribuido direcionalidade, movimento,

fluidez e inteireza a funcéo;

= As condi¢bes que implicam na (des) continuidade de uma funcdo em um
ponto ou ao longo de um intervalo séo interpretadas de maneira equivocada

pelos estudantes;

= A relagdo entre limite e continuidade € comumente mobilizada (de maneira
consciente ou inconsciente) por estudantes ao resolverem tarefas

envolvendo tais conceitos.

Essas consideracbes prévias, bem como nossa experiéncia docente no
ambito do Calculo, foram fundamentais para que pudéssemos efetivar o estudo
preliminar que nos possibilitou alcancar o primeiro objetivo especifico
estabelecido para essa pesquisa®’, uma vez que analisamos o0s (possiveis)
elementos das imagens conceituais dos sujeitos investigados sobre limite e
continuidade de uma funcéo (e outros conceitos adjacentes). Evidenciamos, nesse
sentido, que seus conhecimentos foram pautados, sobretudo, nas seguintes

compreensoes:

0) Relacionadas ao conceito de limite de uma funcao
[C1] — A existéncia do limite depende dos limites laterais;
[C2] — lim,._,,, f(x) existe se lim
limx—)xo f(x) = f(x0);

[C3] - lim,._,,, f(x) existe se x, € D;

+ f(x) e lim,,; f(x) existem e s&o iguais e se

XX

0 primeiro objetivo especifico de nossa pesquisa consistiu em analisar os elementos que compdem
a imagem conceitual de estudantes de licenciatura em matemética no que se refere aos conceitos de
limite e continuidade.
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[C4] - Saltos’ implicam em limites laterais diferentes e, consequentemente, na nao
existéncia do limite;

[C5] — O limite representa uma aproximacao no eixo das abscissas;

[C6] - x - x§ e x - x5 implica que f(x) - L;

[C7] - O limite € uma aproximac¢ado em torno/a direita e a esquerda de x, que implica
em uma aproximacao de f em relagdo a um valor de y correspondente;

[C8] — Limites infinitos: a medida que tomamos valores proximos de x, a fungéo
cresce ou decresce;

[C9] — Teorema do confronto: L existe quando x — x, se 0s limites laterais existem e
estes sao iguais;

[C10] — Para calcular o limite de uma funcéo escrita em partes quando x — x,, basta
fazer x = x, em todas as equacgdes que compdem f(x);

[C11] — L € o correspondente em y para x = xg; f(xy) = L;

[C12] - lim,._,, f(x) significa que quando x — x, pela direita e pela esquerda
fx) = L

[C13] - lim,_,,, f(x) sera sempre igual a f(x,);

[C14] — L e o comprimento de uma reta;

(i)  Relacionadas ao conceito de continuidade de uma fungao

[C15] - f é continua em x, Se x, € Dy;

[C16] — A continuidade de uma fungcdo em um ponto depende da existéncia do limite
nesse ponto;

[C17] — A descontinuidade em um ponto representa um ‘buraco’ em x;

[C18] — A descontinuidade no ponto implica em ‘salto’ no grafico da fungao;

[C19] — f é continua se todo valor de x apresentar um correspondente em y;

[C20] — f é continua se ndo apresentar ‘saltos ou ‘buracos’ em sua representagéo
gréfica;

[C21] — Continuidade = Conectividade.

(iii)  No que concerne a relagdo entre limite e continuidade de uma funcéo
[C22] — Se o limite existe em qualquer ponto do dominio entdo a funcdo é continua;
[C23] — ‘Buraco’ ou ‘quebra’ na representagao grafica de uma fungédo implica em
descontinuidade; descontinuidade implica na néo existéncia do limite;
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[C24] — A existéncia do limite independe da continuidade da fung&ao no ponto;

(iv) No que concerne a relacao entre limite/continuidade e outros conceitos
adjacentes

[C25] — Uma indeterminac&o implica em um ‘buraco’ no grafico da fungéo que, por
sua vez, representa a emergéncia de um denominador nulo;

[C26] — Uma indeterminacdo implica na obtencdo do limite por meio dos limites
laterais;

[C27] — Uma indeterminacdo implica na emergéncia de limites tendendo para o
infinito;

[C28] — Uma reta assintota representa um ‘limite’/uma ‘barreira’ que impede que a
funcdo toque determinado ponto; ndo deixa a funcdo alcancar o ponto por ela
interceptado;

[C29] — Uma reta assintota representa descontinuidade na fungéo;

[C30] — A presenca de uma reta assintota implica no célculo de limite por meio de
uma aproximacao a direita e a esquerda dessa reta,

[C31] — Uma reta de equacdo x = x, € uma assintota vertical se lim, .+ f(x) = oo
e lime; f(x) = $oo;

[C32] — Se a reta de equagdo x = x, € uma assintota vertical, entéo x;, € Dy; Se a
reta de equagéo y = y, € uma assintota horizontal, entdo y, € £Dy;

[C33] — Uma reta assintota no grafico de uma funcéo representa um deslocamento
de eixos e restringe o0 movimento da funcgéo;
[C34] — Uma assintota (vertical ou horizontal) implica na emergéncia de limites

envolvendo infinito;

Reiteramos que quando solicitamos a um individuo que resolva uma tarefa,
parte de sua imagem conceitual é ativada. E possivel que todo o conhecimento
desse sujeito acerca de um conceito matematico seja representado pela imagem
conceitual que foi evocada ou, dependendo do que |he for solicitado em outra tarefa,
ele pode mobilizar outros conhecimentos. Isso quer dizer que, ndo necessariamente,
as compreensoOes elencadas de [C1] a [C34] foram mobilizadas simultaneamente.

Desse modo, admitimos que ainda que um sujeito investigado ndo tenha

evocado qualquer uma dessas compreensofes, € possivel que em outro momento ele
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a utilize para resolver outra tarefa. Isso porque, cada uma das compreensdes que

constituiram as imagens conceituais dos estudantes que participaram de Nnosso

estudo preliminar esteve relacionada com os conceitos de limite e/ou continuidade

de uma funcao.

Ressaltamos, também, que as compreensdes mobilizadas pelos sujeitos

investigados estiveram em acordo com as consideracdes prévias que tragcamos a

partir das interpretacdes sobre limite e continuidade que tém sido apontadas em

diferentes pesquisas. Isso porque:

De fato, o conhecimento dos sujeitos investigados sobre limite mostrou-se
pautado em interpretacdes dinamicas desse conceito, principalmente,
guando o descreveram como um processo de aproximacdo em torno de um

valor tanto no eixo das abscissas quanto no eixo das ordenadas;

Os sujeitos investigados vincularam a existéncia do limite as condi¢des de
dominio, a continuidade da fungao, a auséncia de ‘saltos’ e/ou ‘buracos’, e
isto reforca que a existéncia do limite se configurou como um fator de conflito

cognitivo para esses estudantes;

A compreensdo dos sujeitos investigados sobre continuidade mostrou-se
vinculada a ideia de conectividade. Foi possivel observarmos, nesse sentido,
que a ideia de ‘inteireza’ esteve atrelada a imagem ‘sem saltos ou buracos’
que foi evocada em diferentes tarefas contempladas em nosso estudo

preliminar.

Observamos, também, que condi¢des que implicam na (des) continuidade de
uma funcdo em um ponto ou ao longo de um intervalo foram
equivocadamente apontadas por alguns dos sujeitos investigados,
especialmente, quando evocados aspectos relativos ao dominio da funcéo, a
existéncia do limite, as retas assintotas, dentre outros conhecimentos

adjacentes a esse conceito.

Reiteramos que os resultados obtidos em nossa investigacdo foram de

grande relevancia no sentido de nos permitirem verificar possiveis conflitos que
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permeiam as imagens conceituais de estudantes de Calculo no que tange aos
conceitos de limite e continuidade de uma funcédo. Esses resultados, aliados aos
nossos conhecimentos sobre a teoria APOS, levou-nos a efetivacdo do segundo

estagio da pesquisa, o qual apresentamos no capitulo seguinte.
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CAPITULO 5

A construcao dos conceitos de limite e
continuidade na perspectiva da teoria APOS

5.1. Introducéao

Dedicamos esse capitulo a apresentacdo da decomposicdo genética relativa
aos conceitos de limite e continuidade de uma funcdo, conforme previmos nas
consideracdes metodoldgicas. Nossa expectativa foi a de que pudéssemos refletir
sobre as possiveis constru¢cdes mentais que devem compor esse modelo de
epistemologia e cognicdo matemética, de modo a nos possibilitar alcancar os
objetivos tracados, responder a questao norteadora e validar a tese enunciada.

Optamos por organizar a elaboracdo da decomposicdo genética em duas
partes. A primeira parte foi dedicada ao conceito de limite, e a segunda, ao conceito
de continuidade. Ressaltamos que sua elaboracdo foi baseada em nosso
conhecimento acerca desses objetos matematicos, de seu desenvolvimento
histérico-conceitual e, também, nas compreensdes de [C1l] a [C34] elencadas no
capitulo anterior. Nosso entendimento sobre a teoria APOS, bem como experiéncias
docentes anteriores no ambito do Calculo, também exerceram grande influéncia na
composicdo dos mecanismos e estruturas mentais contemplados na DG.

Apresentamos, nos itens subsequentes, os elementos que compuseram cada

uma das partes da decomposi¢cado genética prevista para esse trabalho.

5.2. Parte | — Conceito de limite de uma funcao

Para a elaboracdo da parte | da decomposicdo genética, tomamos,
inicialmente, as compreensdes de [C1] a [C14], evocadas pelos sujeitos investigados
no primeiro estagio de nossa pesquisa, de modo que as aglutinamos quanto a
natureza do conceito de limite, (n&0o) existéncia do limite e outras compreensdes.

A segquir, tracamos algumas consideragfes prévias frente as compreensdes

evocadas.
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(i) Quanto a natureza do conceito de limite

Incluimos nesse grupo as seguintes compreensdes: [C5] O limite representa
uma aproximacéo no eixo das abscissas; [C6] x = x4 e x - x; implica que f(x) —
L; [C7] O limite € uma aproximacdo em torno/a direita e a esquerda de x, que
implica em uma aproximacdo de f em relagcdo a um valor de y correspondente;
[C11] L é o correspondente em y para x = xo; f(xo) = L; [C12] lim,_,, f(x) significa
que quando x — x, pela direita e pela esquerda f(x) — L; [C13] lim,_, f(x) sera
sempre igual a f(x,) e [C14] L é o comprimento de uma reta.

As compreensdes [C5], [C6], [C7] e [C12] estdo vinculadas a ideia de
aproximacdo em torno de um ponto, sendo que [C5] pode se constituir como um
fator de conflito em potencial, uma vez que restringe essa aproximagao ao eixo das
abscissas. Ponderamos, nesse sentido, que 0s seguintes aspectos podem ser
considerados no decorrer de apreensédo do conceito de limite:

= Avaliar uma fungéo f(x) em sucessivos pontos em torno de x;

= Avaliar uma fungéo f(x) em sucessivos pontos em torno de f(x,);

= Relacionar entre si 0s sucessivos pontos em torno de x, e f(xo);

Admitimos que as compreensdes [C11l] e [C13] estejam, possivelmente,
vinculadas & pratica excessiva do calculo de limite de fun¢des continuas. E comum,
nesse sentido, que muitos estudantes ndo consigam diferenciar lim,._,, f(x) e f(x,).
Entendemos, portanto, que tal pratica precisa ser diversificada, de modo a:

= Relacionar o lim,_,,, f(x) e f(x,) de diferentes fun¢es para que o sujeito

perceba que nem sempre lim,._,, f(x) = f(xo);

= Solicitar que o aluno interprete limites a partir de diferentes representacoes;

Finalmente, a compreensédo evocada em [C14] nos chamou atencdo para a
importancia de estabelecer uma discussao frente as mdltiplas interpretacfes e

representacdes de limite.

(i) Quanto a (n&ao) existéncia do limite

Incluimos nesse grupo as quatro compreensdes, a saber: [C1] A existéncia do
limite depende dos limites laterais; [C2] lim,_,, f(x) existe se lim, .+ f(x) e
lim,_,,~ f(x) existem e sdo iguais e se lim,_,,, f(x) = f(xo); [C3] lim,_, f(x) existe

se x, € Dy; [C4] Saltos implicam em limites laterais diferentes e, consequentemente,
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na nao existéncia do limite; [C9] Teorema do confronto: L existe quando x — x, se
os limites laterais existem e estes sao iguais;.

Evidenciamos, mediante tais compreensfes, que as imagens conceituais dos
sujeitos investigados foram constituidas, principalmente, por evocacdes relacionadas

aos limites laterais. Reiteramos, nesse sentido que:

= Seja preciso avaliar a (ndo) existéncia do limite em diferentes situacoes e, a
partir de multiplas representacdes;

= O teorema do confronto, e sua relacdo com a existéncia do limite de uma
funcdo f, cujo dominio de interesse € limitado por duas fungbes que
convergem para 0 mesmo limite, devem ser discutidos por meio de préticas
que enfatizem essa relacéo;

= “O que os ‘saltos’ no grafico da fungéo representam?” — Esse questionamento
deve ser levantado, pois, em geral, € vinculado a interpretacées incoerentes

sobre a relacdo entre dominio, limite e continuidade.

A compreensao evocada em [C3] tem constituido parte da imagem conceitual
de muitos estudantes de Calculo. Entendemos, nesse sentido, que:

= Mais uma vez, a pratica excessiva do calculo de limite de fun¢des continuas
pode levar a esse tipo de compreensao;
» A interpretacdo da definicdo de limite sob o ponto de vista geométrico pode

trazer esclarecimentos sobre a incoeréncia de tal compreensao;

(i) Outras compreensdes

Foram incluidas nesse grupo as compreensdes [C8] Limites infinitos: a
medida que tomamos valores proximos de x,, a funcéo cresce ou decresce e [C10]
Para calcular o limite de uma funcéo escrita em partes quando x — x,, basta fazer
x = x, em todas as equagdes que compdem f(x).

Em se tratando de [C8], consideramos importante que discussbes que
envolvam a concepcdo dos estudantes sobre infinito estejam vinculadas nao
somente as praticas operatdrias, mas também, a interpretacdo geométrica tanto da
definicdo formal quanto de outros objetos matematicos, como por exemplo, da ideia

de assintotas.
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Tendo em vista a compreensdo [C10], evidenciamos que o célculo de limites
de funcdes escritas em mais de uma sentenca tem se configurado como um fator de

conflito em potencial. Nesse sentido:

» Reflexdes do tipo ‘existe diferenga entre x - x, e x = x,?’ precisam ser
levantadas no decorrer do processo de apreensdo do conceito de limite;
= O célculo de limite de uma func@o escrita em partes precisa contemplar

reflexdes relativas as suas formas algébrica e geométrica, dominio e imagem.

A partir de nossas consideracdes prévias acerca das compreensdes sobre 0
conceito de limite, evocadas no primeiro estagio de nossa pesquisa, elaboramos um
esboco da parte | da decomposicao genética, a qual € constituida por multiplas
constru¢des mentais.

Apresentamos nas figuras 56 a 61, distribuidas no decorrer desse capitulo,
conjecturas acerca de construgcdes mentais relativas ao conceito de limite de uma
funcdo (que julgamos ser) necessarias para compor a decomposicdo genética

prevista em nossa pesquisa.
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7

O Esquema 1 é constituido de mecanismos e estruturas mentais que

julgamos necessarios para a constru¢do do objeto definicdo de limite de uma funcéo

e de suas diferentes representacdes, conforme esclarecermos a seguir:

No que concerne as Acbes [Al] e [A2], admitimos que um sujeito precise
incialmente, avaliar diferentes funcbes em sucessivos pontos em torno de x,
e f(x,) (exceto talvez em x, e f(xg)), relacionando-os de maneira que seja
possivel alcancar a compreensdo da linguagem matematica x - x, €
f(x)—=L. O termo ‘Limite’ também pode ser introduzido ao sujeito.
Ressaltamos, nesse sentido, a importancia de tais A¢des serem realizadas
mediante mudltiplas representacdes de funcdes (forma algébrica, gréfico,

tabela).

A partir de [I-AL, A2], isto €, da Interiorizacdo de [Al] e [A2], pretendemos a
construcdo da relacdo entre os elementos pertencentes aos intervalos
(x—6,x+98) e (L—¢gL+¢). Paratanto, consideramos coerente que 0 sujeito
parta da representacdo grafica de uma determinada funcéo, de modo que ele
seja levado a generaliza-la. E importante que o individuo consiga

compreender o0 que ¢ e § representam em seus respectivos intervalos.

Em [P], admitimos a importancia de elaborar uma linguagem matematica mais
proxima da definicdo formal. Desse modo, a partir das construcdes anteriores,
acreditamos ser possivel realizar a escrita de 0<|x—x)/<d e 0<
|f(x) —L| <&, bem como interpretacbes relativas aos elementos que
compdem a definicdo de limite de uma funcdo. Destacamos, nesse sentido,
alguns questionamentos que podem ser levantados nesse momento: “x, deve
pertencer ao dominio de f?”; “f(x,) precisa existir?”; “f(x,) é sempre igual a

L?".

Na encapsulacdo [E— P], prevemos a construcdo da definicdo de limite a
partir da integracdo dos elementos que as constitui (o termo funcéo, dominio,
os intervalos, ¢, &, etc...). Discussbes relativas as modificacbes que a
definicdo de limite de uma funcéo sofreu no decorrer de seu desenvolvimento

historico podem viabilizar a apreensdo desse conceito, de modo a permitir
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gue os estudantes amadurecam matematicamente e, principalmente, que a

definicdo de limite de uma fungéo se constitua como um Objeto.

Para complementar o Esquema 1 e, com o intuito de promover a formulagéo
de compreensdes coerentes sobre o conceito de limite, elaboramos outros quatro

esquemas, a saber:

A relagéo entre € e § (Esquema 2);

Relacéo entre os limites laterais e bilateral (Esquema 3);

Propriedades de limites (Esquema 4);

Limites envolvendo infinito (Esquema 5);

A relagédo entre € e §, conforme identificamos por meio de nosso estudo
preliminar e, também, em diferentes pesquisas®®, tem se configurado como um fator
de conflito cognitivo para muitos estudantes de Calculo. Por isso, admitimos a
necessidade de tal relacdo (e o que ela representa) ser incluida na primeira parte da
decomposicao genética.

Conjecturamos, desse modo, sobre que construcées mentais poderiam ser
estabelecidas sobre o objeto definicdo de limite (previamente construida no
Esquema 1), de maneira a possibilitar o amadurecimento do objeto relacdo entre € e
5. Nesse sentido, entendemos que A¢des como determinar Epsilons e Deltas, tanto
algebricamente quanto geometricamente, deveriam ser contempladas no Esquema 2

(ver figura 57).

* Conforme destacamos no item 1.3 do primeiro capitulo.
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O Esquema 2 é constituido de constru¢cdes mentais realizadas sobre um

objeto pré-definido, nesse caso, a definicdo de limite, de modo que procuramos

enfatizar a relagdo entre ¢ e § tanto em termos algébricos quanto em termos

geomeétricos. Vejamos, a seguir, nossas consideracdes quanto as estruturas e

mecanismos envolvidos nesse Esquema.

A partir da Acéo [Al], pretendemos a construcéo inicial da ideia de que o
objeto limite de uma funcdo é norteado por uma relacdo, entre elementos
pertencentes aos intervalos (L —¢,L+¢) e (x —8,x 4+ §), que parte do eixo
das ordenadas para o eixo das abscissas (e ndo o contrario), de modo a
auxiliar o individuo a distinguir os conceitos de limite de funcdo e funcéo e,
principalmente, estender a compreenséo da ideia previamente estabelecida
por meio do mecanismo da interiorizagdo do Esquema |, isto é, a de que f(x)
permanece em (L — ¢, L + €), para todos x # x, pertencente a (x — §,x + 9).
Em [I-A1], admitimos a importancia de discutir uma mesma ideia matematica
por meio de diferentes representacdes, de modo a ampliar a compreensao de
um individuo. Por isso, consideramos coerente interpretar algebricamente
[A1], bem como encontrar § algebricamente (de forma independente de sua
representacdo geométrica) para que, enfim, o individuo passe a ter controle
sobre suas Ac¢les sobre o objeto definicdo de limite, internalizando-as como
um Processo que envolve, dentre outros aspectos, a relacdo entre € e §.

As acdes interiorizadas permitem que, a partir de [P], sejam associados
significados para a relagdo entre ¢ e § por meio de problemas
contextualizados que enfatizem nao somente tais elementos, mas
principalmente, a forma como estes estdo relacionados. Mais uma vez, é
importante vincular essa discussédo ao Esquema 1, isto €, ao Objeto definicdo
de limite.

Em [E— P], previmos a utilizacdo da definicdo para provar determinado limite,
de maneira a destacar e relacionar entre si todos os elementos que a
constituem. Admitimos, mais uma vez, a importancia de entender o que tal
prova representa geometricamente, por meio da retomada do mecanismo da
interiorizacdo do Esquema 1, fato que, a nosso ver, possibilitara uma

construcéo efetiva do Objeto relagéo entre ¢ e §.
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Ressaltamos que os Esquemas 1 e 2 podem, também, constituir-se como um
Unico Esquema. Para tanto, os elementos contemplados no Esquema 2 precisariam
ser organizados de modo a serem construidos por meio dos mecanismos da
desencapsulacao, reversao e coordenacédo que, por sua vez, seriam incorporados
ao Esquema 1. Nessa perspectiva, entendemos que seja possivel incorporarmos ao
Esquema 1 os elementos que constituiram [Al], [I=Al] e [P] do Esquema 2, a partir
da desencapsulacdo do Objeto definicdo de limite via reversao, isto é, [D— O via
R].

Em [D— O via R], previmos que a compreensao do individuo sobre limite seja
norteada por uma relagcdo (que parte do eixo das ordenadas para o eixo das
abscissas) entre os elementos pertencentes aos intervalos (L —¢,L+¢)e (x —38,x +
6). Nesse sentido, admitimos a importancia de discutir essa ideia nos termos

geomeétrico e algébrico, tendo em vista 0s seguintes aspectos:

0] Encontrar § geometricamente a partir de um ¢ fixo (conforme a agao
[A1l] do Esquema 2);

(i) Interpretar algebricamente a Acdo de encontrar § geometricamente a
partir de um ¢ fixo, e encontrar & algebricamente, de forma
independente de sua representacdo geométrica (de modo semelhante
a [I-Al] do Esquema 2);

(i) Produzir significados para a relacdo entre € e § a partir de problemas
contextualizados, vinculando-os ao Objeto encapsulado definicdo de

limite (conforme [P] do Esquema 2).

Finalmente, é possivel coordenar os Processos constituidos por meio da
desencapsulacdo, isto é, efetivar [C— P,], de maneira a complementar o
entendimento sobre o Objeto definicdo de limite. Nesse sentido, incluimos a
utilizacdo da definicdo para provar determinado limite, enfatizando a relacédo entre
todos os elementos que a constituem. Destacamos, na figura 58, a integragéo entre
os Esquemas 1 e 2, conforme os mecanismos de desencapsulacdo, reversdo e

coordenacao descritos.
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Admitimos, que a parte constituinte da parte | de nossa decomposicéo
genética precisava de um Esquema que estivesse voltado para a construgdo de
estruturas e mecanismos mentais vinculados a questao da (ndo) existéncia do limite
que, conforme destacamos nesse trabalho, tem se configurado como um fator de
conflito cognitivo para muitos estudantes de Calculo.

Conjecturamos, desse modo, sobre que constru¢cées mentais poderiam ser
estabelecidas, de maneira a possibilitar a apreensédo do Objeto relacdo entre limites
laterais e bilateral. Para tanto, entendemos que A¢des como avaliar uma funcéo a
direita e/ou a esquerda de determinado ponto (independente desse porto pertencer
ao dominio de f) deveriam ser contempladas no Esquema 3. Reiteramos, nesse
sentido, a importancia de incorporarmos ao referido esquema diferentes contextos a
serem avaliados, bem como mudltiplas representacdes de uma funcao.

Esclarecemos, ainda, que o Esquema 3 (ver figura 59) serd retomado,
principalmente, na parte 2 de nossa decomposicdo genética, a qual foi dedicada a

apreensdao do conceito de continuidade de uma fungao.
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O Esquema 3 foi constituido por constru¢cdes mentais realizadas sobre o

Objeto limite de uma funcdo. Enfatizamos, nesse sentido, a discussao acerca de sua

(ndo) existéncia, tendo em vista a relacdo entre os limites laterais e o bilateral. A

seguir, tracamos algumas consideracdes acerca das estruturas e mecanismos

mentais contemplados nesse esquema.

A Acdo [Al] de avaliar o comportamento de diferentes funcdes (e suas
multiplas representacfes) a direita e a esquerda de determinado ponto
(definido ou ndo no dominio) foi prevista com intuito de levar o individuo a
retomar elementos vinculados ao objeto limite de uma funcdo. Nesse caso
especifico, entendemos que seja importante visualizar que x, € (x — §,x + 6),
que f(x) é definida em (x — §,x + &), exceto talvez em x,. A partir de uma
pluralidade de Acdes do tipo [Al], é possivel generalizar a ideia de que
x—38=c,xg=aex+3§=>b e, portanto, que f(x) € definida nos intervalos

(c,a)e (a,b),sendoc<a<bea,b,cE€IR.

Em [I-A1], admitimos a importancia de ampliar a compreensao do individuo
no que tange ao comportamento de uma funcdo quando esta fica
arbitrariamente proxima de: (i) um limite L; a medida que x se aproxima de a,
sendo f(x) é definida em (a,b) e a < b e de (ii) um limite L, a medida que x
se aproxima de a, sendo f(x) é definida em (c,a) e ¢ < a. E possivel que,
nesse momento, o sujeito perceba que, ndo necessariamente, L; = L,, sendo
importante que [I-Al] contemple tanto interpretacfes analiticas quanto

geométricas de limites.

Entendemos que a interiorizacdo de [Al] possa levar um individuo a
construcédo de [P] e, a partir dele, da compreensdo do conceito de limites

laterais, de sua notacdo matematica, ou seja, lim,_,+f(x)=L; e
lim,_,- f(x) = L, e, especialmente, do fato de que ndo necessariamente

L, = L,. A interpretacdo geométrica da relagdo entre os limites laterais

também pode ser incorporada ao esquema a partir de [P]. Nesse momento, &
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provavel que algumas propriedades de limites sejam, mesmo que

inconscientemente, incorporadas a imagem conceitual do sujeito®.

= Na encapsulacéo, ou seja, em [E— P], previmos a construcao do teorema que
trata da relacdo entre os limites laterais e a existéncia do limite bilateral,
enfatizando sua unicidade em meio a diferentes representacbes e sua
notagdo matematica para que, enfim, tal relagdo alcance o status de Objeto

na mente de um individuo.

Tendo a definicao de limite, a relacdo entre ¢ e § e entre os limites laterais e 0
bilateral como objetos pré-definidos, € possivel avancar para a construcdo de um
esquema que contemple as propriedades inerentes a esse conceito, tais como 0s
teoremas que tratam das regras operatérias do limite, do calculo de limite de funcdes
polinomiais e de funcbes racionais (com denominadores nao nulos), o teorema do
confronto (e suas aplicacdes), limites envolvendo funcfes trigonométricas, dentre

outras situacdes, as quais apresentamos no esquema 4 (ver Figura 60).

% Dedicamos o esquema 4 & construcdo de mecanismos e processos mentais vinculados a tais
propriedades. Nesse sentido, evitariamos que a generalizagdo equivocada de préaticas operatérias
fosse atrelada a interpretacfes sobre a natureza do conceito de limite.
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No Esquema 4 foram contempladas construcbes mentais relacionadas ao
Objeto propriedades de limite. Enfatizamos, nesse sentido, a discussao acerca de
regras operatorias a partir de conhecimentos previamente estabelecidos. A seguir,
tracamos algumas consideracdes acerca dos elementos incorporados a esse
esquema.

= As Ac¢les [Al], [A2] e [A3] foram relacionadas as regras operatérias de
limite. Nesse sentido, previmos relaciona-las com a definicdo de limite
(previamente construida em esquemas anteriores). Entendemos que o
individuo precisa compreender, por exemplo, o porqué de lim,_, f(x) +
g(x) =limy_, f(x) +1lim,,, g(x)=L+M, sendo L,ME€EIR, e nao
simplesmente memoriza-la de forma desconectada dos elementos
matematicos vinculados a esse conceito (fato que contribui para a lacuna
entre teoria formal e praticas operatérias envolvendo calculo de limites).
Como motivacdo, pensamos em relacionar as referidas A¢des ao Célculo de

Leibniz, especialmente no que tange a notacdo matematica utilizada.

= Consideramos importante que a interiorizacdo das Ac¢des, isto é, [I-AL, A2,
A3], leve o sujeito a encontrar limites (inclusive de func¢des trigonométricas
e de funcdes definidas em mais de uma sentenca) a partir das propriedades
operatorias estabelecidas, interpretando-os geometricamente. A partir
dessas praticas, € possivel buscar a generalizacdo no que se refere ao
calculo de limite de fun¢des polinomiais e racionais (que néo resultem em
denominadores nulos), uma vez que ambos podem ser calculados por
substituicdo. Nesse sentido, € importante reiterar (por meio das atividades
propostas) que nem sempre lim,._, f(x) = f(x,) €, portanto, € preciso

entender que limite e funcdo ndo sdo um mesmo objeto matematico.

= [P] traz consigo a énfase em duas situacdes que podem ser associadas as
acOes interiorizadas: o calculo de limite de funcdes racionais (que implique
na emergéncia de denominador nulo) e a interpretacdo do teorema do
confronto, enquanto alternativa para encontrar o limite de uma funcao f(x)
gue seja limitada por outras duas func¢des, digamos, g(x) e h(x). Nosso
intuito € o de ampliar a compreensdo sobre limite e ndo somente

condiciona-lo a mera substituicio de valores de x, ou a pratica de
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eliminagdo de denominadores nulos. Admitimos, nesse sentido, a
importancia de levar um individuo a entender o que uma indeterminacao
pode representar nesse contexto’®. Entendemos que tracar conexdes entre
tais situacdes e a representacdo algébrica e geométrica de limites laterais
seja uma boa estratégia para expandir as situacdes mateméticas que

podem ser vinculadas a esse conceito.

= Na encapsulacdo, ou seja, em [E— P], propusemos a retomada de
elementos previstos nos esquemas anteriores, por meio de reflexdes acerca
da existéncia do limite, de sua relagdo com limites laterais, com praticas
operatorias utilizadas para calcular limites de diferentes funcdes, dentre
outros. Conjecturamos que, dessa maneira, seja possivel promover a
construcdo do Objeto propriedades de limite, bem como de expandir 0s
dominios de validade desse conceito por meio da generalizacdo e abstracdo
dos elementos que o constituem, tendo em vista uma pluralidade de

contextos e multiplas representacoes.

Finalmente, a fim de complementar a parte | de nossa decomposi¢cdo genética,
elaboramos o esquema 5 que, por sua vez, foi constituido de elementos vinculados
a construcdo do objeto limites envolvendo infinito, conforme destacamos na figura
61.

® Esclarecemos que as associacdes a serem vinculadas a [P] estdo fortemente relacionadas a ideias
atreladas ao conceito de limite, como é o caso da indeterminagéo (e o que ela representa) que pode
se configurar como um fator em conflito cognitivo, como foi o caso de nosso estudo preliminar, em
que alguns estudantes evocaram as compreensfes [C25] Uma indeterminagdo implica em um
‘buraco’ no grafico da fungao que, por sua vez, representa a emergéncia de um denominador nulo,
[C26] Uma indeterminacdo implica na obtencdo do limite por meio dos limites laterais e [C27] Uma
indeterminag&o implica na emergéncia de limites tendendo para o infinito.
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Conjecturamos, no Esquema 5, sobre constru¢ées mentais que pudessem
viabilizar a apreensdo do Objeto limites envolvendo infinito. Enfatizamos, nesse
sentido, discussdes sobre o que lim,._, f(x) = £ e lim,_ . f(x) = L significam,
sua relacdo com outros conceitos, como o0 de assintotas vertical e horizontal, sua
representacdo geomeétrica, dentre outros aspectos. Vejamos, a seguir, algumas
consideracdes relativas aos elementos incorporados a esse esquema.

= As Ac¢des [Al] e [A2] foram relacionadas a observagcdo do comportamento de
funcdes quando x —» t+o, de modo a avaliar o que acontece quando 0s
valores do dominio ultrapassam todos os valores finitos. Nossa
expectativa é a de que, por meio dessas acdes, o individuo possa construir
certa compreenséo acerca da ideia de x — t+oo e, especialmente, de como tal
comportamento pode ser visualizado, tendo em vista a representacao gréafica
de diferentes funcdes.

= Consideramos fundamental que o mecanismo de interiorizagdo das Ac¢des, ou
seja, [I-ALl, A2] leve o individuo a construir a definicdo de limites quando

x — too, de maneira a compreender a ideia de limy_ ;o f(x) = L, tanto em

termos algébricos quanto geométricos. Nesse sentido, admitimos a

importancia de vincular a tais situacdes a ideia de x se distanciar da origem

(no sentido positivo ou negativo) & medida que f(x) — L.

= Nossa expectativa para [P] € a de que o individuo consiga estender, a partir
do que fora construido por meio do mecanismo da interiorizacéo, as regras
operatorias (estabelecidas previamente no Esquema 4) para o calculo de
limites envolvendo o infinito, bem como o célculo e interpretacdo de limites de
funcdes racionais quando x — too (inclusive no caso de emergéncia de

indeterminacdes). Previmos, também, a construcdo da definicdo e

representacdo de assintotas (horizontais e verticais)’!, de maneira a

estabelecer a relacdo com os limites quando x — t+o0 e com a ideia de limites

infinitos, cuja definicdo foi incluida como um elemento constituinte do

mecanismo da encapsulacao.

' As compreensdes [C28] a [C34] (ver paginas 141 e 142), evocadas em nosso estudo preliminar,
trouxeram consigo elementos incoerentes sobre o conceito de assintotas. Por isso, admitimos a
importancia de enfatizar a producéo de significados para esse objeto matematico.
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Na encapsulacdo, isto €, [E— P], propusemos a construcdo da definicdo de
limites infinitos a partir da relagdo entre sua representacdo geométrica e
notagdo matematica, de maneira semelhante a forma como a definicdo de
limite foi construida no Esquema 1. Admitimos, ainda, a importancia de
comparar as definicées de lim,_, f(x) =L e de lim,_, f(x) = £, tendo em
vista que muitos estudantes ndo costumam fazer distingdo entre ambas,
conforme evidenciamos, inclusive, em nosso estudo preliminar.
Conjecturamos que, dessa maneira, seja possivel apreender o objeto limites

envolvendo infinito em meio a multiplos contextos e representacodes.

A parte | de nossa decomposicdo genética foi composta de cinco esquemas,

por meio dos quais previmos a constru¢do dos objetos (definicdo de limite, relacédo

entre € e §, entre limites laterais e bilateral, propriedades de limite e limites

envolvendo infinito) que podem levar a apreensdo do conceito de limite por meio da

formacdo de imagens conceituais coerentes sobre mudltiplos elementos e

representacfes que constituem esse objeto mateméatico. Destacamos, finalmente, a

ilustracéo da parte | da DG:

Figura 62 — Formacao de um Esquema a partir dos elementos da
Decomposicao Genética para o conceito de limite

Acdes: Processo
Esquemas 1 e 2 (definicdo l
de limite e relagéo entre € e Associacao aos
&) ou sobre a integracao de elementos construidos no
ambos Esquema 3 (relacéo entre
Objeto: Encapsulago: limites laterais e bilateral)
Conceito de limite Construcdio dos elementos do Esquema 4
wpriedades de limite) /
- Coordenagéo
Ampliar

Interiorizacéo:
estruturas/mecanismos mentais dos
Esquemas 1e 2

— TN

Desencapsulacéo (via reverséo):
Estabelecer A¢Bes sobre o que foi construido
para o objeto limite

compreensdo: limite
envolvendo infinito
(Esauema 5)

Fonte: Elaborado pela autora
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A segunda parte de nossa decomposi¢cdo genética foi dedicada a construcao
do conceito de continuidade de uma funcdo. Novamente, tomamos as
compreensdes evocadas pelos sujeitos investigados no primeiro estagio de nossa
pesquisa como motivacdo para a elaboracdo da DG, conforme esclarecemos no

subtépico a seguir.

5.3. Parte Il - Conceito de continuidade de uma funcéo

Para a elaboracdo da parte Il da decomposicdo genética, tomamos,
inicialmente, as compreensdes de [C15] a [C25], evocadas pelos sujeitos
investigados no primeiro estagio de nossa pesquisa. A seguir, tracamos algumas
consideracdes prévias sobre os elementos que compuseram tais compreensoes:

As evocacgdes sobre continuidade estiveram, de algum modo, relacionadas a
[C21], em que continuidade = conectividade. Ou seja, 0s sujeitos investigados
atrelaram esse conceito a auséncia de ‘interrupgdes’, tais como ‘saltos’, ‘buracos’ ou
‘guebras’ na representacdo grafica da funcédo, conforme elucidamos nas
compreensdes [C15] f € continua em x, se x, € Ds; [C17] A descontinuidade em um
ponto representa um ‘buraco’ em x,; [C18] A descontinuidade implica em ‘salto’ no
grafico da funcdo; [C19] f € continua se todo valor de x apresentar um
correspondente em y; [C20] f € continua se ndo apresentar ‘saltos ou buracos’ em
sua representacao grafica.

Ressaltamos, também, que a relacdo entre limite e continuidade também se
fez presente dentre as compreensfes evocadas pelos sujeitos investigados em
nosso estudo preliminar. Esse foi o caso de [C16] A continuidade de uma fungéo em
um ponto depende da existéncia do limite nesse ponto; [C23] Se o limite existe em
qualquer ponto do dominio entdo a funcdo é continua; [C24] ‘Buraco’ ou ‘quebra’ na
representacdo grafica de uma funcéo implica em descontinuidade; descontinuidade
implica na ndo existéncia do limite; [C25] A existéncia do limite independe da
continuidade da fung¢do no ponto.

Tendo em vista as compreensdes mencionadas acima, avaliamos algumas
possibilidades no que tange ao processo de apreensao do conceito de continuidade,
a saber:

= Desvincular esse conceito de uma concep¢ao natural, na qual

identificamos a ideia de ‘inteireza’, ‘fluidez’; ‘conectividade’;
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= Promover reflexdes acerca do dominio da funcéo: E possivel avaliar a
continuidade em um ponto se este nao estiver definido no dominio da
funcao?

= Avaliar a continuidade de diferentes funcdes a partir de sua representacéo
grafica e forma algébrica: Saltos e buracos implicam, de fato, em
descontinuidade no ponto?

= Continuidade no ponto e continuidade no intervalo: identifica-las por meio
da representacao grafica e analitica das funcdes;

= Discutir, em diferentes contextos (inclusive por meio da definicdo formal), a

relacéo entre limite e continuidade?

Tendo em vista tais compreensdes sobre continuidade, elaboramos a parte II
da decomposicdo genética, a qual € constituida por multiplas constru¢cbes mentais
(que julgamos ser) necessarias para a apreensdao desse conceito, conforme

destacamos na figura 63.
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Conjecturamos, no Esquema da figura 63, sobre constru¢cdes que pudessem
viabilizar a apreensao do Objeto continuidade de uma funcdo. Partimos, para tanto,
da relacdo desse conceito com os de funcdo e limite que, nesse caso, foram
considerados objetos pré-definidos, ou seja, conhecimentos prévios necessarios
para a apreensdo da ideia de continuidade. Vejamos, a seguir, como se deu a

organizacao das estruturas e mecanismos mentais previstos para esse esquema:

A Acdo [Al] parte da compreensdo geomeétrica de diferentes fungdes tendo
em vista a concepcgao prévia (intuitiva e, provavelmente, natural) do sujeito
sobre continuidade. E possivel que imagens conceituais incoerentes sejam
evocadas, fato que pode permitir que o professor esteja ciente dos elementos
que, provavelmente, norteard o entendimento do individuo acerca desse
conceito. Optamos, nesse momento, por incorporar somente a perspectiva
geométrica, uma vez que o foco de [Al] esteve fortemente ligado ao modo

como uma fungéo pode ser ‘visualizada’ no que tange a sua continuidade.

» Uma vez levantados diferentes elementos constituintes da concepcao prévia
(intuitiva e, provavelmente, natural) de um sujeito sobre continuidade,
julgamos necessario confrontd-los com conhecimentos da teoria formal que
estejam vinculados a esse conceito. Consideramos fundamental, nesse
sentido, que o mecanismo de interiorizacdo de [Al], isto é [I-Al], seja
estruturado de modo a levar o individuo a refletir acerca de aspectos como
dominio, valor da fungdo no ponto, existéncia do limite, lim,_,,, f(x),
assintotas verticais e horizontais, de modo que a refletir se a ideia de
continuidade esta (ou n&o) relacionada a tais objetos. E possivel, a partir de
[I=A1], que uma concepcao previamente evocada sobre esse conceito seja
‘descartada’ ou ‘reconstruida’, tendo em vista quaisquer reflexdes que sejam

efetivadas.

= Nossa expectativa para [P] é a de que o individuo, tendo em vista as acdes
internalizadas, consiga realizar uma (re) construcdo sobre a ideia de
continuidade, de maneira a produzir significados para esse conceito, tanto no
que se refere a um determinado ponto do dominio da fun¢éo quanto ao longo
de um intervalo e, principalmente, relaciona-la (de forma clara e consciente)
com o objeto limite de uma funcdo. Entendemos que, nesse momento, é
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preciso que multiplas representacbes sejam incorporadas a essa (re)
construcéo, fato que pode possibilitar que o sujeito adquira ndo somente uma
compreensao puramente geomeétrica do conceito, mas também que ele
escreva uma definicdo mais precisa para continuidade no ponto ou em um

intervalo.

= Na encapsulagao, isto é, [E— P], propusemos levantar a discussdo acerca de
propriedades de funcdes continuas, bem como sobre o desenvolvimento
histérico da ideia de continuidade, relacionando-o com o que é, atualmente,
estabelecido pela comunidade cientifica’>. Conjecturamos que, dessa
maneira, seja possivel ampliar a compreensdo do individuo sobre esse
conceito em meio a diferentes contextos, representacdes e, inclusive,

concepcdes inerentes a sua construcao historica.

A parte 1l da decomposicdo genética foi composta pelo esquema ilustrado na
figura 63, por meio do qual previmos a construcdo do Objeto conceito de
continuidade a partir de estruturas e mecanismos mentais que julgamos necessarios
para promover a formagdo de imagens conceituais coerentes sobre esse
conhecimento matematico, relacionando-o a multiplos elementos e representacgdes.

Ressaltamos que as estruturas e mecanismos mentais que compuseram as
partes | e Il foram incorporados a um esquema unico, de modo a enfatizar a forma
como os elementos constituintes do processo de construgcédo dos conceitos de limite
e continuidade (os quais conjecturamos por meio dos esquemas ilustrados nas

figuras 56 a 63) podem ser relacionados, conforme esclarecemos no topico seguinte.

5.4. Consideracdes sobre o capitulo

A conexdo dos elementos constituintes das partes | e Il nos permitiu a
formulacdo de um Unico esquema por meio do qual integramos as estruturas e
mecanismos mentais explicitados no decorrer desse capitulo e que, por sua vez,
foram ilustrados nas figuras 56 a 63. Nossa expectativa € de que seja possivel

viabilizar uma compreenséo efetiva dos conceitos de limite e continuidade de uma

7 Ccomo exemplo, é possivel solicitar a um individuo que avalie se a concepcdo de Euller sobre continuidade
esta em acordo com o que é definido na teoria formal. E, a partir de suas consideragdes, (re) construir esse
conceito, ampliando sua compreensdo, de modo a alcangar o maximo de abstragdo possivel acerca desse
objeto matematico.
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funcdo a partir dessas construgées. Em outras palavras, o referido esquema
representou a decomposicdo genética, cuja formulacdo foi prevista em nosso

segundo objetivo especifico’.

Figura 64 — Decomposicao Genética para limite e continuidade

Interiorizacdo:
estruturas/mecanismos mentais dos Esquemas 1
e 2 - Associagao aos elementos do Esquema 3
(relacdo entre limites laterais e bilaterais — fig. 59)

Acdes:
Esquemas 1 e 2 (definicao de
limite e relacéo entre € e § — figs.

56 e 57) ou sobre a integragao Processo
de ambos (fig. 58) l
Associacdo aos

Objeto elementos do Esquema 4
via encapsulagdo: conceito (propriedades de limite —
de limite fig. 60)
via coordenacdo: conceito N
de continuidade Encapsulagao:

Construcao dos elementos do Esquema 5
(limite envolvendo infinito — fig 61)

Coordenacgéo
Ampliar
_ compreensao:
Desencapsulagéo (via reversdo): construcéo do
Estabelecer AgBes sobre os objetos limite e conceito de
funcéo continuidade

(Esquema 1 - fig 63)

Fonte: Elaborado pela autora

Ressaltamos que essa decomposi¢cdo genética, enquanto modelo de
epistemologia e cognicdo matemética, foi elaborada tendo em vista nossas
experiéncias docentes, os apontamentos da literatura sobre a compreensdo de
estudantes acerca de tais objetos matematicos, o aprofundamento teérico relativo a
teoria APOS e, também, as observacdes que realizamos quanto aos elementos que
compuseram as imagens conceituais evocadas pelos sujeitos investigados no
estudo preliminar. Incluimos, ainda, alguns aspectos concernentes ao

desenvolvimento histérico dos referidos conceitos.

" O segundo objetivo especifico de nossa pesquisa consistiu em estabelecer uma decomposicdo
genética que contemple mecanismos e estruturas mentais que possam viabilizar a compreenséo de
estudantes sobre limite e continuidade.
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Reiteramos, finalmente, a relevancia desse capitulo, por meio do qual foi
possivel tracarmos reflexdes e conjecturas sobre os elementos que, a nosso ver,
precisam ser vinculados ao processo de apreensdo dos conceitos de limite e
continuidade, de modo a possibilitar uma aprendizagem efetiva desses

conhecimentos em uma pluralidade de contextos matematicos.
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CONSIDERACOES FINAIS

Contemplamos, nesse trabalho, nossas consideracdes relativas a uma
pesquisa de doutorado desenvolvida no @mbito do Programa de P4s-Graduagédo em
Educacdo em Ciéncias e Matematicas (PPGECM) da Universidade Federal do Para
(UFPA). Norteamo-nos, nesse sentido, na seguinte pergunta: Que estruturas e
mecanismos mentais precisam ser construidos de modo a permitir que
estudantes alcancem um real entendimento sobre limite e continuidade de uma
funcéo?

Conforme apresentamos na parte | desse trabalho, a referida questdo
norteadora foi delimitada a partir da relacdo entre nosso objeto de pesquisa — a
compreensao de estudantes sobre limite e continuidade de uma fungédo — e nosso
quadro tedrico, constituido pela teoria sobre imagem e definicdo conceitual
(VINNER, 1991) e teoria APOS (DUBINSKY et al.,, 1984; ARNOON et al., 2014).
Para respondé-la, realizamos um estudo, cujo objetivo foi conjecturar sobre que
estruturas e mecanismos mentais precisam ser construidos por um individuo
de modo a possibilita-lo compreender efetivamente os conceitos de limite e

continuidade. Para tanto, organizamos a pesquisa em dois estagios:

= No primeiro, efetivamos um estudo preliminar por meio do qual foi possivel
conjecturamos sobre os elementos constituintes da imagem conceitual de
estudantes do curso de licenciatura em matematica no que tange aos
conceitos de limite e continuidade de uma funcdo. Nessa perspectiva,
apoiamo-nos na teoria sobre Imagem e DefinicAo Conceitual de Vinner
(1991) para sistematizar e analisar os resultados obtidos.

= No segundo, elaboramos uma decomposicdo genética para os conceitos de
limite e continuidade de uma fung&o. Por meio desse modelo, tragamos
reflexdes acerca de possiveis estruturas e mecanismos mentais 0s quais
admitimos ser necessarios para a aprendizagem desses conceitos.
Baseamo-nos, para tanto, nos apontamentos de Dubinsky et al. (1984) e

Arnoon et al. (2014) sobre a teoria APOS.
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No que concerne ao primeiro estagio, evidenciamos, a partir das respostas
dos sujeitos investigados, que suas imagens conceituais evocadas sobre limite
foram pautadas, sobretudo, em interpretacdes dinamicas desse conceito. Além
disso, a existéncia do limite esteve vinculada, em algumas das evocacbes, a
continuidade da fungao, as condi¢gdes de dominio, ou ainda, a auséncia de ‘saltos’
e/ou ‘buracos’ na representagao grafica da fungao, configurando-se, portanto, como
um fator de conflito cognitivo para esses sujeitos.

Ainda no que tange ao estudo preliminar, verificamos que a compreenséao dos
estudantes sobre continuidade esteve vinculada, principalmente, a ideia de
conectividade. Nesse sentido, uma concepgao de inteireza atrelada a imagem ‘sem
saltos ou buracos’ fez parte de suas imagens conceituais. Observamos, também,
gue as condi¢des que implicam na (des) continuidade em um ponto ou ao longo de
um intervalo foram equivocadamente apontadas por alguns dos sujeitos
investigados.

Reiteramos que os resultados obtidos no primeiro estagio foram de grande
relevancia no sentido de nos permitirem verificar possiveis conflitos intrinsecos as
imagens conceituais de estudantes de Calculo sobre limite e continuidade de uma
funcdo. A multiplicidade de elementos evocados no que se refere a esses conceitos
(e outros a eles adjacentes) pode ser evidenciada por meio das 34 compreensdes
gue identificamos a partir da analise das respostas dos sujeitos investigados nessa
investigacdo’®, fato que nos levou & confirmacéo de nossa hipétese [H1], ou seja, de
que o entendimento de um individuo sobre um conceito depende de sua
habilidade em estabelecer conexfes coerentes entre os elementos que
compdem sua imagem conceitual.

No segundo estagio, elaboramos uma decomposicdo genética para 0s
conceitos de limite e continuidade de uma func&o. Por meio desse modelo, tracamos
reflexdes sobre uma pluralidade de constru¢cées mentais as quais assumimos ser de
grande importancia para que um individuo compreenda efetivamente tais objetos.
Baseamo-nos, para tanto, nos apontamentos da teoria APOS, bem como nas 34
compreensdes elencadas no estagio anterior.

A decomposicdo genética foi organizada em duas partes. Na primeira,

elaboramos cinco esquemas, por meio dos quais previmos a constru¢ao dos Objetos

7% Conforme destacamos no item 4.4 desse trabalho.
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definicdo de limite, relacdo entre € e §, relacdo entre limites laterais e bilateral,
propriedades de limite e limites envolvendo infinito, incorporando-os, em seguida, a
uma unica estrutura mental que, por sua vez, admitimos poder levar um individuo a
apreensédo do objeto conceito de limite.

Na segunda parte, previmos um esquema para continuidade, o qual foi
elaborado a partir de Acdes sobre os Objetos limite e fungdo. Em seguida,
integramos os elementos que constituiram as partes | e Il, relacionando-os por meio
de estruturas e mecanismos mentais vinculados a tais conceitos.

A partir do que foi efetivado no segundo estadgio de nossa pesquisa,
confirmamos a hipotese [H2] e, nesse sentido, reiteramos que a decomposicdo
genética seja um modelo de epistemologia e cognicdo matematica que nos permite
conjecturar sobre as estruturas e mecanismos mentais (que julgamos ser)
necessarios para a compreensao de determinado conhecimento matemaético.

Alcancamos, portanto, a validacdo da tese que orientou essa pesquisa. Desse
modo, admitimos que um esquema que contemple estruturas e mecanismos
mentais (que julgamos ser) necessarios para a apreensdo de um conceito por
parte de um individuo precisa estar vinculado a evocacdo de multiplas
imagens conceituais coerentes sobre esse conceito nos diferentes contextos
matematicos. Por isso, refletimos sobre que evocacdes precisariam ser aliadas as
Acdes, Processos, Objetos e, inclusive, Esquemas que, por sua vez, se
configuraram como parte constituinte da Decomposicdo Genética elaborada.

Embora esse estudo tenha nos permitido alcancar importantes resultados
para o contexto das pesquisas em Educacdo em Ciéncias e Matematicas e
Educacdo Mateméatica no Brasil, admitimos suas limita¢cdes, no sentido de que néo
realizamos uma experimentacdo da decomposicdo genética (a fim de refina-la e/ou
de ampliar seus elementos) ou executamos, efetivamente, uma instrucdo para o
ensino de limite e continuidade de uma fungdo norteada pela decomposicado
genética elaborada. Entendemos, no entanto, que esse seja um proximo passo a ser
desempenhado em nossas pesquisas futuras que tenham como objeto de
investigacdo a compreenséo desses conceitos.

Reiteramos, portanto, que esse trabalho contém importantes contribuicdes
para futuros estudos sobre o tema abordado, bem como para a elaboracdo de

instrumentos avaliativos e materiais instrucionais sobre a aprendizagem dos
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conceitos de limite e continuidade nos cursos de licenciatura e bacharelado em
matematica.

Ressaltamos, ainda, a importancia de ter trazido para discussdo elementos
concernentes a teoria sobre imagem e definicdo conceitual e teoria APOS, fato que
pode contribuir para a expansdo de pesquisas que contemplem tais perspectivas
tedricas e articulem-nas a aprendizagem de diferentes conceitos matematicos.

Salientamos, por fim, a relevancia desse trabalho no que tange aos estudos
efetivados no ambito do PMA, especialmente, em se tratando da compreensao dos
conceitos de limite e continuidade, os quais sdo de grande importancia para a
aprendizagem de outros conceitos pertencentes a esfera de conhecimentos do

Célculo.
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APENDICE A
QUESTIONARIO Q1

. 1 e
1. Considere f(x) = SX+ 3 e, com o auxilio de uma calculadora, complete a tabela a
sequir:

X 3 3,5 3,99 3,999 | 4,001 4,01 4,1 4,5 5

f)

a) Explique o que acontece com os valores de f(x) a medida que tornamos 0s
valores de x cada vez mais proximos de 4?

b) Determine f(4).

c) llustre geometricamente a explicacdo dada em (a).

2. Observe os graficos a seguir e responda:

l—".T

0 1

|
0|

Fig 2.3 — g(x)

Fig 2.2 - h(x)

Fig 2.1 - f(x)

a) Qual o dominio de f(x), h(x) e g(x)?
b) Determine f(1), h(1) e g(1).

c) Determine, se existirem, lim,_; f(x),
existam, explique.

lim,_, h(x) e lim,_.; g(x). Caso néo

3. Observe o gréafico representado na figura 3.1 e, em seguida, avalie os limites em
x=0,x=1,x=2, x=3e x =4. Justifique a existéncia (ou ndo) de cada um dos
limites.

» X

™~ -

0

4. Observe o grafico de f(x) = 11)2 representado na figura 4.1:

(x+

AY

[

_15

X

Fonte: Flemming e Gongalves (2006)

a) Qual o dominio de f(x)?

b) Explique o que a reta de equacdes x = -1
representa no gréfico de f(x).

O que acontece com f(x) a medida que
tornamos os valores de x cada vez mais
proximos de -1, tanto pela direita quanto pela
esquerda?

C)
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5. Observe o grafico de f(x) = xzx_g representado na figura 5.1:

a) Qual o dominio de f(x)?

b) Expligue o que as retas de equagbes x = -3 e
x = 3 representam no grafico de f(x).

c) Olim,__3f(x) existe? Explique.

e d) O que acontece com f(x) a medida que
¢ B Bt s . tornamos os valores de x cada vez mais proximos de 3,

tanto pela direita quanto pela esquerda?

18 15 12 9=

Fonte: Flemming e Goncalves (2006).

6. Observe atentamente a figura 5.1, em torno de x, e de L. Expligue o que vocé
entendeu sobre essa representacéo.
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APENDICE B
QUESTIONARIO Q2

1. Considere a fungéo definida a seguir e responda:

(—x + 1, 0<x<1
1, 1<x<?2
21 X ::2
f)=4x-1, 2<x<3
—x+5, 3<x<4
}. X = 4
\ 2’

(a) “O lim,._,, f(x) existe”. Essa afirmativa é verdadeira ou falsa? Explique.

(b) Verifique se o lim,_,; f(x) existe. Explique.

(c) “O limite da fungdo quando x — 2 n&o existe”. Vocé concorda com essa
afirmacéo? Explique.

(d) Determine o lim,_,, f(x).

(e) "lim,_3 f(x) = f(3)”. Essa sentengca é verdadeira ou falsa? Explique sua
resposta.

2. Explique o que vocé entende por lim,._,, f(x) = L.

3. Considere a fungéo f(x) = g Observe sua representacao grafica:

6L (@) “A reta y =1 € uma assintota horizontal do
j: gréafico de f(x)”. Explique o que isso significa.
3 -
2t (b) “A reta x =—2 €& uma assintota vertical do
1 \h z L ” . . . .
e ; ol grafico de f(x)”. Explique o que isso significa.
-6 -5 -4 -3\ -2 -1 0 1 2 j—~v1
_l —
-2
_3 =
_4 -

Fig. 3.1. Gréfico de f(x)
Fonte: Thomas (2002)
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4. Observe as figuras a seguir:

y ¥
1 Il -
| ' N\ | Xg— 0 X,+ 8 y
/' ’| \'\. \ "U f 4 — X
\ \ | | ! 4 4
[ 1\ TN & dut g
Foor o\ | o
! Y | | |
B & - Ll
| 1 i I |
| ! T N \ I i
b 1\ B wae m S
4 |
/ 1 : { |
’, J ] 1 —_— X :
/ \
9 xo— & *o Xyt 0 E
\'. : |
Fig. 4.1 Fig. 4.2
Fonte: Thomas (2002) Fonte: Thomas (2002)

(a) Escreva uma definicdo pessoal de lim,_,, f(x), baseando-se na figura 4.1;
(b) Escreva uma definicao pessoal de lim,_,, f(x), baseando-se na figura 4.2.

. ;. ; . 0
5. Um estudante verificou, em um exercicio de calculo, que limye e, f(X) = <.

Expligue o que esse resultado significa. Se possivel, dé exemplos que estejam em
acordo com sua explicagao.
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APENDICE C
QUESTIONARIO Q3

1. E possivel desenhar o grafico de uma funcéo, de maneira que o limite quando
x — 4 exista, e:

a) A funcéo seja descontinua em x = 4? Explique

b) A funcéo seja continua em x = 4? Explique.

c) A funcao néo seja definida em x = 4? Explique.

d) A funcéo seja definida em x = 4? Explique.

2. E possivel desenhar uma func¢éo descontinua que possua limite em cada ponto do
dominio? Explique.

3. E possivel desenhar uma funcéo continua que ndo possua limite em um ponto
qualquer de seu dominio? Explique.

4. Escreva uma definicdo pessoal para continuidade de uma funcéo.

5. Observe o gréfico das funcdes f(x) e g(x) e responda a seguir:

N

N

14
[

Fig 4.1 — Grafico de f(x) Fig 4.2 — Grafico de g(x)
Fonte: Jayakody e Zazkis (2015) Fonte: Jayakody e Zazkis (2015)

v

a) A funcéo representada na figura 4.1 é continua? Explique.
b) f(x) é continua em x = —5? Explique.
c) A funcao representada na figura 4.2 € continua? Explique.

6. Observe os gréficos das funcdes. Avalie a continuidade nessas fungdes. Explique.

_~ I~

TY

; /—\& 2+ —_
a X a X —
Fig. 6.1. - Gréfico de h(x) Fig. 6.2 - Grafico de : ‘e
: . . 6. g(x) Fig. 6.3 - Gréfico de f(x
Fonte: Flemming e Gongalves (2006) Fonte: Flemming e Gongcalves (2006) F%nte: Messias (20{35) )
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