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Prezado Cursista,

O CADERNO DE ATIVIDADES VIRTUAL “ENSINO DE FUNGOES COM O
USO DO GEOGEBRA NO PCNA” é um produto educacional que foi construido a
partir de uma pesquisa realizada para o Mestrado Profissional do Programa de Pos-
Graduacdo em Docéncia em Ciéncias e Matematicas — PPGDOC, realizado no
Instituto de Educacdo Matemadtica e Cientifica da Universidade Federal do Pard —
IEMCI/UFPA.

Esse caderno de atividades é um material didatico em formato e-book
destinado ao ensino de fungbes em nivel de graduagdo contendo conceitos,
propriedades, caracteristicas, tutoriais e exercicios que irdo possibilitar um melhor
entendimento sobre o comportamento de algumas funcdes estudadas na matematica,

em especial o estudo sobre o dominio e imagem de uma fungdo descrita no R2.

O Caderno de atividades conta com uma série de tutoriais passo a passo que
auxiliam na construcéo de graficos de funcao para poder ser utilizados para aprimorar
os estudos. Esse material sera disponibilizado de forma digital e acessivel no site do
LEMAT (https://lwww.osvaldosb.com/sala-de-estudos-1) como materiais de apoio ao
PCNA realizado na UFPA/ Campus Abaetetuba e ainda video aulas explicando o
funcionamento do Geogebra e a criacdo dos graficos das funcdes.

Utilizaremos nesse material um recurso tecnoldgico que ira auxiliar as
visualizac@es e possibilitar uma visdo dinamica do processo de construcao gréafica das
funcbes. O recurso tecnologia denominado Geogebra, é um software de geometria
dindmica que permite o estudo de varios conteddos mateméaticos e possibilita a
manipulacéo de ferramentas que modificam o comportamento das fungdes que podem
ser visualizadas de forma dinamica, revelando caracteristicas que nao ficam bem
claras para o aluno quando colocadas de forma fixa em quadro branco ou em material

apostilado.

Além do conteudo relacionado ao estudo de fungbes, o caderno de atividade

conta com um manual de orientagdo ao uso do Geogebra, s&o instru¢des de utilizacéo
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das ferramentas presentes no Geogebra que serdao de fundamental importancia para

o desenvolvimento das atividades, exercicios e tutoriais presentes nesse caderno.

A motivacdo para montar um material que tivesse conteudos de matematica
feitos a partir do software Geogebra surgiu durante uma conversar com os bolsistas
do Programa de Cursos de nivelamento da aprendizagem — (PCNA), onde analisamos
o perfil do aluno que ingressa na universidade e se depara com o desafio de relacionar
a matematica que ele aprendeu no ensino médio com a matematica presente na
universidade. A utilizacdo do Geogebra como ferramenta de auxilio na construcéo
desse material foi pensada com o intuido de introduzir uma ferramenta que sera muito
atil para os alunos de graduacéo, esse software possui muitos recursos que podem
ser explorados para exemplificar o comportamento das funcdes, os graficos e como

sdo criados.

O caderno de atividades contém quatro capitulos, onde o primeiro capitulo traz
alguns tépicos sobre o ensino de matematica e algumas tendéncias como a tecnologia
na matematica e a ethomatematica, o segundo capitulo traz um panorama sobre o
Geogebra, mostrando suas ferramentas, modo de instalacéo, layout e instrucdes para
manuseio desse software, o terceiro capitulo contém nogdes basicas sobre funcdes,
dando énfase para o Dominio, Contradominio e Imagem da funcdo, o quarto capitulo
sdo as aplicacfes realizadas no Geogebra a partir de conceitos e propriedades das

funcdes (afim, quadratica, modular, exponencial, logaritmica e trigonomeétrica).

Espera-se que a partir da utilizacdo desse caderno de atividades os alunos
possam preencher algumas lacunas deixadas durante sua trajetdria no ensino médio
escolar, sendo possivel explorar possibilidades e aspectos das fungcdes matematicas
através das atividades dinamicas que serdo realizadas no Geogebra. As
manipula¢cdes no Geogebra sédo ordenadas e direcionadas para instigar a curiosidade
e mostrar caracteristicas que ndo ficam muito claras para os alunos quando sao

expostas em modo estético em quadro branco.
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A Matematica é definida por Davis & Hersh (1995), como a “ciéncia da

quantidade e do espago” sendo conhecidas em sua forma mais simples como:
Aritmética e Geometria. A primeira trata das varias espécies de regras de operacao
sobre numeros, estudando as varias situacfes do cotidiano em que séo utilizadas. A
Geometria, por sua vez, trata parcialmente de questdes sobre medidas do espaco,
além de tratar, também, de aspectos do espaco que possuem forte apelo estético e
sendo ensinada segundo os esquemas apresentados por Euclides (300 a.C.),
apresenta-se como uma ciéncia dedutiva (DAVIS & HERSH, 1995, p.25-26).

As Tecnologias Digitais da Informag¢ao e Comunicagéo atualmente exercem um
grande impacto e influéncia em relacdo ao emprego de novos métodos de ensino e
aprendizagem. De fato, é preciso compreender que os computadores, notebooks e
smartphones ja sao realidades presentes em muitas escolas no Brasil e no mundo,
porém eles por si s6 ndo possuem a capacidade de ensinar o aluno, mas podem ser
utilizados como recurso para auxiliar o professor nesse processo (SANTOS, 2018, p.
56)

Com a crescente valorizacdo das tecnologias educacionais, agentes como: o
aluno, o professor, a escola e a sociedade se beneficiam dessas praticas, uma vez
gue o conhecimento tecnolégico quando aplicado de forma correta transforma o saber
e préticas tradicionais de ensino, tornando as aulas dinamicas e de facil assimilacao
(SACCOL; SCHLEMMER; BARBOSA, 2011).

[...] A escola, mais do que nunca, precisa se apropriar das novas
linguagens audiovisuais e informaticas, bem como de suas interfaces,
para atender a constantes exigéncias do mundo contemporaneo que,
por sua vez, requer uma sintonia cada vez mais afinada com os
conhecimentos, ndo sé cientifico, mas também quanto aos valores
étnico-culturais. Pois a escola &, especialmente, o lugar onde tudo isso
pode ser sentido e vivido, como reflexo da sociedade em que os jovens
estdo inseridos (BETTEGA, 2010, p.15).
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As constantes transformacdes ocasionadas pelas tecnologias digitais, tem
impacto direto no funcionamento da sociedade, pois a partir da insercdo de novas
tecnologias em sala de aula, os alunos precisam ser preparados para atuar em um
mercado de trabalho em constantes mudancas, onde ele terd que se adequar as
profissbes que ainda ndo existem, para usar tecnologias que ainda nado foram
inventadas e para resolver problemas que ainda ndo conhecemos, assim sendo, a

maioria das futuras profissdes envolvera de forma direta ou indireta a computacéo e
tecnologias digitais (BRASIL, 2017, p. 475).

As tecnologias digitais moveis provocam mudancas profundas na
educacdo presencial e a distancia. Na presencial, desenraizam o
conceito de ensino/aprendizagem localizado e temporalizado.
Podemos aprender desde varios lugares, ao mesmo tempo, on e off-
line, juntos e separados. Na educacdo a distancia permitem o
equilibrio entre a aprendizagem individual e a colaborativa, de forma
gue os alunos de qualquer lugar podem aprender em grupo, em rede,
da forma flexivel e adequada para cada aluno. (MORAN, 2013, p. 30).

As tecnologias, com o uso de softwares educacionais contribuem de maneira
significativa para a aprendizagem dos alunos, sendo visto como um dos principais
agentes de transformacédo da sociedade pelas modificagbes que exercem nos meios

de producéo e por suas consequéncias no cotidiano das pessoas.

Segundo a BNCC:

Contudo, também é imprescindivel que a escola compreenda e
incorpore mais as novas linguagens e seus modos de funcionamento,
desvendando possibilidades de comunicacdo (e também de
manipulacdo), e que eduque para usos mais democraticos das
tecnologias e para uma participacdo mais consciente na cultura digital.
Ao aproveitar o potencial de comunicacg&o do universo digital, a escola
pode instituir novos modos de promover a aprendizagem, a interacdo
e o compartilhamento de significados entre professores e estudantes
(BRASIL, 2017. p. 63)

Os ambientes educacionais propicios a utilizacdo das tecnologias digitais criam
situagdes que induzem os alunos a serem agentes investigativos, conduzindo-os a
levantarem hipéteses e buscarem possiveis solu¢des de problemas, a partir do uso

de softwares na educacéao.
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Atualmente existem muitos aplicativos e softwares destinados a promover o

ensino de matematica em sala de aula de maneira dindmica e mais atrativa aos
alunos, com o proposito de tornar mais acessivel: a compreensdo dos conceitos e
propriedades dos elementos matematicos. O software de geometria dindmica
Geogebra € um programa que vem sendo utilizado com muita frequéncia no ensino
de conteddos matematicos, os estudos e producdes cientificas sobre a utilizagédo

desse recurso, aumentam significativamente a cada ano.

Gravina (2012), afirma que:

A tecnologia digital coloca a nossa disposicao diferentes ferramentas
interativas que descortinam na tela do computador objetos dindmicos
e manipulaveis. E isso vem mostrando interessantes reflexos nas
pesquisas em Educacdo Matematica, especialmente naquelas que
tém foco nos imbricados processos de aprendizagem e de
desenvolvimento cognitivo nos quais aspectos individuais e sociais se
fazem presentes (GRAVINA, et al., 2012, p.13).

Uma estratégia que visa amenizar algumas dificuldades encontradas, despertar
o0 interesse e facilitar o processo de ensino e aprendizagem é o uso de softwares e
aplicativos no ensino de matematica, para realizar as visualizacbes gréficas,

interpretacdes de propriedades e definicées de funcodes.

Segundo Borba e Penteado (2012):

O acesso a informética deve ser visto como um direito e, portanto, nas
escolas publicas e particulares o estudante deve poder usufruir de
uma educacdo que no momento atual inclua, no minimo, uma
“alfabetizacao tecnolégica”. Tal alfabetizacdo deve ser vista ndo como
um Curso de Informéatica, mas, sim, como um aprender a ler essa nova
midia. Assim o computador deve estar inserido em atividades
essenciais, tais como aprender a ler, escrever, compreender textos,
entender graficos, contar, desenvolver no¢des espaciais etc. (BORBA
e PENTEADO, 2012, p.17).

As relacbes de reciprocidade na educacdo vém sendo mais valorizadas
ultimamente. As experiéncias com o0s alunos tornam-se fundamentais para
proporcional ao professor a oportunidade de deixar de ser um mero transmissor de
informacdo e passar a ter novos olhares para desenvolver novas formas de
aprendizagem que possa estimular o aluno a ter um pensamento criativo e um fazer
colaborativo. (FREIRE, et. al., 2011, p.84)
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A possibilidade de utilizar as tecnologias digitais como via de comunicacao
entre professor e aluno torna-se cada vez mais relevante, tendo em vista que esse
contato acaba despertando o interesse no momento em que 0s envolvidos possam a

compartilhar informacdes relevantes ao ensino de matematica, possibilitando assim a
troca de experiéncias. (SILVA, 2016, p. 29)

1.2 — ENSINO DE MATEMATICA E

A Matematica é definida por Davis & Hersh (1995), como a “ciéncia da
guantidade e do espago” sendo conhecidas em sua forma mais simples como:
Aritmética e Geometria. A primeira trata das varias espécies de regras de operacao
sobre nameros, estudando as varias situacdes do cotidiano em que séo utilizadas. A
Geometria, por sua vez, trata parcialmente de questdes sobre medidas do espaco,
além de tratar, também, de aspectos do espaco que possuem forte apelo estético e
sendo ensinada segundo os esquemas apresentados por Euclides (300 a.C.),
apresenta-se como uma ciéncia dedutiva (DAVIS & HERSH, 1995, p.25-26).

Para D’Anbrosio (2009), a matematica tem sido conceituada como a ciéncia
dos numeros e das formas, caracterizada pelas relacdes e medidas, das inferéncias
e suas caracteristicas que norteiam a precisao, o rigor e a exatiddo. E como tal, muitos
professores e alunos ainda preservam esse ponto de vista em relacdo a matematica

como uma matéria altamente rigorosa e cheia de regras.

Segundo Bishop (1999), a matematica € uma das disciplinas mais trabalhadas
na escola, ao mesmo tempo em gque € uma das menos compreendidas. Para o seu
estudo sdo dispensadas as maiores cargas horarias se comparadas as demais
disciplinas, excluindo-se o estudo da lingua materna. Essa carga horaria €, em muitos
casos, pouco ou mal aproveitada em funcdo do grande numero de exercicios de
repeticdo que sdo aplicados aos alunos, voltados a mecaniza¢do de suas maneiras
de interpretar as rela¢cdes matematicas presentes em situac¢des ideais, ou retiradas de
um cotidiano “modificado” para a obtencgao de resultados que evidenciam processos
de manipulacdo de algoritmos, sem qualquer importancia as implicacbes dessa

sistematica sobre a realidade estudada.

Conforme Bishop (1999) essa aprendizagem baseada na mecanizagéo das

praticas mateméaticas, moldadas em um restrito grupo de situacdes, envolvendo

VARSI
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valores e condic¢des ideais, tem como unico proposito suprir as necessidades internas

da propria Matematica. Nessa perspectiva, 0 ensino da Matematica centra-se na
aplicacao de exercicios, que “preparam” para outras sequéncias de exercicios, que
por sua vez servirdo para 0s seguintes, nhuma gradual elevacdo do nivel de

dificuldades de resolugao dos problemas propostos.

A perspectiva, de relacionar os conteudos matematicos as representacdes das
praticas culturais € uma forma de estabelecer ligacbes entre 0s conceitos e a
identidade dos estudantes. Sendo, entdo, necessario ao ensino da matematica, por
seu carater de contextualizacao, tratar do uso das tecnologias para impulsionar essa
interacdo entre matematica e cotidiano, como uma maneira criativa de oferecer aos

alunos uma nova face do ensino da matematica escolar.

Barros, (2004.a) afirma que:

No processo de contextualizacdo da matematica escolar, é
fundamental uma ampla visdo da realidade em estudo. Porém, definir
realidade ndo é uma tarefa muito facil, haja vista que o préprio conceito
é relativo e mutavel, concebido, em geral, de forma diferenciada por
cada grupo/segmento/individuo, pertencente a um ou mais grupos
sociais. (BARROS, 2004.a. p. 30)

Sem liberdade criativa que impulsiona o senso de investigacdo no ensino da
Matemética, o aluno passa a ser secundario no processo de ensino e aprendizagem
e o rigor do cumprimento dos contetudos e dos processos rigidos de avaliacao,

manifestam-se superiores aos objetivos da aprendizagem (BISHOP, 1999).

No exercicio dessa matematica criativa e dindmica, uma das alternativas é a
relacdo da matematica com as praticas culturais, a partir da qual podemos
compreender as dindmicas da sociedade amazonica, que numa visdo geral, observa-
se que passa por grandes transformacdes, onde o desenvolvimento cultural,
econdbmico, tecnologico e social necessita de uma nova postura que adeque o
processo de ensino/aprendizagem aos novos mecanismos de apoio as praticas
pedagdgicas, em especial o ensino de matematica, tendo em vista que os nimeros
sao tao essenciais, assim como saber ler e escrever e quase sempre esta em tudo o
gue fazemos, implicita ou explicitamente (BRITO, M., LUCENA, I., SILVA, F. 2006, p.
5).
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Saberes matematicos essenciais como quantificar, calcular, fazer operacoes,

medir, analisar graficos, fazer tabelas, entre outros, proporcionam aos alunos

aprenderem a utilizar e a incorporar os mais diversos instrumentos didatico-cientificos

e tecnoldgicos, entre os quais podemos citar a calculadora, o termémetro, o
smartphone e computadores (BRITO, M., LUCENA, I., SILVA, F. 2006, p. 5).

Nesse contexto, faz-se necessario integrar as praticas de ensino com 0s
principios da Etnomatematica, que procura aproximar conceitos e contetdos
matematicos as experiéncias vivenciadas pelas populac¢des identificadas em grupos
sociais, criando a possibilidade da utilizacdo da matematica (escolar/cientifica) como
uma ferramenta cultural para o seu proprio processo de ensino/aprendizagem
permitindo considerar de forma efetiva a inclusdo destes grupos na apropriacdo do
conhecimento sistematizado a partir de um processo de globalizagéo (BRITO, M.,
LUCENA, 1., SILVA, F. 2006, p. 6)

A abordagem etnomatematica vai além do subsidio metodol6gico para
0 ensino da Matemética no contexto escolar. N&o se trata, apenas, da
melhoria do processo ensino/aprendizagem da Matemética, mas de
desafiar e contestar o dominio de saberes e a valorizagdo desse
dominio por alguns, sob pena de destruir outros de seus préprios
valores, gerando desigualdades e desrespeitos na vida das
populacdes, exterminios de uns para ascensao de outros dentro das
sociedades. Portanto, a construcao ao etnomatematica para o trabalho
pedagdgico é, sobretudo, uma proposta essencial a ética humana
(LUCENA, 2005, p.19).
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O GeoGebra é um software/aplicativo de geometria dinamica livre, disponivel

no endereco eletrénico https://www.geogebra.org/, é destinado a todos os niveis de
ensino que reune geometria, algebra, planilha de calculo, gréficos, probabilidade,
estatistica e célculos simbdlicos em um Unico pacote. Suas ferramentas sao faceis de
se usar e permite a construcdo de diversos objetos geométricos como: pontos,
vetores, segmentos, retas, seccdes conicas, graficos representativos de funcdes e
curvas parametrizadas; esses objetos matematicos podem ser modificados
dinamicamente a partir de uma interface gréfica que permite a interacdo do usuério
com o software a partir de conceitos matematicos e comandos de programacao

contidos no software.

O software Geogebra permite a insercao de valores, coordenadas e comandos
gue podem ser introduzidos diretamente em sua zona grafica ou a partir da utilizacao
do teclado no campo entrada, além da vantagem de podermos trabalhar utilizando
variaveis vinculadas a niameros, vetores e pontos. Dentre as varias possibilidades que
0 GeoGebra possui para a criagdo, podemos citar a facilidade de se trabalhar com
funcbes, desde o nivel basico até a determinacdo de derivadas e integrais, além de
oferecer um conjunto de comandos relacionados com andlise matematica, algebra,
algebra linear, geometria analitica, matematica financeira, entre outros (SILVA, 2016,
p. 50).

A palavra Geogebra vem da aglutinacdo das palavras (Geometria e Algebra),
esse software foi criado por Markus Hohenwarter para poder ser introduzido em um
ambiente de sala de aula. O projeto piloto do software foi iniciado em 2001, na
Universitat Salzburg, ja seu desenvolvimento foi realizado na Florida Atlantic
University, sua caracteristica principal se da por ser um software/aplicativo, ou seja, é
um programa multiplataforma que pode ser usado tanto em comutadores quanto em
celulares e tabletes, possui uma matematica dindmica que combina conceitos de

geometria e algebra.

O software Geogebra permite realizar constru¢cdes geométricas com a

utilizacdo de pontos, retas, segmentos de reta, poligonos etc., assim como permite

VAR SNAARN
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inserir funcdes e alterar todos esses objetos dinamicamente, ap0s a construcao estar
finalizada. Portanto, o software Geogebra € capaz de lidar com variaveis para
nameros, pontos, vetores, derivar e integrar funcdes, oferecer ainda comandos para

se encontrar raizes e pontos extremos de uma funcéo.

Atualmente o software Geogebra possui uma comunidade de milhdes de
usuarios em praticamente todos os paises e se tornou um lider na area de softwares
de matematica dinamica, apoiando o ensino e a aprendizagem em Ciéncia,
Tecnologia, Engenharia e Mateméatica. Muitos trabalhos tém sido desenvolvidos
utilizando o software Geogebra, como o Curso Basico e Avancado de Geogebra
promovido pela Universidade Estadual do Parana (UNESPAR - APUCARANA)
disponivel no site https://ogeogebra.com.br/cursos/, seu curso basico esta na 172

edicdo e o curso avancado na 12 edigao.

A instalacdo do Geogebra é bem simples e pratica, pois trata-se de um software
gratuito que esta disponivel em seu site e pode ser baixado sem nenhum custo ou

restricdo, entdo vamos aos procedimentos.

1 — Acesse o0 site https://www.geogebra.org/;

2 — No menu ao lado esquerdo do site, escolha a opcéo Baixar Aplicativos;
L3 20 » gegeiay r & ¢senDo o

GeoGebra I |

®

—
e
i
:
:
i
—

fealidade Aurneaca OeoCtia Cldssico b
Ieuze 1 mateatics 10 s mengo sl con APV IIVER GTatision IPumMOst pars gen e
SOORUIE Reabilsne At pldha pecbiabintade ¢ CA

"y

“w

f ve

3 — Aparecera varias op0es para download que vai desde uma calculadora grafica até

0 Geogebra Classico 6 que € a ultima versao desenvolvida pelo site até o momento.
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Dentre as opgOes que aparecem para fazer download, escolha o Geogebra Classico

5 e clique em download.

4 — Apés terminar o download, acesse a pasta de downloads em seu computador e

execute o instalador do Geogebra. Em seguida aparecera a seguinte tela:

¥ GeoGebra Installer — pd

Welcome to the GeoGebra 5 Setup Wizard

Before beginning the installation of GeoGebra 5, please choose a language:

Cligue em Préximo para continuar.

Language:

Portugués Brasileiro -

GeaGebra

GeoGebra 5.0.557.0 (August 27 2019) i [ cancelar

5 — Na janela exibida, clique em proximo, aceite o acordo de licenga clicando em eu

concordo

¥ GeoGebra Installer — ht

Acordo da licenga
Por favor, reveja os termos da licenca antes de instalar o GeoGebra 5.

Pressione Page Down para ver o resto do acorda.

\3e0Gebra - Dynamic Mathematics for Everyone -~
+ffwww.geogebra.orgf
LICENSE
You are free to copy, distribute and transmit GeoGebra free of charge
for non-commercial purposes {see conditions and details below).
FPROJECT DIRECTOR
*Markus Hohenwarter {Austria & USA 2001-)
LEAD DEVELOPER.
*Michael Borcherds (UK 2007-)

L
DEVELOPERS
* Gabor Ancsin {Hungary 2003-)
*Balazs Bencze (Romania 2012-)
*Mathieu Blossier (France 2008-)

* arnaud Delobelle (UK 2011-)

* Calixte Denizet (France 2010-)

* Judit Elias (Hungary 2005-)

= arpad Fekete (Hungary 2010-)

*Laszlo Gal (Hungary 2013-)

* Zbynek Konecny {Czech Republic 2010-)

® Felbam Kaozee THmazes 0102 v

Se vocé aceita os termos do acordo, dique em Eu Concordo para continuar. Vocé deve aceitar o
acordo para instalar o GeoGebra 5.

GeoGebra 5.0.557.0 (August 27 2019) PP —— [ cancelar
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6 — ApOs aceitar o acordo de licenga, cligue em instalar

¢ GeoGebra Installer — X

Setup Type
Choose the setup type that best suits your needs.

Please select a setup type.

(¢ Standard
@E All the main features will be installed. Recommended for the majority of the users.

¢ Custom

Choose which programm features you want installed and where they will be
% installed. Recommended for advanced users.

GeaGebra

GeoGebra 5.0.557.0 (August 27 2019) | <votar || Instelar | Cancelar

7 — O Sistema Operacional ira instalar o Geogebra no computador, ao final, clique em
terminar para encerrar a instalacdo. Pronto, vocé j4 pode utilizar os recursos que o

Geogebra oferece.

¥ GeoGebra Installer —

Completando o Assistente de Instalagcao do
GeoGebra 5

O GeoGebra 5 foi instalado no seu computador, I

Clique em Terminar para fechar este assistente.

v Executar GeoGebra 5

GeaGebra

GeoGebra 5.0.557.0 (August 27 2019)
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Ao inicializar o GeoGebra encontramos uma interface composta pelos

seguintes elementos: 1 - Barra de Menus, 2 - Barra de Ferramentas, 3 - Janela de Algebra,
4 - Janela de Visualizacdg e 5 - Campo Entrada. Esses cinco elementos sédo fundamentais

para poder fazer um bom uso dos diversos recursos disponiveis nesse programa.

Figura 1 — Interface do Geogebra
€7 GeoGebrs Classc 3 - 0 %

ivo Editar Endir Opcbes Ferramentas Janels Anda | Entrar

il - - “ | o
.A: /r_ 3 ) (‘.)' &) ‘3'4.. x 052 .Io_ a

» Janeln de Algedia X | ¥ Janeia de Visuabzagho X

hi

4 Geotebra Cnnico

Granco

Janela CAS
Geormetna

Janela 30

Plansna de Cllculon
Prodbabiacade

-
-
-

@G}r)@

»Ie s

G= I

2.2.1 — Barrade Menus

A Barra de menus esta localizada na parte superior da zona grafica, ela é
composta pelos menus: Arquivo, Editar, Exibir, Opc¢des, Ferramentas, Janela e Ajuda.
Em cada opcgéo existente na Barra de Menus existe uma lista de op¢des onde é

possivel manipular e personalizar a interface do Geogebra.
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Importante: O menu Exibir merece um
destaque especial, pois 0 mesmo possibilita a
personalizacdo da interface do Geogebra, é a
partir desse menu que podemos exibir ou

esconder diferentes elementos a exemplo da

Janela de Algebra, Janela Planilha, Janela

Célculo  Simbdlico (CAS), Janela de
Visualizagdo, Janela de Visualizagéo 2, Janela
de Visualizagéo 3D, Protocolo de Construgéo,
Calculadora de Probabilidades, Teclado e
Campo Entrada. Para ter acesso a essas
opcbes na interface do Geogebra basta
marcar/desmarcar o item no menu exibir
(FRISKE, Et. al. 2016. p. 7).

Figura 02 — Menu Exibir
T{f} GeoGebra Classic 3

Arquivo Editar Exibir OpcBies Ferramentas Janela Ajuda

N A | & Janelade Algenra Cti+ShifteA |4 || __, S
® " Planiha Ctri+Shift+S No|| . !
» Janela de Alf 1%*= Calculo Simbdlico (CAS) Cirl+Shift+K
@ Janela de Visualizacio Ctrl+3Shift+1 &
rjh Janela de Visualizacio 2 Ctrl+3Shift+2
& Janela de Visualizagio 3D Ctrl+Shift+3
5
s Protocolo de Construcio Ctrl+Shift+L
<. Calculadora de Probabilidades Ctirl+Shift+P
Teclado i
" Campo de Entrada
3
~us Layout ..
@ Atualizar Janelas Ctrl+F

Recalcular Todos os Objetos Cirl+R

< NAVARY
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2.2.2 — Barra de Ferramentas

Na barra de ferramentas encontramos todas as ferramentas necessarias para
fazer as construcdes de objetos matematicos, ela esta dividida em 11 botbes com

vérias ferramentas auxiliares que seréo vistas com mais detalhes a seguir.

Figura 03 — Barra de Ferramentas

ik -A.__._. /""/ ;f :” @ @ 4" X iﬂ ‘ij'

Cada icone possui varias ferramentas que possuem uma certa relacédo entre si.
Para acessar essas ferramentas basta clicar ou ficar posicionado com a seta do
mouse em cima da seta para baixo localizada no canto inferior direito do icone, dessa

forma aparecera as varias ferramentas disponiveis (FRISKE, Et. al. 2016. p. 7).

2.2.2.1 — Ferramentas do icone Manipulacéo

R

de Visualizacdo. Com essa ferramenta selecionada pode-se apagar um objeto criado

Mover: Essa ferramenta € utilizada para mover/arrastar objetos livres na Janela

clicando em cima dele e pressionando a tecla delete, pode move-lo usando o mouse
ou as setas do teclado, também é possivel ativar a ferramenta Mover pressionando a
tecla ESC.

< Rotacdo em Torno de um Ponto: Utiliza-se essa ferramenta selecionando
primeiro o ponto que serd o centro de rotacdo, depois seleciona o objeto livre que
deseja fazer a rotagdo em torno do primeiro ponto selecionado, arraste o objeto com
0 mouse e note que ele faz um movimento circular em torno do primeiro ponto

selecionado mantendo sempre a mesma distancia.

/ Funcdo a Mao Livre: Desenhe uma fungéo ou objeto geométrico na Janela de

Visualizacdo, caso o Geogebra reconheca o objeto criado ele faz uma adaptacéo do

mesmo.

TR NIV
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J Caneta: Essa ferramenta serva para escrever ou desenhar objetos livre de

acordo com o0 movimento do mouse.

2.2.2.2 — Ferramentas do icone Pontos

A
®  Ponto: Para criar um ponto basta selecionar essa ferramenta e em seguida clicar

em qualquer local da Janela de Visualizacdo. Pode-se criar um ponto atrelado a um
objeto (segmento, reta, poligono, conica, grafico ou curva), basta selecionar essa

ferramenta e clicar em cima do objeto desejado.

N,

(A
*~ Ponto em Obijeto: Esta ferramenta permite criar um ponto dependente de um

objeto, o ponto criado s6 poder a ser movido dentro do objeto. Ao mover o objeto o
ponto criado também se movera. No caso de um poligono, para criar um ponto que é
fixado a um objeto, clique na ferramenta e depois no objeto, esse novo ponto pode ser
movido utilizando a ferramenta Mover, mas apenas dentro do objeto. Para colocar um
ponto interior de um circulo ou elipse sera necessario aumentar a opacidade
(transparéncia) destes. Se vocé clicar no perimetro de um objeto (por exemplo: circulo,

elipse, poligono), entdo o ponto sera fixado ao perimetro ao invés do interior.

‘/ Vincular/Desvincular Ponto: Para anexar um ponto a um determinado objeto,
primeiro cligue em um ponto livre e em seguida sobre o objeto para o qual vocé deseja
anexar este ponto. O ponto se tornara dependente e sé podera ser movido dentro do

objeto.

X Intersecdo entre Dois Objetos: Os pontos de intersecdo de dois objetos podem
ser criados selecionando dois objetos, assim todos os pontos de intersecédo seréo
criados; ou entdo, clicando-se diretamente sobre uma intersecdo de duas linhas,

assim apenas um ponto de intersecédo seré criado.

* Ponto Médio: Com esta ferramenta pode-se obter o ponto médio entre dois

pontos ou de um segmento. Para isso, basta selecionar a ferramenta, e em seguida

clicar em dois pontos ou em um segmento para obter o respectivo ponto médio.

AAAATAVAVAVAVAVAVAVZANV/AVANS i NV AN AV AVAVAVATAY
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Também é possivel clicar numa seccéo conica (por exemplo, circunferéncia) para criar

(0] respectivo centro.

Z
® Numero Complexo: Possibilita criar um ponto no plano imaginério, sendo o eixo

das Abcissas (x) o eixo Real (Re) e o eixo das Ordenadas (y) o Imaginario (Im).

N Otimizacdo: Com essa ferramenta é possivel localizar os pontos de maximo e
minimo de uma funcéo, basta selecionar a ferramenta e clicar em cima da fungéo

desejada para obter os pontos otimizados.

f/\; Raizes: Essa ferramenta possibilita a insercdo das raizes de uma determinada
funcdo, para utilizar basta selecionar a ferramenta e clicar em cima da funcéo

desejada e note que as raizes da funcédo foram marcadas com um ponto.

2.2.2.3 — Ferramentas do icone Linhas Retas

el

Reta: Essa ferramenta serve para criar retas, para isso basta selecionar dois
pontos ja criados ou duas posi¢cdes na Janela de Visualizacao. Essa reta fica atrelada
aos dois pontos utilizados em sua criacdo, ou seja, para movimentar a reta € preciso
movimentar 0s pontos.

< Segmento: Essa ferramenta serve para criar seguimentos de retas, para iSso
basta selecionar dois pontos ja criados ou duas posi¢des na Janela de Visualizacao.
O seguimento de reta criado fica atrelada aos dois pontos utilizados em sua criacao,
ou seja, para movimentar o segmento de reta € preciso movimentar os pontos.

ae

i Segmento com Comprimento Fixo: Essa ferramenta é utilizada para a criacédo
de seguimento de reta paralelo ao eixo X, para cria-lo basta selecionar um ponto
gualquer que sera o extremo inicial do seguimento, em seguida especifique o

comprimento desejado no campo entrada de texto na janela de didlogo que surge.

TR NIV
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- Semirreta: Essa ferramenta € utilizada para a criagcdo de semirreta, para iSso
basta selecionar um ponto qualquer que sera a origem da semirreta, em seguida
selecione outro ponto que servira para direcionar a semirreta.

- Caminho Poligonal: Essa ferramenta é utilizada para a criagdo uma serie de
seguimento de reta interligados, para cria-lo basta selecionar quantos pontos deseja
gue seu caminho poligonal tenha, em seguida clique no primeiro ponto que vocé

utilizou.

7

Vetor: Essa ferramenta é utilizada para a criacdo de um vetor na Janela de
Visualizacédo, para cria-lo basta selecionar um ponto qualquer que sera a origem do

vetor, em seguida selecione outro ponto que servira para dar dire¢do ao vetor.

-~
“” \etor a Partir de um Ponto: Essa ferramenta é utilizada para a criar um vetor

com mesmo tamanho e direcao a partir de um ponto, para cria-lo basta selecionar um
ponto qualquer que sera a origem do vetor, em seguida selecione o vetor que vocé

deseja copiar.

\ o

2.2.2.4 — Ferramentas do icone Posi¢fes Relativas -
%

—T Reta Perpendicular: Com essa ferramenta é possivel criar retas perpendiculares

a uma reta qualquer, seguimento, vetor, eixo ou lado de um poligono. Para criar uma

reta perpendicular, primeiro selecionamos um ponto ou posicdo na Janela de

Visualizacdo, em seguida selecionamos uma reta, seguimento, vetor, eixo ou lado de

um poligono.

P
o

— ' Reta Paralela: Com essa ferramenta é possivel criar retas paralelas a uma reta
qualquer, seguimento, vetor, eixo ou lado de um poligono. Para criar uma reta
paralela, primeiro selecionamos um ponto ou posi¢cado na Janela de Visualizagdo, em

seguida selecionamos uma reta, seguimento, vetor, eixo ou lado de um poligono.
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v Mediatriz: Com essa ferramenta € possivel criar retas perpendiculares a um
seguimento de reta ou a dois pontos quaisquer. Para criar uma mediatriz basta

selecionar dois pontos ja criados ou selecionar um seguimento de reta.

~* Bissetriz: Utilizando essa ferramenta é possivel definir uma bissetriz a partir de
trés pontos, para cria-la basta selecionar trés pontos ja criado e sera inserida uma
bissetriz no angulo formado entre os trés pontos utilizados.

O P

*— Reta Tangente: Com essa ferramenta € possivel criar retas tangentes a um
circulo, coénica ou funcdo. Para criar uma reta tangente, primeiro selecionamos um
ponto ja criado, em seguida selecionamos um circulo, cénica ou fungao.

R Reta Polar ou Diametral: Utilizando essa ferramenta é possivel criar uma reta
perpendicular a uma outra reta qualquer passando pela origem de um circulo ou
cbnica, formando assim o diametro. Para cria-la basta selecionar um ponto ou uma

reta e sem seguida selecionar um circulo ou conica.

e
L2

* Reta de Regress&o Linear: Com essa ferramenta é possivel encontrar a reta que
melhor se ajusta a um conjunto de pontos. Para cria-la basta selecionar varios pontos

desejados ou uma lista de pontos.

,

&L Lugar Geométrico: Utilizando essa ferramenta € possivel construir lugar
geométrico determinado pelo movimento de um objeto (reta, ponto, etc.) ao longo de

uma trajetoria.

=

2.2.2.5 - Ferramentas do icone Poligonos

[N
I-':' Ve Ve Ve - .
*~ Poligono: Essa ferramenta construi poligonos irregulares com quantidades de

lados desejada. Para criar poligonos com essa ferramenta basta selecionar
sucessivamente pelo menos 3 prontos, 0s quais serdo vértices do poligono, em
seguida clique no ponto inicial para fechar o poligono.
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* Poligono Regular: Essa ferramenta possibilita a construgcdo de um poligono
regular a partir de um lado. Para isso selecione dois pontos ou posi¢cdo na Janela de
visualizacdo, em seguida determine o nimero de vértices desejado no campo entrada

de texto da janela de didlogo que surge e aperte no botéo ok.

L}

i} Poligono Rigido: Essa ferramenta construi poligonos irregulares rigidos com
guantidades de lados desejada. Para criar poligonos com essa ferramenta basta
selecionar sucessivamente pelo menos 3 prontos, 0s quais serao vértices do poligono,
em seguida clique no ponto inicial para fechar o poligono. Note que apés criar esse
poligono é exibido apenas dois pontos onde um movimenta o poligono pela Janela de

visualizacdo e o outro faz a rotacéo do poligono em torno do primeiro ponto.

f> Poligono Semideformével: Essa ferramenta construi poligonos irregulares
semideformaveis com quantidades de lados desejada. Para criar poligonos com essa
ferramenta basta selecionar sucessivamente pelo menos 3 prontos, 0s quais serao
veértices do poligono, em seguida cliqgue no ponto inicial para fechar o poligono. Note
gue o primeiro ponto criado ndo deforma o poligono, ele apenas movimenta a

construcdo pela Janela de Visualizagéo.

L]
e

2.2.2.6 — Ferramentas do icone Formas Circulares

™
-

[e]) , , o

" 'Circulo dados Centro e Um de seus Pontos: Essa ferramenta ¢é utilizada para
construir circulos, para isso basta selecionar um ponto ou posicdo na Janela de
Visualizagdo, o que serd o centro do circulo, em seguida selecione um ponto ou

posicao que ficara sobre a circunferéncia.

g
| ]
~"Circulo: Centro & Raio: Com essa ferramenta é possivel construir circulos

fornecendo o tamanho do raio, para isso basta selecionar um ponto ou posi¢do na
Janela de Visualizacdo, em seguida digite o tamanho do raio desejado no campo

entrada de texto na janela de dialogo que surge e aperte o botao ok.
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% Compasso: Com essa ferramenta € possivel construir circulos fornecendo o
tamanho do raio a partir de um seguimento qualquer, para isso basta selecionar um
seguimento ou dois pontos na Janela de Visualizacdo para determinar o tamanho do
raio, em seguida selecione um ponto ou posi¢éo para determinar o centro do circulo.

Circulo definido por Trés Pontos: Utllizando essa ferramenta é possivel
construir circulos fornecendo trés pontos de sua circunferéncia, para isso basta
selecionar trés pontos ou posicfes na Janela de Visualizacdo para determinar o

tamanho da circunferéncia.

I/‘l
]

Semicirculo: Essa ferramenta é utilizada para criar um semicirculo, para isso
basta selecionar dois pontos ou posi¢cdes na Janela de Visualizacdo para determinar

o tamanho do semicirculo.

)

pontos, para isso basta selecionar um ponto ou posicdo na Janela de Visualizacéo

Arco Circular: Essa ferramenta é utilizada para criar um arco a partir de trés

gue sera o centro da regido circular, em seguida selecione o0 segundo ponto que sera

o tamanho do raio e por ultimo selecione o ponto que sera o tamanho do arco circular.

Y
“ Arco Circuncircular: Essa ferramenta é utilizada para criar um arco a partir de

trés pontos presentes na regiao circular, para isso basta selecionar trés pontos ou

posi¢cdes na Janela de Visualizacéo.

2

trés pontos, para isso basta selecionar um ponto ou posi¢céo na Janela de Visualizagéo

Setor Circular: com essa ferramenta € possivel criar um setor circular a partir de

gue sera o centro do setor circular, em seguida selecione o segundo ponto que sera

o tamanho do raio e por ultimo selecione o ponto que sera o tamanho do setor circular.

L]
) . - Ve age . .
¥ Setor Circuncircular: Essa ferramenta € utilizada para criar um setor circular a

partir de trés pontos presentes na regido circular, para isso basta selecionar trés
pontos ou posi¢cdes na Janela de Visualizagéo.
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2.2.2.7 — Ferramentas do icone Cbnicas

w0

para isso basta selecionar dois pontos ou posi¢cées na Janela de Visualizacéo, os

Elipse: Com essa ferramenta é possivel construir elipse utilizando trés pontos,

guais serdo os focos da elipse, em seguida selecione um ponto ou posicdo que
pertencera a elipse.

*» Hipérbole: Para fazer a construcdo de uma hipérbole com essa ferramenta, basta
selecionar dois pontos ou posi¢cdes na Janela de Visualizacao, os quais serdo os focos

da hipérbole, em seguida selecione um ponto ou posicado que pertencera a hipérbole.

“~Parabola: Utilizamos essa ferramenta para criar parabola, para isso basta
selecionar uma reta ja existente na Janela de Visualizagdo e em seguida selecione

um ponto ou posi¢cao para definir a concavidade da parabola.

O Conica por Cinco Pontos: Essa ferramenta cria uma seg¢ao conica utilizando
cinco pontos, para isso basta selecionar quatro pontos ou posi¢cbes na Janela de
Visualizacdo, em seguida selecione o quinto ponto que definira o formato da secao

coOnica.

2.2.2.8 — Ferramentas do icone Angulos e Medidas
é’ Angulo: Utilizando essa ferramenta podemos determinar um angulo utilizando
trés pontos. Para criar um angulo selecione trés pontos no sentido horario (sendo que
0 segundo ponto vai ser a origem do angulo) ou duas retas, semirretas, segmentos de
reta ou vetores. Com essa ferramenta também é possivel determinar todos os angulos

de um poligono, para isso basta selecionar essa ferramenta e selecionar o poligono.

L]
“=+ Angulo com Amplitude Fixa: Essa ferramenta € utilizada para criar angulos com

amplitude fixa. Inserimos esse angulo selecionando dois pontos ou posi¢cdes (o

TR NIV
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segundo ponto sera a origem do angulo), em seguida indique o tamanho do angulo

no campo entrada de texto na janela de dialogo que aparecera e aperte o botéao ok.

7z

om
/ Distancia, Comprimento ou Perimetro: Essa ferramenta é utilizada na
obtencdo da distancia entre dois pontos, duas retas ou entre um ponto e uma reta,
seguimento, perimetro de poligonos, circunferéncias e elipses, além do comprimento
de arcos, mostrando o valor da distancia a partir de um texto dinamico. Para utilizar
essa ferramenta basta selecionar dois pontos, um ponto e uma reta, selecionar um
poligono ou uma conica.
em?

Area: Utilizamos essa ferramenta para determinar o valor numérico da area de
um poligono, circulo ou elipse. Para isso, basta ativar essa ferramenta e selecionar

um poligono, circulo ou elipse para determinar sua area.

/Alnclina(;éo: Essa ferramenta mostra a inclinacdo de uma reta, utilizando um
triangulo cuja razéo entre a medida do cateto vertical e a medida do cateto horizontal
€ o valor absoluto da inclinacéo da respectiva reta. Para utilizar essa ferramenta, basta
ativa-la e selecionar uma reta.
{1.2} . - . . ,
Lista: Utilizando essa ferramenta podemos criar uma lista de objetos
selecionados como: pontos, seguimentos de reta, poligonos, comicas, etc. Para isso,
basta ativar a ferramenta, clicar e segurar o botdo do mouse em um espaco da Janela
de Visualizagdo, em seguida arraste o mouse criando um retangulo marcando os

objetos a serem selecionados e inseridos na lista.

? - ~ - - -
a=b Relacao: Essa ferramenta permite saber a relacdo entre dois objetos, para isso
basta clicar nos dois objetos e uma janela de dialogo aparecera indicando a relagédo

entre eles.

g/

especificas de uma funcdo em um determinado intervalo como: pontos de maximo e

Interpor Fungdes: Essa ferramenta permite saber de informagdes mais

minimo, integral, reta tangente, circulo osculador, etc. Para utilizar essa ferramenta,

TR NIV
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basta selecionar a funcdo na Janela de visualizagédo e observar as informacgdes na

janela de dialogo que surgira.

-~

2.2.2.9 — Ferramentas do icone Transformacdes

L]
x Reflexdo em Relacdo a uma Reta: Com essa ferramenta € possivel criar um
reflexo de um determinado objeto (ponto, circulo, reta, poligono, etc.) em relacao a
uma reta. Para isso, basta selecionar primeiramente o objeto a ser refletido e em

seguida selecionar a reta de reflexao.

*" Reflexdo em Relacdo a um Ponto: Com essa ferramenta € possivel criar um
reflexo de um determinado objeto (ponto, circulo, reta, poligono, etc.) em relacao a
um ponto. Para isso, basta selecionar primeiramente o objeto a ser refletido e em
seguida selecionar o ponto de reflex&o.

L Rotacdo em Torno de um Ponto: Utilizando essa ferramenta é possivel criar o
reflexo de um objeto que pode ser rotacionado em relagdo a um angulo. Para utilizar
essa ferramenta selecione um objeto a ser rotacionado, em seguida clique em um
monto para estabelecer o centro de rotacdo e na janela de didlogo que surge insira o
valor do angulo de amplitude. Note que a medida em que vocé movimenta o objeto,

seu reflexo também é movimentado sem alterar o angulo de rotacdo definido.

~
Zad Translacdo de um Vetor: Essa ferramenta é utilizada para transladar objetos

(ponto, seguimento, poligono, coénicas, etc.) para o mesmo sentido de um vetor
selecionado. Para utilizar essa ferramenta selecione o objeto que pretende transladar,
em seguida selecione o vetor que ira definir a translacdo. Note que ao movimentar o
vetor, também é movimentado o objeto atrelado a ele.

*Homotetia: Utilizando essa ferramenta é possivel criar copias de objetos com um

fator de ampliacéo, para isso basta selecionar um objeto, em seguida selecione um

TR NIV
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ponto que sera o centro, por ultimo na janela de dialogo que surge digite o fator de

homotetia.

2.2.2.10 — Ferramentas do icone Controles Especiais
a=2
~““'Controle Deslizante: Com essa ferramenta podemos criar um controle
deslizante que serve para fazer a alteracédo de valores de uma determinada variavel
movimentando apenas um ponto que esti atrelado um seguimento de reta. Para
utilizar essa ferramenta basta clicar em algum local da Janela de Visualizacdo, onde
deseja que o controle figue, em seguida abrira uma janela de dialogo para vocé
preencher com o intervalo de maximo e minimo, incremento, nhome do controle, etc.
ApGs o preenchimento clique no botédo ok e seré criado o controle deslizantes na sua

Janela de Visualizacéo.

ABC . . - .
Texto: Essa ferramenta possibilita a criacdo de textos estaticos, dinAmicos ou em

linguagem LATEX inseridos na Janela e Visualizag&o. Para inserir texto, basta clicar
no local onde deseja que seu texto seja inserido na Janela de Visualizacdo, em
seguida aparecera uma janela de dialogo onde vocé pode digitar seu texto de trés
formas. O Texto Estatico ndo esta atrelado a nenhum objeto matemético presente na
Janela de Visualizacéo, o Texto Dinamico possui valores de objeto que sao alterados
automaticamente a medida em que o objeto € alterado, o Texto Misto é uma
combinacdo dos dois textos anteriores. Também podemos inserir um conjunto de
textos e férmulas em linguagem LATEX, para utilizar esse recurso de texto, basta
ativar a caixa Formula LaTeX na janela de dialogo da ferramenta texto e inserir o texto

e as formulas.

Inserir Imagem: A partir dessa ferramenta é possivel inserir figuras na Janela de
Visualizacdo. Para utilizar essa ferramenta basta selecionar a mesma, em seguida
aparecera uma janela de navegacao de pastas, encontre seu arquivo, selecione-o e

em seguida cligue no botéo abrir.
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— Botao: Utilizando essa ferramenta € possivel criar um botdo e associar a ele um
conjunto de acfes visiveis na zona gréfica. Para inserir um botéo, basta clicar em
algum local da Janela de Visualizacdo, onde deseja que o botdo seja inserido, em
seguida aparecera uma janela de diadlogo para vocé preencher com o nome do botao
e a sua respectiva programacéao de acOes desejadas.
v L

Caixa para Exibir/Esconder Objetos: Essa ferramenta permite criar uma caixa
de marcacdo onde € possivel ativar (mostrar) e desativar (esconder) objetos
construidos apenas marcando e desmarcando a caixa. Para utilizar essa ferramenta,
basta clicar em um local da Janela de Visualizacdo onde deseja que fique a caixa, em
seguida na janela de didlogo que surge, preencha com o nome da caixa e selecione

0s objetos construidos que deseja que fiqguem atrelados a essa caixa.

! Campo de Entrada: Essa ferramenta é utilizada para criar uma caixa de texto
gue permite a interacdo com 0s objetos construidos. Para utilizar essa ferramenta,
basta clicar em algum local da Janela de Visualizacéo, onde deseja que fique o seu
texto, em seguida na janela de dialogo que surge, digite 0 nome e selecione o objeto

a ser vinculado e clique no botao ok.

2.2.2.11 — Ferramentas do icone Exibicdo

@ Mover Janela de Visualizacdo: Essa ferramenta € utilizada para mover o
sistema de eixos da Janela de Visualizacéo, alterar a escala dos eixos, bem como
movimentar imagens. Para utilizar essa ferramenta, basta clicar em algum local da
Janela de Visualizagéo, segurar o clique e arrastar o mouse para movimentar os eixos,
para alterar a escala dos eixos basta clicar em cima o eixo desejado, segurar a tecla
shift e arrastar o mouse. E possivel movimentar imagens com essa ferramenta
também, para isso basta clicar com o bot&o direito do mouse sobre a imagem, segurar

o clique e arrastar.

TR NIV

- Elizeu Cantd@o de Jesus Calandrini Neto: Ensino de fungdes com o uso do software Geogebra -




AR

.fé.

Ampliar: Para ampliar a visualizacdo de objetos criados na Janela de

a

Visualizagdo utilizamos essa ferramenta. Para usa-la, basta clicar em uma regido da
Janela de Visualizacdo onde deseja ampliar, clique quantas vezes desejar até ficar do

tamanho esperado.

a

Visualizagdo utilizamos essa ferramenta. Para usa-la, basta clicar em uma regido da

Reduzir: Para reduzir a visualizacdo de objetos criados na Janela de

Janela de Visualizacdo onde deseja ampliar, clique quantas vezes desejar até ficar do
tamanho esperado.
]

Exibir/Esconder Objetos: Com essa ferramenta é possivel exibir/esconder
objetos criados na Janela de Visualizacao. Para utilizar essa ferramenta, basta clicar
nos objetos que deseja esconder, em seguida selecione outra ferramenta qualquer
para poder executar a acdo de esconder, da mesma forma fazemos para exibir o
objeto novamente.

A Exibir/Esconder Rétulo: Com essa ferramenta é possivel exibir/esconder o
rétulo de objetos criados na Janela de Visualizacdo. Para utilizar essa ferramenta,
basta clicar nos objetos que deseja esconder o rotulo, da mesma forma fazemos para

exibir o rétulo dos objetos novamente.

4

um determinado objeto. Para utilizar essa ferramenta, basta clicar no objeto que vocé

Copiar Estilo Visual: Essa ferramenta possibilita copiar a formatacéo (estilo) de

deseja copiar o estilo e em seguida clique no objeto que deseja aplicar o estilo.

Apagar: Essa ferramenta serve para apagar objetos criados na Janela de

Visualizacdo. Para utilizar essa ferramenta, basta clicar o objeto desejado e note que

que o objeto é apagado da Janela de Visualizacdo e também da Janela de Algebra.
As
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2.2.3 - Janela de Algebra

A janela de Algebra é responsavel por mostrar informacoes relacionadas aos
dados inseridos pelos usuarios na Janela de Visualizacdo e na Caixa de Entrada tais
como valores, coordenadas, equacdes, funcOes etc. A cada operacao feita pelo
usuario os dados sdo registrados em ordem de criagdo na Janela de Algebra,
facilitando assim a visualizacdo dos dados numéricos e algébricos dos objetos

construidos pelo usuéario.

2.2.4 - Janela de Visualizacéo

A Janela de Visualizacdo é responsavel por representar a parte visual das
constru¢cdes como: os graficos de pontos, funcdes, vetores, seguimentos, poligonos,
retas, conicas e espaco no plano 2D e 3D. A alteracdo nesse ambiente grafico pode
ser feita a partir do toque do mouse, podendo fazer desde simples verificacdes até

modificacdes na estrutura das construcoes.

Propriedades da Janela de Visualizagao:
Para configurar a Janela de Visualizacdo do
Geogebra clique com o botéo direito do mouse
em algum espaco em branco da Janela de
Visualizagdo, em seguida no menu que
aparece, cligue na ultima opg¢do chamada
Janela de Visualizacdo. A partir da janela
(Preferéncias da Janela de Visualizacéo)
podemos alterar inUmeras propriedades como:
dimensodes, eixos, malha, unidades, distancia,
entre outras. (FRISKE, Et. al. 2016. p. 8)
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2.2.5 - Campo Entrada

A entrada de comandos, conhecida como Campo Entrada € responséavel por
possibilitar a insercdo de comandos de criagcdo que fazem a mesma funcéo dos itens
da barra de ferramentas utilizando apenas o teclado. Podemos inserir comando
especificos como: o comando de criacdo de funcdes, de poligonos, de integrais, de

derivadas, de area, entre outros.

i
(V)

Caracteristicas do Campo Entrada: A

insercao de comando depende de parametros

=

especificos do Geogebra, dessa forma, para

faciltar o seu manuseio pelo usuéario é

disponibilizado uma ajuda na hora de inserir 0s

~

comandos, ou seja, quando o usudario comeca

EEE |
Y X X X X YXYxXxyry’

fl

l
) - ¥ |
: : : -

(V)

AN B

a digitar determinado texto como integral,
derivada ou funcdo, uma série de opcdes é

B

.

141

mostrada, indicando os possiveis modos de se

utiizar aquele comando e também os

-
4}

[8

elementos necessarios para que seja possivel

d

fazer a insercao correta do comando.

[

O Geogebra possui inumeros comando que podem ser inseridos no Campo
Entrada, entre eles estdo comando para inserir: fungdes matematicas, calculo de
areas, comando 3D, algebra, estatistica, matematica financeira, probabilidade,

transformacdes, vetores, matrizes, logica, programacao, etc.

O uso de softwares no ensino de fungdes vem aumentado a cada ano que
passa, as midias digitais e a facilitagdo de acesso a trabalhos académicos disponiveis
em bibliotecas universitarias digitais e acervos estaduais, nacionais e internacionais

tem contribuido para a difusdo de trabalhos envolvendo o uso de softwares para

VAR SNAARN

- Elizeu Cantd@o de Jesus Calandrini Neto: Ensino de fungdes com o uso do software Geogebra -



favorecer o ensino de fungbes como: Funcdo Afim, Fungcdo Quadratica, Funcao

Modular, Funcdo Exponencial, Funcao Logaritmica e Funcdes Trigonométricas.

Segundo Catharina (2016), as principais caracteristicas que destacam o
software Geogebra quando comprado com os demais softwares de geometria
dindmica disponiveis atualmente sdo: o fato de ser um software gratuito, por ser
utilizado por muitos autores e instituicbes em trabalhos académicos demonstrando
uma maior afinidade da academia com esse software, € um software trabalhado em
varios idiomas e permite a abordagem de conteddos mateméaticos que vao desde o

ensino fundamental, passando pelo ensino médio até a chegada no ensino superior.

ARSI
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O estudo de funcdes matematicas, de fato € um dos principais assuntos da
matematica, pois surge sempre que queremos estabelecer uma relacdo entre duas
grandezas variaveis. Neste caso, vamos abordar um pouco mais o formalismo
matematico para definir o que de fato vem a ser uma funcdo matemética e suas

estruturas mais importantes.

Defini¢cdo: Dado os conjuntos A4 e B, ndo vazios, e uma relacdo f de A em B, dizemos
qgue f € uma funcdo de A em B se para todo x de A existir em correspondéncia um
unico y em B. (BIANCHINI e PACCOLA, 1989, p. 43).

A f:A-> B B

Exempilo:

Dados os conjuntos A = {0,1,2,3,4} e B = {1,2,3,4,5,6,7,89} e a
fungdof: A - Btalque f(x) =2x + 1.

Ao representar f por meio de um diagrama, temos:
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Utilizando o exemplo criado, vamos compreender o que sdo dominio,

contradominio e imagem de uma funcéo.

Ao conjunto A da-se o nome de dominio da funcdo. Indica-se o dominio da
funcdo f por D ou D(f). Logo, D(f) = A, (BIANCHINI e PACCOLA, 1989, p. 44). E
importante lembrar que todos os elementos do dominio devem ter uma relacdo com o

contradominio.

Entdo, D(f) = {0,1,2,3,4} = A.

Importante

Dependendo da natureza da fungao, existe
algumas situacbes em que o dominio da
funcao é restringido, ou seja, alguns elementos
do conjunto dos numeros reais ndo fazem
parte desse dominio como nos exemplos a

seqguir:
a) Funcdo com a variavel no denominador:
fa) =+

D(f) ={x e R|x # 0}

b) Funcdo com a variavel dentro de uma raiz

de indice par: f(x) =Vx—5

D(f) = {x €R|x > 5}

c) A combinacao dos dois primeiros exemplos:

fx) =

1
x—5

D(f) = {x ER|x > 5}
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Ao conjunto B da-se o nome de contradominio da funcdo. Indica-se o
contradominio da funcdo f por €D ou CD(f). Logo, CD(f) = B, (BIANCHINI e
PACCOLA, 1989, p. 44)

Entdo, CD(f) = {1,2,3,4,5,6,7,8,9).

-

Ao elemento y de B, associado ao elemento x de A, da-se o nome de imagem

de x, pela fungéo f. Indica-se que y é a imagem de x pela notacdo y = f(x) (Ié-se: y
igual a f de x).

Ao conjunto dos elementos y de B, que sé&o imagens dos elementos x de A4,
da-se o nome de conjunto-imagem de x, ou simplesmente imagem da funcéo. Indica-
se 0 conjunto-imagem da funcdo por Im ou Im(f). Para toda funcédo, Im c B.
(BIANCHINI e PACCOLA, 1989, p. 44)

Entdo, Im(f) = {1,3,5,7,9).

Desafio: Verifigue quais relagdes abaixo representam fungoes.

b)
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Comente sobre as relagdes que vocé ndo marcou, e porque considera que elas nao

sejam funcgéo:

Importante

N&ao existe restricdo para o]
contradominio, dessa forma pode existir
elementos dentro desse conjunto que nao
terdo correspondéncia com nenhum
elemento contido no dominio da funcéo.
Note que, por mais que a imagem da
funcdo ndo possua elementos negativos,
como na fungdo f(x) = x%, isso ndo
impede que o contradominio tenha

valores negativos.

AVAV/ANSZ g N VAN IA\V/;
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Existe algumas caracteristicas que diferenciam com que tipo de funcéo

estamos trabalhando. Dessa forma, veremos a seguir quais Sao essas caracteristicas

gue determinam o tipo da funcéo:

-C_

3.4.1 — Injetora ou Injetiva

Cada elemento x do dominio associa-se a um unico elemento da imagem f(x).

Todavia, podem existir elementos do contradominio que ndo sejam imagem.

A B
0 > A
1 ~B
2 -»C

D

3.4.2 — Sobrejetora ou Sobrejetiva

Todos os elementos do dominio possuem um elemento no contradominio. Pode

acontecer que mais de um elemento do dominio possuam a mesma imagem.

A B
0 A
1

B
gkic

4.4.3 — Bijetora ou Bijetiva

E a0 mesmo tempo injetora e sobrejetora, pois, cada elemento de x relaciona-

se a um unico elemento de f(x).

A
0
1
2
3
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Definicdo: Dados os numeros reais a e b, com a # 0, chama-se funcdo afim ou

funcdo do 1° grau, a funcdo f:R — R, definida por y = f(x) = ax + b. Chamamos a
de coeficiente angular e b de coeficiente linear. (BIANCHINI e PACCOLA,
1989, p. 68).

x = Dominio
f(x) = Imagem
a = Coeficiente Agular

b = Coeficiente Linear

Exemplol: Utilizando a = 3 e b = 4, obtemos a funcdo f(x) = 3x + 4

Exemplo2: Utilizando com base o exemplol, dada as seguintes funcbes de R em R,

identifique aquelas que sé&o do 1° grau:
a)f(x)=2x+7 c)y =x%—"5x

b) g(x) = 5x d)h(x) =x2+1

4.1.1 - GRAFICO DA FUNCAO AFIM

O grafico de uma funcao afim ou fung¢éo do 1° grau € uma reta que nédo € paralela

ao eixo x nem ao eixo y. Seu dominio € D(f) = R e sua imagem é Im(f) = R.

RN SIN
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Podemos construir o grafico da fungdo afim a partir da sua lei de formacéo (é a
equacdao que representa a funcao no plano cartesiano) inserida no Geogebra. Veremos

agora 0 passo-a-passo para a construcao desse grafico.

= Procedimentos no Geogebra -

1. Abra o Geogebra.

a=2 a=2

2. Clique no icone Controles “'e selecione a ferramenta Controle Deslizante
3. Cliqgue com o botdo esquerdo do mouse na Janela de Visualizacéo.

4. Insira o controle deslizante “a” preenchendo com os dados a seguir.

Controle Deslizante X

. Mome
® Numero

() Angulo

() Inteiro [1 Aleatério (Fg)

Intervalo  Controle Deslizante  Animacio

min: -5 max 5§ Incremento:

0K Cancelar

5. Clique no botao “ok”.

6. Repita os procedimentos “3”, “4” e “5” para inserir o controle deslizante “b”.

7. Clique no Campo Entrada ="

8. digite: f(x)=a*x+b e pressione a tecla Enter.

% N

9. Clique no icone Manipulacao <l e selecione a ferramenta Mover
10. Clique no botao dos constroles deslizantes “a” e “b”, E 1
movimente-o0s e observe o comportamento do grafico. bg

VAN e S/,
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Figura 04 — Construcéo do gréfico da Funcao Afim

7 GeoGebra Classic 5 — O =

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
AR elel<lN]:=

¥ Janela de Algebra >/ | » Janela de Visualizagdo X

® a=1

® b-=1 a=1 a

®flx) =1x+1

[=2
1]
—_

L]

Importante

Note que, a medida que os controles
deslizantes “a” e “b” sdo modificados ha
uma alteracdo na funcdo que pode ser
visualizada tanto na Janela de
Visualizacdo quanto na Janela de

Algebra.

Podemos também alterar as propriedades do grafico da funcéo clicando sobre
sua expressao na Janela de Algebra com o bot&o direito do mouse e selecionando a
opcao Propriedades. Na guia Basico, podemos modificar o nome da fungéo além de
sua forma de exibicdo e seu rotulo. Na guia Cor, podemos alterar a cor do grafico e

na guia Estilo podemos alterar a espessura e o estilo da linha.

11. Clique no menu Arquivo/Gravar Como.
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12. Na janela de didlogo que surge, dei o nome para o arquivo de “Fun¢ao Afim”,

escolha um local onde deseja guardar seu documento e clique no botdo Gravar.

Desafio: Crie e customize os gréficos das fungdes f(x) = %x +2eg(x)=x+3.

Observacao: Para realizar a multiplicacdo no Geogebra utilizamos o asterisco (*) ou entdo

podemos substitui-lo por um espago em branco.

4.1.2 — ESTUDO DO DOMINIO E IMAGEM DA FUNCAO AFIM

Para fazer o estudo do dominio e imagem da funcéo afim no Geogebra, vamos
inserir alguns pontos, retas e seguimentos de retas no grafico que criamos

anteriormente (ver figura 4).

= Procedimentos no Geogebra =

1. Abra o Geogebra.

2. Cliqgue no menu Arquivo/Abrir, selecione o arquivo “Fung¢ao Afim” e clique no
botéo Abrir.
lA A
3. Clique no icone Pontos “ e selecione a ferramenta Ponto *
4. Cligue com o botdo esquerdo do mouse em qualquer trecho da reta f(x) criando o

Ponto A.

. p .~ . —tL .
5. Clique no icone Posi¢des Relativas ~“ e selecione a ferramenta Reta
.
Perpendicular—"".
6. Cliqgue no Ponto A e em seguida no eixo X, note que uma reta foi criada

perpendicular ao eixo X chamada de “g”, clique novamente no ponto A e em seguida

clique no eixo Y e foi criada uma reta perpendicular ao eixo Y chamada de “h”.

A
. ] ° . ~ .
7. Clique no icone Pontos “ e selecione a ferramenta Interseccdo entre dois

objetos X

VRN NIV
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8. Clique na reta “g” e depois no eixo X criando assim o Ponto B, em seguida clique

na reta “h” e no eixo Y criando o Ponto C.

Janela de Algebra

9. Na Janela de Algebra, clique na bolinha azul correspondente ; ;

a=

® b=1

® fix)=1x+1
°

®

°

a reta “g” e “h”, para poder ocultar as duas retas.

A=(34)
:x=3

10. Clique no icone Linhas Retas “ e selecione a ferramenta hiy=4

.‘”J .

Segmento
11. Clique no Ponto A e em seguida no Ponto B, repita o processo clicando novamente
no Ponto A e em seguida no Ponto C.

12. Clique com o botao direito do mouse em cima do Ponto B e em seguida clique em
Propriedades. Na aba Basico marque a opcdo Exibir Rastro, na aba Cor mude a

cor do Ponto B para Vermelho.

13. Repita o0 passo 12, agora para o Ponto C, utilize a cor Verde e feche a janela de

propriedades.

R R

14. Clique no icone Manipulacédo <l e selecione a ferramenta Mover

Figura 05 — Dominio e Imagem da Funcao Afim
7 Dominic e imagem da funcéo afim.ggb

Arquivo Editar Exibir Opc@es Ferramentas Janela Ajuda

b Janela de.f\lgebra X | » Janela de Visualizagio

® a=1 _
® b=-1 a=1 e ] A
® f(x) =1x-1 |||||||||||O|||||||
® A=(6.56,5.56) h=-1 s
ﬁ::::: e e e |O e e e e e e ' Ponto A(6.56, 5.56)
® B=(6.56,0)
@ C=(0,556) +
® i=556
® j=6.56

VAR
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Movimente o Ponto A e note que é criado um rastro no eixo X na cor vermelha
e no eixo Y na cor verde, esses rastros representam o dominio e a imagem da funcéo

a medida em que movimentamos o Ponto A.

Importante

Sempre que o Ponto A &€ movimentado, 0s
Pontos B e C deixam um rastro e para poder
retirar esse rastro basta clicar com o botéo
esquerdo do mouse na Janela de Visualizacéo,
segurar o clique e arrastar um pouco, dessa
forma os rastros produzidos serdo apagados

para a criacao de novos.

15. Clique no menu Arquivo/Gravar como.

16. Na janela de diadlogo que surge, dei 0 nome para o arquivo de “Dominio e imagem
da funcéo afim”, escolha um local onde deseja guardar seu documento e clique no

botdo Gravar.

Desafio: Movimente o controle deslizante “a@” para o valor 1 e o controle deslizante “b”
para o valor -1. A partir do que foi visto até aqui, utilizando o grafico criado e seus

conhecimentos, qual a imagem da funcéo f(x) quando x variar de 0 até 5.
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Definicdo: Dados os numeros reais a, b e ¢, com a # 0, chama-se fungéo quadratica
ou funcdo do 2° grau a funcdo f:R — R, definida por y = f(x) = ax? + bx + c.
Chamamos a, b e ¢ de coeficientes. (BIANCHINI e PACCOLA, 1989, p. 83).

x = Dominio
f(x) = Imagem
a = Coeficiente
b = Coeficiente

¢ = Coeficiente

Exemplol: Utilizando a = 3, b = 4 e ¢ = 1, obtemos a fungdo f(x) = 3x* + 4x + 1

Exemplo2: Utilizando com base o exemplol, dada as seguintes funcbes de R em R,

identifique aquelas que sédo quadraticas:
a) f(x) =x*+6x+9 c)y=3x+2

b)y=2*+1 d) h(x) = —x?

4.2.1 - GRAFICO DA FUNCAO QUADRATICA

O grafico de uma func@o quadratica ou funcdo do 2° grau € uma curva aberta
chamada de parabola (BIANCHINI e PACCOLA, 1989, p. 84). Podemos construir 0
grafico da funcéo quadratica a partir da sua lei de formacao (é a equacédo que representa
a funcdo no plano cartesiano) inserida no Geogebra, veremos agora 0 passo-a-passo

para a construcao desse gréfico.
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— Procedimentos no Geogebra : B

1. Abra o Geogebra.

a=2 a=2

2. Cligue no icone Controles “e selecione a ferramenta Controle Deslizante
3. Cliqgue com o botéo esquerdo do mouse na Janela de Visualizacéao.

4. Insira o controle deslizante “a” preenchendo com os dados a seguir.

Controle Deslizante hod

. M
(® Nimero ome
. a
(O Angulo :
O Inteiro L] Aleatdrio (F9)

Intervalo  Controle Deslizante  Animac&o

min: |-5 max. |5 Incremento:

Ok Cancelar

5. Clique no botao “ok”.
6. Repita os procedimentos “3”, “4” e “5” para inserir os controles deslizantes “b” e “c”
respectivamente.

7. Clique no Campo Entrada =""2%

8. digite: f(x)=a*x"2+b*x+c e pressione a tecla Enter.

% N

9. Cligue no icone Manipulac¢éo “l e selecione a ferramenta Mover
H =4 H [TPE L IT] W 1] =1
10. Clique no bot&o dos constroles deslizantes “a”, “b”" e = ?Q, EmEN!
. o b=1
“c”’, movimente-os e observe o comportamento do gréfico. e ee——

VAV AN e e S/
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Figura 06 — Construcéo do gréafico da Funcdo Quadratica

Tﬂ’ GeoGebra Classic 3

Arquive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

%- .A-_'J "'/':, "‘l_:J ‘I".:\J.-_'J ®-_'J @__., é& NJ a—:E-_'J ‘_I_'-'J

=

Importante

Note que, a medida que o0s controles
deslizantes “a@”, “b” e “c” sdo modificados, ha
uma alteracdo na funcdo que pode ser
visualizada tanto na Janela de Visualizacéo
quanto na Janela de Algebra. Quando o
controle deslizante “a” tem valor 0, a parabola
formada pela funcéo vira uma reta, pois nesse
momento a funcdo deixa de ser do 2° grau e

passa a ser do 1° grau.

RSN,
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11. Clique no menu Arquivo/Gravar como.

12. Na janela de dialogo que surge, dei o nome para o arquivo de “Funcéo
Quadratica”, escolha um local onde deseja guardar seu documento e cliqgue no botéao

Gravar.

Desafio: Crie e customize o grafico da funcéo f(x) = 2x*—5x+2eg(x) = x? +
6x+9

Observacao: Para realizar a potenciacdo no Geogebra utilizamos o acento circunflexo ().

4.2.2 — ESTUDO DO DOMINIO E IMAGEM DA FUNCAO QUADRATICA

Para fazer o estudo do dominio e imagem da fun¢do quadratica no Geogebra,
vamos inserir alguns pontos, retas e segmentos de retas no grafico que criamos

anteriormente (ver figura 6).

= Procedimentos no Geogebra =

1. Abra o Geogebra.

2. Cligue no menu Arquivo/Abrir, selecione o arquivo “Funcdo Quadratica” e clique

no botdo Abrir.

3. Modifique os controles deslizantes para os seguintes valores, a=0.5, b=2.5 e c=2.

A
: ] o . N .
4. Clique no icone Pontos “ e selecione a ferramenta Interseccdo entre dois

objetos >\/

5. Cliqgue com o botdo esquerdo do mouse na parabola “f” e depois no eixo X criando
assim o Ponto A e o Ponto B, que sado também as raizes da funcdo conhecidos como

X ex’.

A A
. . o .
6. Clique no icone Pontos “ e selecione a ferramenta Ponto *®

VARSI
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7. Clique com o botdo esquerdo do mouse na pardbola f(x) no intervalo entre os

Pontos A e B, criando o Ponto C.

. , — . i .
8. Clique no icone Posicdes Relativas '~ ¥ e selecione a ferramenta Reta Paralela

-
_:-"'_Frﬂ_

9. Clique no Ponto B e em seguida no eixo X, note que uma reta foi criada paralela

(também coincidente) ao eixo X chamada de “g”.
.
10. Clique no icone Posi¢cdes Relativas —¥ e selecione a ferramenta Reta

Perpendicular —

11. Cligue no Ponto C e em seguida no eixo X, note que uma reta foi criada

perpendicular ao eixo X chamada de “h”, clique novamente no ponto C e em seguida

({34
|

clique no eixo Y e foi criada uma reta perpendicular ao eixo Y chamada de

A
. ] o : ~ :
12. Clique no icone Pontos “e selecione a ferramenta Interseccao entre dois

objetos X

13. Clique com o botédo esquerdo do mouse na reta “h” e depois no eixo X criando

“rn
|

assim o Ponto D, em seguida clique na reta “i” e no eixo Y criando o Ponto E.

Janaia da Algahra

14. Na Janela de Algebra, clique na bolinha azul correspondente as

® a-05
® b-25
retas “g”, “h” e “i", para poder ocultar as trés retas. & i s
® 8-(40
® A-(1,0)
® C={2.27 1.1}
. . . . ® gy-o0
15. Clique no icone Linhas Retas “e selecione a ferramenta ® xsan
cy~-1.
® D-(227.0)
® C=[011)
Segmento

16. Clique no Ponto C e em seguida no Ponto D, repita o processo clicando novamente

no Ponto C e em seguida no Ponto E.

17. Cligue com o botdo direito do mouse em cima do Ponto D e clique em
Propriedades. Na aba Basico marque a opcdo Exibir Rastro, na aba Cor mude a

cor do Ponto D para Vermelho.

VVAVANZNS e e /A VAV
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18. Repita o0 passo 17, agora para o Ponto E, utilize a cor Verde e feche a janela de

propriedade.

- Figura 07 — Dominio e Imagem da Fungéo Quadratica
€2 Domine e smagem da fungbo quadratica.ggb

Arquivo Editar Exidir Opgles Femamentas Janela Ajds

NE Al A Il 211N
e B P BR300 ) T N X

KX

Junsts Os Alpatis X | % Jansla de Visualizac o
-2 a=1
-3

fix)=12"-2x-13 3 w

B-(3,0

A«(1,0) - ?ﬁi
€= (380, 326 G=-3
Ey=0 i
hex =369

cy=32

D=(368.0)

=326 \
k=360

200 0000 ~

[Posts c3.68, 3.36)
(369, 3.26)

| B,
S

Movimente o Ponto C e note que € criado um rastro no eixo X na cor vermelha
e no eixo Y na cor verde, esses rastros identificam o dominio e a imagem da funcéo a

medida em que movimentamos o Ponto C.

Movimentando os controles deslizantes “a”, “b”

e “c”, note que, quando a parabola ndo toca no

eixo X o rastro para de ser criado, mostrando
assim que o dominio da funcdo deixa de estar

no conjunto dos numeros reais “R”.

19. Clique no menu Arquivo/Gravar como.

20. Na janela de dialogo que surge, dei 0 nome para o arquivo de “Dominio e imagem
da fungao quadratica” escolha um local onde deseja guardar seu documento e clique

no botdo Gravar.
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Desafio: Movimente o controle deslizante “a” para o valor 1, o “b" para o valor -2 e o
“c” para o valor -3. A partir do que que foi visto até aqui e utilizando o grafico criado,
gual a imagem da funcdo f(x) quando x variar de 0 até 4? E qual as raizes reais

dessa funcéo?

Importante

Q

Utilize as ferramentas Ampliar e

Q

Reduzir para adaptar o tamanho da

visualizagdo da fungdo, podendo assim

executar a movimentacdo do Ponto C,
obtendo os rastros correspondentes ao
dominio e imagem da funcdo no intervalo

pedido.
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Para comecarmos a falar sobre a funcdo modular é importante relembrar um
pouco sobre a definicdo de modulo e suas principais caracteristicas. Podemos dizer
gue mddulo pode ser entendido como a distancia de um ndamero real ao numero zero,
pois, 0 modulo de numero real surgiu da necessidade de medir a distancia de um

namero negativo ao zero.

Note que, ao medir a distancia de um numero negativo qualquer ao zero a
distancia ficaria negativa, de fato havia um problema a ser resolvido, pois ndo é usual
dizer que uma distancia ou comprimento é negativo. Pensando nisso foi criado o

mddulo de namero real que torna o valor positivo ou nulo.

Definicdo de Médulo de um Numero Real: considere no eixo real de origem O um
ponto A de abscissa x (PAIVA, 2005. p. 141).

. 4 -

@

D’. [

Chama-se de modulo de x, e indica-se por |x|, é a distancia entre os pontos A e O:
|x| = dao

Note que, como |x| € a distancia entre dois pontos, |x| € um namero positivo ou nulo.

Exemplos:
0 0_ i
a) 0 5 |5|:dA0:5_0$|5|:5
'B ‘" o
by 0 ~ |-5l=dgo=0—-(-5)=|-5|=5
o -
‘C' ‘L’, -
d) 0 x x| =dco =x— 0= |x| =x (sendo x > 0)
5 .
o o =
e) x 0 x| =dpo =0—x = |x|] = —x (sendo x < 0)

(Atencao: o numero —x € positivo, pois x € negativo.)

Sintetizando os resultados obtidos nos itens c, d, e, podemos dar uma definicdo

RN ST,
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x| =x,sex>0;e|x| = —x,sex < 0,Vx,comx € R
Exempilo:
a) |5 =5 (0 médulo de um numero positivo é o préprio nimero)
b) |-5| = —(=5) = +5 (0 médulo de um numero negativo € o oposto desse
namero)
c)lo]=0 (0 moédulo de zero é o préprio zero)

Propriedades de modulo

M1. |x| = 0,Vx,com x € R

M2. |x]| =0 x=0

M3. Sendo d € R,, tem-se: |x| =d © x = +d
Exemplo

x| =7 x=+7

M4. |x| - |yl = |x-y|,v{x,y},com {x,y} = R
Exemplo

|—6]-|5] =[-6-5|

M5. |x|™* = x™ © n épar, V{x,n},comx € Ren€ N
Exemplo

a) |x|? = x? b) |x|® = x®

M6. :—;:= |§|,-V{x,y},comx€]ReyE R*

Exemplo

|-6] |—6|
13 I3
M7. |x| = |la]l © x = *+a," V{x,a}, com {x,a} c R
Exemplo

¥l = |-3] & x = +3

MRS N N
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M8. x| <ae —a<x<a,Va, coma€R,
Exemplo

x| <6 —-6<x<6

MO. [x|<ae —a<x<a,Va, coma€ R}
Exemplo

x| <8< —8<x<8

M10. |[x| =aeo x < —aoux =a,Va, coma € R,
Exemplo

x| =3 e x<—-3oux=3

M1l. |x| >a < x < —aoux > a,Va, coma € R,
Exemplo

x| >2 o x<—-2o0ux>2

Definicdo de Func&o Modular: chama-se funcdo modular a fungéo f: R — R, definida

x, sex=0

—x.sex <0 (BIANCHINI e

por f(x) =|x|. Como, por definicdo |x|={

PACCOLA, 1989, p. 108).

Temos:

x,sex=>0
—x,sex <0

fo) = x| = {

A funcdo modular €, portanto, definida por duas sentencas:
f(x)=x,sex=>0ef(x)=—-x,sex<0

4.3.1 — GRAFICO DA FUNGCAO MODULAR

Utilizando o Geogebra faremos a representacéo da funcdo modular. Para esse

procedimento utilizaremos o seguinte artificio para fazer a movimentacéo da funcao

colocando o coeficiente “a” multiplicando a variavel

X" nos procedimentos a seguir.

RSN NNV
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1. Abra o Geogebra.

a=2 a=2

2. Cligue no icone Controles “.e selecione a ferramenta Controle Deslizante "~
3. Cliqgue com o botéo esquerdo do mouse na Janela de Visualizacéo

4. Insira o controle deslizante “a” preenchendo com os dados a seguir.

Controle Deslizante *
. MNome
(® Numero
- o
() Angulo
O Inteiro [] Aleatério (F9)

Intervalo  Controle Deslizante  Animacio

min: -5 max. |5 Incrementa:

OK Cancelar

5. Clique no botao “ok”.

Entrada:

6. Cligue no Campo Entrada e digite f(x)=abs(a*x) e aperte a

tecla Enter.

Figura 08 — Construcéo da Fun¢éao Modular
@ GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

DKz EEiNcl] PN EES

&

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagao

® a=1 1

® f(x) = |1x| a=1
6
=}
4
3
2
1

5 4 <] 2 1 [x] 1 2 3 4 g =]
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Importante

Note que quando x assume valores positivos,

a funcdo é crescente e obedece a lei f(x) =

x até chegar na origem, a partir do
momento em que x assume valores
negativos, a funcdo troca de sinal e
torna-se  f(x) = —x, fazendo um
espelhamento da funcdo anterior para
valores positivos no eixo Y. Vamos
inserir a funcdo g(x)=ax para
compreendermos melhor esse
espelhamento.

7. Clique no Campo Entrada E"rade

Enter.

e digite g(x)=a*x. e aperte a tecla

8. Clique com o botédo direito do mouse em cima da fungdo g(x) e clique em
Propriedades. Na aba Estilo mude o estilo da linha para tracejado e feche a janela

de propriedades.

Figura 09 — Analise do Espelhamento da Fun¢éo Modular

€7 funglc medulacogt
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9. Cligue no menu Arquivo/Gravar como.

10. Na janela de didlogo que surge, dei o nome para o arquivo de “Func¢ao Modular”

escolha um local onde deseja guardar seu documento e clique no botdo Gravar.

4.3.2 - ESTUDO DO DOMINIO E IMAGEM DA FUNCAO MODULAR

De acordo com a definicdo de funcdo, qualquer valor de x € R em modulo é uma
fungdo modular, logo podemos inserir qualquer uma das funcdes ja estudadas até o
momento, contanto que estejam em moddulo. Para fazermos o estudo do dominio e
imagem da funcdo no Geogebra, vamos utilizar as funcbes afim e quadratica (em
maodulo) para podermos observar o comportamento de cada uma delas.

= Procedimentos no Geogebra _2

1. Abra o Geogebra.

a=2 a=2

2. Cligue no icone Controles “.e selecione a ferramenta Controle Deslizante
3. Cliqgue com o botdo esquerdo do mouse na Janela de Visualizacéo.

4. Insira o controle deslizante “a” preenchendo com os dados a seguir.

Controle Deslizante X

. Mome
(® Numero

() Angulo

() Inteiro [ Aleatdrio (F9)

Intervale  Controle Deslizante  Animagio

min: -5 max |5 Incremento:

OK Cancelar

5. Clique no botao “ok”

6. Repita os procedimentos “3”, “4” e “5” para inserir os controles deslizantes “b” e “c”

7. Clique no Campo Entrada Entrada:

a tecla Enter.

VARSI
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A A

. . L .
8. Clique no icone Pontos “ e selecione a ferramenta Ponto ®

9. Clique com o botdo esquerdo do mouse em qualquer intervalo da fungcao f(x)

criando o Ponto A

. , — . — .
10. Cligue no icone Posi¢cdes Relativas ~¥ e selecione a ferramenta Reta
.
Perpendicular—"

11. Clique no Ponto A e em seguida no eixo X, note que uma reta foi criada

perpendicular ao eixo X chamada de “g”, clique novamente no Ponto A e em seguida

clique no eixo Y e foi criada uma reta perpendicular ao eixo Y chamada de “h”.

A
: . L : ~ .
12. Clique no icone Pontos “e selecione a ferramenta Interseccao entre dois

objetos X

13. Clique na reta “g” e depois no eixo X criando assim o Ponto B, clique na reta “h” e

no eixo Y criando o Ponto C.

. : . » Janela de Algeb X
14. Na Janela de Algebra, cliqgue na bolinha azul ~ 3"913 = faErE
a:
correspondente as retas “g” e “h”, para poder ocultar as : b=1
c=1
duas retas ® f(x) = |1x+1]
® A=(1.68,2568)
® g:x=1568
® hy=2568
15. Clique no icone Linhas Retas “ e selecione a ferramenta Segmento -

16. Clique no Ponto A e em seguida no Ponto B, repita o processo clicando no Ponto
A e em seguida no Ponto C.

17. Cligue com o botdo direito do mouse em cima do Ponto B e cligue em
Propriedades. Em Basico marque a opc¢ao Exibir Rastro, na aba Cor mude a cor

do Ponto B para Vermelho.

VA AV AN NS e e SNV VALY
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18. Repita o passo 17, agora para o Ponto C, utilize a cor Verde e feche a janela de
propriedades.

- . . » .Janela de Algebra >
19. Na Janela de Algebra, cliqgue na bolinha azul o __,

® b=1
correspondente aos pontos A, B, C, aos segmentos de g ._4
fix) = |1x+1]|
A=(1.68, 2.68)
g0:x=1.68
h:y=2.68
B=(1.68,0)

Ky oy

reta “”, “j” e a fungao (x), para poder oculta-los, deixando

” "

apenas os controles deslizantes “a”, “b”, “c” visiveis.

i=2.68
i=1.68

Entrada:

20. Cligue no Campo Entrada e digite k(x)=abs(a*x"2+b*x+c)

e aperte a tecla Enter.

A A
. . o :
21. Cligue no icone Pontos “ e selecione a ferramenta Ponto ®

22. Clique com o botdo esquerdo do mouse em qualquer intervalo da fungéo k(x)

criando o Ponto D.

. , v~ . — .
23. Clique no icone Posi¢cdes Relativas ~“ e selecione a ferramenta Reta
*
Perpendicular —

24. Clique no Ponto D e em seguida no eixo X, note que uma reta foi criada

perpendicular ao eixo X chamada de “I", clique novamente no Ponto D e em seguida

clique no eixo Y e foi criada uma reta perpendicular ao eixo Y chamada de “m”.

A
: . o : ~ :
25. Clique no icone Pontos “e selecione a ferramenta Interseccao entre dois

objetos X

26. Clique na reta “I” e depois no eixo X criando assim o Ponto E, em seguida clique

na reta “m” e no eixo Y criando o Ponto F.

e “mn’

27. Na Janela de Algebra, clique na bolinha azul correspondente as retas

para poder ocultar as duas retas

VA AV AN NS e e SNV VALY
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e

28. Clique no icone Linhas Retas “'e selecione a ferramenta Segmento

29. Clique no Ponto D e em seguida no Ponto E, repita o processo clicando no Ponto
D e em seguida no Ponto F.

30. Cliqgue com o botdo direito do mouse em cima do Ponto E e cligue em
Propriedades. Em Basico marque a opcao Exibir Rastro, na aba Cor mude a cor

do Ponto E para Vermelho.

31. Repita o passo 30, agora para o Ponto F, utilize a cor Verde e feche a janela de

propriedades.

a=2

32. Cliqgue no icone Controles “e selecione a ferramenta Caixa para

°
. _ /
Exibir/Esconder Objetos
¥ Caixa para Exibir/Esconder Objetos *
33. Clique com o botdo esquerdo do | | egenga: iAo MODULAR DO 1° GRAU

mouse abaixo dos controles Selecione os objetos na construcio ou escolha-os de uma lista

deslizantes e na caixa que surge digite v
em Legenda: FUNCAO MODULAR DO Eﬂ:ffit flx) = abs(ax + o)
X
1° GRAU, em Selecione os objetos | [FontoB
Ponto C

na construgdo clique na seta para | |segmentoi Segmenta A B
Segmento j: Segmento A, C

baixo, selecione os objetos da figura ao

lado e clique em Aplicar. _
Aplicar Cancelar

34. Clique abaixo do botdo FUNCAO
MODULAR DO 1° GRAU, na caixa que
surge digite em Legenda; FUNCAO

Legenda: \J(;.-EO MODULAR DO 2° GRAL

Selecione os objetos na construcio ou escolha-os de uma lista

MODULAR DO 2° GRAU, em hd

Funcdo k: kix) = abs(ax*+ b x+c)

Selecione os objetos na construcéo

cligue na seta para baixo, selecione os

Segmento n; Segmento D, E

objetos na figura ao lado e clique em e ———

Aplicar.

Aplicar Cancelar

VARSI
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35. Clique com o botéo direito do mouse em cima do botdo criado, segure o clique e

arraste os botdes para organiza-los um em baixo do outro, em seguida aperte a tecla
Esc.

36. Deixe marcada apenas a caixa de dialogo correspondente a funcdo que ira utilizar
e desmarque a outra (Ver Figura 10).

Figura 10 — Dominio e Imagem da Fung¢&o Modular do 1° Grau

() Deminic « imagem de lungic medderggh

Aguvo Eemyr Edtlr Dpcdes Feramentas Jansls Apda

I A - . ) Y e &b\ -3 J
”' S W - IOl ) (s T8leRy B N JiSS 430

¢ ool de Algetea 31 v Janets de Visustieacho
® a1 p
® b-24 N a1
®c-1 \> *
® flz) = 1s—-28 TaG \
® A-(5852) " ' \

ga~58 N

y=32 2wed .
® B-i580 > \
° \
® =22 \\ /
el ‘[—‘] fUNGAD MOOULAK DO Nn /

M) =11 [ i A ; N /

\ /

D= |42 572 N vy /

ta=e2 - | /

my =572 [\/ FUNGED MODULAR DO 1* BRAL 3

E={42,0) < X

n=8.72 s

p=a2 2 /
& d=talwn /s !
® s=truw \\

1\ \
N
N -y &
e s - 2 1 o \J b “ [] . » 1

Movimente os controles deslizantes “a”, “b” e “c”, de tal forma que possa ser

perceba as alteracdes na funcéo e no trecho em que a mesma sofre o espelhamento.

Figura 11 — Dominio e Imagem da Fung&o Modular do 2° Grau

<7 Cominie e imagem da funcio modular ggb

Arguive Edtar Eenir Opcbes Feramentas Janela Ajuda

g . - o .
N ¢ . f . -2
b ansla oe Algedoy b Jdanela de Visunkoagdo
® a-1 \ )
® b~28 =1 {
®c-1 \
fix) = 1x— 26 7 i
A=150,2.2) \
QGx=58
hiy=32 == \ e f

A =-(58,0) E 3 \ |'
1=32 \ =
§=58 | O O ™ y

Ma) = (12 — 2.6 —1 Z] FUIGAD MOOLLAR DO 2 GRAU. | ]
0=(39,407) \ 4
Lx=3%9

E \ ([Fento b8, 4.07)]
ey = 407 FUNGAD MODULAR DO 1* GRAL /

E=-QQs 0

] = ASS S
d=trwe \ / N A/
e~ talse \ / \ {

7 2 -e “ 3 -8 - o i\l
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Deixe apenas a caixa de didlogo da FUNCAO MODULAR DO 2° GRAU

marcada (Ver Figura 11), movimente os controles deslizantes “a”, “b” e “c”, de tal forma
gue a funcado tenha duas raizes reais, em seguida movimente apenas o0 controle
deslizante “a” de tal forma que ele assuma valores positivos e negativos, observe o
comportamento da fungdo e movimente Ponto D para fazer a analise do dominio e

imagem da funcao.
37. Cligue no menu Arquivo/Gravar como.

38. Na janela de didlogo que surge, dei 0 nome para o arquivo de “Dominio e imagem
da funcé&o modular” escolha um local onde deseja guardar seu documento e clique

no botdo Gravar.

Desafio: A partir do que foi visto até aqui e utilizando o grafico criado, qual a imagem

das funcdes abaixo em seus respectivos intervalos.

a) f(x) = |x — 2| no intervalo [0,5]

b) f(x) = |x? — 4x — 1| no intervalo [0,5]

Importante

Q

Utilize as ferramentas Ampliar e Reduzir

para adaptar o tamanho da visualizacéo
da fungcdo, podendo assim executar a

movimentac&o dos Pontos, obtendo os rastros

correspondentes ao dominio e imagem da

fungéo no intervalo pedido.
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Para comecarmos a falar sobre a funcéo exponencial é importante relembrar
um pouco sobre a definicdo de potenciacdo e suas principais caracteristicas.
Potenciacéo é a forma de abreviar a multiplicacdo de uma sequéncia de fatores iguais.
Dessa forma, quando multiplicamos um namero sucessivas vezes, podemos abreviar

elevando-o a quantidade de vezes que o numero € multiplicado.

Definicdo de Potenciacdo: Sendo a um nimero real e n um namero inteiro, tem-se
que: (PAIVA, 2005, p.149).

a'=a.a.a....asen>1

\—Y—}

n fatores

al =a

Importante

Nao ha unanimidade entre os matematicos

quanto a adocao do valor 1 para a poténcia 0°.

Porém, essa controvérsia nao vai interferir em
nossos estudos. (PAIVA, 2005, p. 149).

Chamamos a de base e n de expoente, e a multiplicacdo sucessiva apos a
igualdade chamamos de poténcia. A base nesse caso é o nUmero que se repete, 0
expoente é a quantidade de vezes que esse numero se repetiu e a poténcia é o

resultado.
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Exemplol:
e 22=12.2,comn = 2;
e 43= 4.4 4 comn = 3;

e 3°=3.3.3.3.3,comn = 5:

Exemplo2:

Seja a multiplicacéo 2.2.2.2, temos uma sequéncia do niumero 2 multiplicado

4 vezes. Assim, podemos simplificar da seguinte forma:

24 =16

Ler-se: dois elevado a quatro € igual a dezesseis, onde, 2 € o numero

multiplicado e 4 a quantidade de vezes que ele foi multiplicado.

Agora com expoente negativo.

Propriedades

Dados os numeros a e b e 0s numeros inteiros m e n, obedecidas as condi¢cdes
de existéncia temos: (PAIVA, 2005. p. 150)

. a™.a™ = a™™ (conserva-se a base e somam-se 0s expoentes)
.  a™a™ =a™ ™ (conserva-se a base e subtraem-se o0s expoentes)
. (@™™ = a™" (conserva-se a base e multiplicam-se os expoentes)

IV.  (ab)™ = a™.b™ (distributiva da potenciacdo em relacdo a multiplicacao)

m m
V. (%) = :;l_m (distributiva da potenciacao em relacao a diviséo)

Exemplos:

a) 45.4% = 45+4 = 49 d) (6a)? = 6%a? = 364>
5.02 _ =542 _ 3 5\% _ 5% _25

b) 55:52 = 55+2 = 5 o) (3) =5=2

C) (32)5 = 325 = 310

VA AV AN NS e e SNV VALY
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Definicdo de Funcdo Exponencial: seja a um nimero real positivo e diferente 1 (a €
R} e a # 1). Chamamos de funcdo exponencial de base a a fungéo f: R — R definida
por f(x) = a*. (BIANCHINI e PACCOLA, 1989, p. 126).

Exemplos:

Utilizando a = 3, obtemos a funcéo exponencial f(x) = 3*

X
Utilizando a = i , obtemos a funcao exponencial f(x) = G)

4.4.1 — GRAFICO DA FUNCAO EXPONENCIAL

Para compreendermos melhor o comportamento da funcdo exponencial,
utilizaremos dois casos para explicar as condicdes (coma > 0Oea # 1).Dessa
forma podemos construir os graficos no Geogebra utilizando os procedimentos a

sequir:

1° CASO: Quandoa > 1

Para este caso utilizaremos apenas valores maiores que 1 para inserir no

controle deslizante “a” no Geogebra, dessa forma serd possivel obter uma melhor

precisdo e analise sobre o comportamento da funcéo.

= Procedimentos no Geogebra -

1. Abra o Geogebra.

a=2 a=2
2. Cligue no icone Controles “e selecione a ferramenta Controle Deslizante

3. Cliqgue com o botdo esquerdo do mouse na Janela de Visualizacéo.

[{Ppu}]

4. Insira o controle deslizante “a” preenchendo com os dados a seguir.

VARSI
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Controle Deslizante

., N
(®) Numero ome
O Angulo
O Inteiro [ Aleatdrio (F9)

Intervale  Controle Deslizante  Animac3o

min: [1,1 max |5 Incremento:
OK Cancelar
5. Clique no botao “ok”.
Entrada:

6. Cliqgue no Campo Entrada

Enter.

e digite f(x)=a”x. e aperte a tecla

Figura 12 — Construcdo da Funcédo Exponencial (1° Caso)

[ fungdo exponencial - caso 1.ggh

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

%- .Av /./-a “j-f; b& ®v ©C-’ é‘a NJ E:E-a ‘_I_.-a

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagao
® a=14 5
® f(x) = 14"
5
a=14

Importante

Note que utilizamos valores maiores que 1,

dessa

forma movimentando o

deslizante “a”, a

controle

funcdo exponencial que é

crescente, torna-se mais acentuada quando os

valores se aproximam de 5 e fica mais suave a

medida em que se aproxima de 1.

ARSI,
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7. Nao se engane, o grafico da funcdo néo toca o eixo OX. Para ver isto, Clique no

T

icone Exibicéo q e em seguida clique em Ampliar &l Clique em seguida varias

vezes onde o gréafico parece tocar o eixo X.

8. Cligue no menu Arquivo/Gravar como.

9. Na janela de dialogo que surge, dei o nome para o arquivo de “Funcdo
exponencial —caso 1” escolha um local onde deseja guardar seu documento e clique

no botdo Gravar.

2°CASO: Quando0<a<1

Para este caso utilizaremos apenas valores maiores que 0 e menores 1 para
inserir no controle deslizante “a” no Geogebra, dessa forma sera possivel obter uma

melhor precisdo e andlise sobre o comportamento da fungéo.

= Procedimentos no Geogebra

1. Abra o Geogebra.

a=2 a=7

2. Cligue no icone Controles “'e selecione a ferramenta Controle Deslizante "~
3. Cliqgue com o botao esquerdo do mouse na Janela de Visualizagéo.

4. Insira o controle deslizante “a” preenchendo com os dados a seguir.

Controle Deslizante it
. MNome
(® Mimero
() Angulo a
O Inteiro [] Aleatdrio (F9)

Intervalo  Controle Deslizante  Animacgio

min: 0.1 max U.9| Incrementao:

Ok Cancelar

NS
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5. Clique no botao “ok”.

Entrada:

6. Clique no Campo Entrada e digite f(x)=a"x. e aperte a tecla

Enter.

Figura 13 — Construcéo da Funcdo Exponencial (2° Caso)
o fungdo exponencial - caso 2.ggb

Arquivo  Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

%' .A'-.'J /.:, ":TF:J i’.’\'.-a @,__, ©.:J é‘e XJ i:E--.'J ‘I_.-.:J

¥ Janela de Algebra »| | » Janela de Visualizagao
® a=02
® fix) = 02"

a="02

Importante

Note que utilizamos valores maiores que 0 e
menores que 1, dessa forma movimentando o
controle deslizante “a”, a fungéo exponencial
gue é decrescente torna-se mais acentuada
guando os valores se aproximam de O e fica
mais suave a medida em que se aproxima de
1.

RSN,
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7. N&o se engane, nesse caso em que 0<a<1 o gréfico da fungcdo também néo toca o

eixo OX. Para ver isto, clique no icone Exibicéo e em seguida clique em Ampliar
. Cligue em seguida varias vezes onde o grafico parece tocar o eixo X.

8. Clique no menu Arquivo/Gravar como.

9. Na janela de dialogo que surge, dei o nome para o arquivo de “Funcdo
exponencial —caso 2” escolha um local onde deseja guardar seu documento e clique

no botdo Gravar.

4.4.2 — ESTUDO DO DOMINIO E IMAGEM DA FUNCAO EXPONENCIAL

Para fazermos o estudo do dominio e imagem da funcéo no Geogebra, vamos
inserir alguns pontos, retas e segmentos de retas no gréfico que iremos criar e
customiza-los, sdo exercicios que ja foram realizados anteriormente e vao possibilitar

uma melhor percepcao das caracteristicas do dominio e imagem dessa funcao.

= Procedimentos no Geogebra =

1. Abra o Geogebra.

a=2 a=2

2. Cligue no icone Controles “.e selecione a ferramenta Controle Deslizante
3. Cliqgue com o botao esquerdo do mouse na Janela de Visualizacéo.

4. Insira o controle deslizante “a” preenchendo com os dados a seguir.

Controle Deslizante =

. Mome
(® Ndamero

() Angulo

(O Inteiro [] Aleatdrio (F9)

Intervalo Controle Deslizante  Animac&o

min: |-5 max: |5 Incremento:

0K Cancelar

5. Clique no botao “ok”.

VARSI
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Entrada:

6. Clique no Campo Entrada
Enter.

e digite f(x)=a"x e aperte a tecla

7. Movimente o controle deslizante para a=0.5

A A
8. Clique no icone Pontos ® 7 e selecione a ferramenta Ponto ®
9. Clique com o botdo esquerdo do mouse em qualquer intervalo da fungcao f(x)

criando o Ponto A.

. , .~ . L .
10. Cligue no icone Posi¢cdes Relativas ~“ e selecione a ferramenta Reta
.

Perpendicular =

11. Clique no Ponto A e em seguida no eixo X, note que uma reta foi criada

11} ”

perpendicular ao eixo X chamada de “g”, clique novamente no Ponto A e em seguida

clique no eixo Y e foi criada uma reta perpendicular ao eixo Y chamada de “h”.

A
: ] o : ~ :
12. Clique no icone Pontos “ e selecione a ferramenta Interseccao entre dois

objetos X

13. Clique na reta “g” e depois no eixo X criando assim o

» Janela de Algebra x
Ponto B, clique na reta “h” e no eixo Y criando o Ponto C. ‘?{:}“: 0o
P . . ® A=(0.42,051)
14. Na Janela de Algebra, cligue na bolinha azul ® gx-042
® hy=051
correspondente as retas “g” e “h”, para poder ocultar as duas ® B=(0.420)
® C=(0,0.51)
retas.
15. Clique no icone Linhas Retas “'e selecione a ferramenta Segmento

16. Clique no Ponto A e em seguida no Ponto B, repita o processo clicando novamente

no Ponto A e em seguida no Ponto C.

17. Cligue com o botdo direito do mouse em cima do Ponto B e cligue em
Propriedades. Em Basico marque a opc¢ao Exibir Rastro, na aba Cor mude a cor

do Ponto B para Vermelho.

VVAVANZNS e e /A VAV
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18. Repita o0 passo 17, agora para o Ponto C, utilize a cor Verde e feche a janela de

propriedades.

Figura 14 — Dominio e Imagem da Fung&o Exponencial

7 Dominio e imagem da fungio exponencial.ggb

Arquivo Editar Exibir Opches Ferramentas Janela Ajuda

.A'J /1 "'”LJ bﬁ’ ®:J ®J é"ﬁ xcl E:Ev ‘%.'J

» Janela de Algebra %/ | ¥ Janela de Visualizagio

® a=03

® f(x) = 0.3

® A=(07504)
g:x=0.75
hy=04

® B=(0.750)

® C=(0,04)

® j(x) = (=2)

® i=075

® k=04

Movimente o Ponto A e note que é criado um rastro no eixo X na cor vermelha
e no eixo Y na cor verde, esses rastros identificam o Dominio e a Imagem da fungéo

a medida em que movimentamos o Ponto A.

Importante

Note que, quando o valor do controle
deslizante a=0 a funcdo é constante e
coincidente com o eixo X partindo de 0 até o

+» e quando a = 1 a funcdo é constante.

19. Clique no menu Arquivo/Gravar como.

RSN,
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20. Na janela de didlogo que surge, dei o nome para o arquivo de “Dominio e imagem
dafuncéo quadratica” escolha um local onde deseja guardar seu documento e clique

no botdo Gravar.

Desafio: Comente sobre as caracteristicas do dominio e a imagem da funcéo f(x) =
2% — 1.

RN ST,
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Para comecarmos a falar sobre a funcédo logaritmica, vamos relembrar um
pouco sobre a definicao de logaritmo, que é a base para o entendimento relacionado

ao comportamento dessa fungao.

Definicdo de Logaritmo: Sejam a e b nimeros reais, positivos com a # 1, ou seja,
b € R} e a € R} — {1}. Chamamos de logaritmo de b na base a ao numero real x tal
que a* = b. (BIANCHINI e PACCOLA, 1989, p. 140).

Ou seja,

logsb =x © a* =b,comb>0,a>0ea+1

logsb=x © a*=0>b

T/

Lé-se logaritmo de b na base a, sendoa > 0,a +# 1eb > 0.

Quando a base de um logaritmo for omitida, significa que seu valor € igual a 10.

Este tipo de logaritmo € chamado de logaritmo decimal.

Propriedades

Da definicdo, decorre imediatamente que para numeros reais positivos, a e b
com a # 1: (PAIVA, 2005. p. 168)

. logga=1
De fato, fazendo log,a = x, tem-se: a* =a=>x =1
II. log,1=0
De fato, fazendo log, 1 = x,tem-se:a* =1=>x =0
lll.  log,bY = y.log, b (Vy,comy € R)
De fato, fazendo log, b = x, tem-se: a* = b. Elevando-se ao expoente y

ambos os membros dessa Ultima igualdade: (a*)¥ = bY & a¥* = b7Y.
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Pela definicdo de logaritmo: a*” =bY & yx =1log, bY. Como
x = log, b, temos, finalmente: y.log, b = log, b”

IV. logga’ =
De fato, pela propriedade | e I, temos: log,a* = x.log,a =
x.1,portanto: log, a* = x

V. alogab =
De fato, fazendo log, b = x, tem-se: a* = b. Substituindo, nessa ultima

igualdade, x por log, b,tem-se: a'°82? = p

Exemplo 1:
Encontre o valor de log;27

Neste exemplo, queremos descobrir qual expoente devemos elevar o 3 para

gue o resultado seja igual a 27. Usando a defini¢cao, temos:
log;27 =x & 3% =27

Para encontrar esse valor, podemos fatorar o numero 27, conforme indicado abaixo:

27 3
9 3
3 3
1 33

Substituindo 0 27 por sua forma fatorada na equacéo anterior, temos:
3% = 33

Como as bases sédo iguais, chegamos a conclusao que x = 3.

Exemplo 2:

Calcule os Logaritmos:

a) log,49 = x c) 10g§§ =x
2
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Definicdo de Funcgado Logaritmica: Seja a um numero real, positivo e diferente de 1
(quer dizer a € R} — {1}), Chamamos de funcdo logaritmica de base a a funcao
f:RL — R definida por f(x) = log, x. (BIANCHINI e PACCOLA, 1989, p. 145).

Importante

Observe que o dominio da funcédo é R}, ou

seja, somente valores positivos poderdo ser

atribuidos a x.

Exemplo: Fazendo a=3, obtemos a funcéo f(x) = logs x

Fazendo a = % obtemos a fungao f(x) = log x
2

4.5.1 - GRAFICO DA FUNCAO LOGARITMICA

Para compreendermos melhor o comportamento da funcdo logaritmica,

utilizaremos dois casos no Geogebra para mostrar a movimentacao dessa funcgao.

1° CASO: Quandoa>1

Para este caso utilizaremos apenas valores maiores que 1 para inserir no

controle deslizante “a” no Geogebra, dessa forma sera possivel obter uma melhor

precisdo e analise sobre o comportamento da funcéo.

—.. Procedimentos no Geogebra -

1. Abra o Geogebra.

a=2

2. Cligue no icone Controles “'e selecione a ferramenta Controle Deslizante

a=2

3. Cliqgue com o botéo esquerdo do mouse na Janela de Visualizacéo.

({1l

4. Insira o controle deslizante “a” preenchendo com os dados a seguir.

AR RASZNTNAAY
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Controle Deslizante *
a Mome
(@ MNimero
O Angulo
O Intiro [ Aleatério (F9)

Intervalo  Controle Deslizante  Animacio

min: 1,1 max |5 Incremento:

oK Cancelar

5. Clique no botao “ok”.

Entrada:

6. Clique no Campo Entrada e digite f(x)=log(a,x) e aperte a

tecla Enter.

Figura 15 — Construcéo da Funcao Logaritmica (1° Caso)
T.,':? GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

R A/if.V,G}@él\az

b Janela de Algebra » Janela de Visualizagao
® a=2
® f(x) = logy(x)
5 =2
24
3
2
1
2 1 0 1 2 3 4 5 8 7 8
-1

Importante

Note que utilizamos valores maiores que 1,

dessa forma movimentando o controle
deslizante “a@” a funcao logaritmica que é
crescente torna-se mais acentuada quando os
valores se aproximam de 1 e fica mais suave a

medida que vai chegando perto de 5.

NN STV,
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7. Nao se engane, o grafico da fungdo néo toca o eixo OY. Para ver isto, Clique no

icone Exibicdo e em seguida clique na ferramenta Ampliar il Cligue em

seguida varias vezes onde o grafico parece tocar o eixo Y.

8. Cligue no menu Arquivo/Gravar como.

9. Na janela de dialogo que surge, dei 0 nome para o arquivo de “Funcéo logaritmica
— caso 1” escolha um local onde deseja guardar seu documento e cligue no bot&o

Gravar.

2° CASO: Quando0<a<1

Para este caso utilizaremos apenas valores maiores que 0 e menores que 1
para inserir no controle deslizante “a” no Geogebra, dessa forma sera possivel obter

uma melhor preciséo e analise sobre o comportamento da funcéo.

= Procedimentos no Geogebra -

1. Abra o Geogebra.

a=2 a=2

2. Cligue no icone Controles “.e selecione a ferramenta Controle Deslizante "
3. Cliqgue com o botéo esquerdo do mouse na Janela de Visualizacéo.

4. Insira o controle deslizante “a” preenchendo com os dados a seguir.

Controle Deslizante X

. Mome
(® Mumero

() Angulo

O Inteire [] Aleatdrio (F9)

a

Intervalo | Controle Deslizante  Animacio

min: | 0.1 max 0,9| Incremento:

OK Cancelar

5. Clique no botao “ok”.

NS
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Entrada:

6. Cliqgue no Campo Entrada e digite f(x)=log(a,x).e aperte a

tecla Enter.

Figura 16 — Construcdo da Func¢éo Logaritmica (2° Caso)
iﬂ? GeoGebra Classic 3

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

R Jl ALl P OO | N 22 <

b Janela de Algebra ¥ Janela de Visualizagdo
® a=04 al T
® f(x) = logga(x)

a=04 5

Importante

Note que utilizamos valores maiores que 0 e
menores que 1, dessa forma movimentando o

“ ”

controle deslizante a funcédo exponencial
que é decrescente torna-se mais acentuada
guando os valores se aproximam de 1 e fica
mais suave a medida em que se aproxima de

0.

RSN,
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7. N&o se engane, nesse caso em que 0<a<l o gréafico da fungdo também néo toca o

eixo OY. Para ver isto, Clique no icone Exibicéo q e em seguida clique na

ferramenta Ampliar _I Clique em seguida vérias vezes onde o grafico parece tocar
oeixoY.

8. Clique no menu Arquivo/Gravar como.

9. Na janela de dialogo que surge, dei 0 nome para o arquivo de “Funcéo logaritmica
— caso 2” escolha um local onde deseja guardar seu documento e cligue no botéo

Gravar.

4.5.2 — ESTUDO DO DOMINIO E IMAGEM DA FUNCAO LOGARITMICA

Para fazermos o estudo do dominio e imagem da fun¢do no Geogebra, vamos
inserir alguns pontos, retas e segmentos de retas no gréfico que iremos criar e
customiza-los, sdo exercicios que ja foram realizados anteriormente e vao possibilitar

uma melhor percepcao das caracteristicas do dominio e imagem dessa funcao.

= Procedimentos no Geogebra =

1. Abra o Geogebra.

a=2 a=2

2. Clique no icone Controles “'e selecione a ferramenta Controle Deslizante
3. Cliqgue com o botdo esquerdo do mouse na Janela de Visualizacéo.

4. Insira o controle deslizante “a” preenchendo com os dados a seguir.

Contrele Deslizante >

Mome

(®) Nimero

. a
{0 Angulo :
() Inteiro [ Aleatdrio (F9)

Intervalo  Controle Deslizante  Animagio

min: |-5 max. |5 Incremento;

0K Cancelar

VARSI
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5. Clique no botao “ok”.

Entrada:

6. Clique no Campo Entrada
tecla Enter.

e digite f(x)=log(a,x). e aperte a

7. Movimente o controle deslizante para a=0.5

A A
. . o .
8. Clique no icone Pontos “ e selecione a ferramenta Ponto ®

9. Cliqgue com o botdo esquerdo do mouse em qualquer intervalo da funcdo f(x)

criando o Ponto A.

. , I . 1 .
10. Cligue no icone Posicdes Relativas ~“ e selecione a ferramenta Reta
.

Perpendicular—".

11. Clique no Ponto A e em seguida no eixo X, note que uma reta foi criada

perpendicular ao eixo X chamada de “g”, clique novamente no Ponto A e em seguida

clique no eixo Y e foi criada uma reta perpendicular ao eixo Y chamada de “h”.

A
. , L . ~ .
12. Clique no icone Pontos “e selecione a ferramenta Intersecc¢éo entre dois

objetos X

[{P=i)

13. Clique na reta “g” e depois no eixo X criando assim o Ponto B, clique na reta “h” e

no eixo Y criando o Ponto C.

Janela de Algebra *
a=05

ﬂ:x} = |DE|J.5(K:|

« » A=(2,-1)

>
) °
14. Na Janela de Algebra, cliqgue na bolinha azul g
“ ” .

correspondente as retas “g” e “h”, para poder ocultar as ¢ 4.x-2
]
[
)

h:y=-1
B=(2,0)
Cc={0,-1)

duas retas

e

5. Clique no icone Linhas Retas “e selecione a ferramenta Segmento

16. Clique no Ponto A e em seguida no Ponto B, repita o processo clicando no Ponto

A e em seguida no Ponto C.

VRN NIV
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17. Cligue com o botdo direito do mouse em cima do Ponto B e cliqgue em
Propriedades. Em Basico marque a opcao Exibir Rastro, na aba Cor mude a cor

do Ponto B para Vermelho.

18. Repita 0 passo 17, agora para o Ponto C e utilize a cor Verde.

Figura 17 — Dominio e Imagem da Funcao Logaritmica

%7 Dominio e imagem da fungdo logaritmica.gghb

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

[&] & > clol &= <)

b Janela de Algebra > | » Janela de Visualizagao
a=24

f(x) = logz.4(x)
A=(6,2.05) 3 a=24
g:x=6
h:y=2.05 ;
B=1(6,0) 2
C=(0, 2.05)
i=205
j=6

Ponto A(6, 2.05)

Movimente o Ponto A e note que é criado um rastro no eixo X na cor vermelha
e no eixo Y na cor verde, esses rastros identificam o Dominio e a Imagem da funcéo

a medida em gque movimentamos o Ponto A.

Importante

Note que, quando o valor do controle

deslizante a=0, a funcdo € constante e
coincidente com o eixo X partindo de 0 até +,

e quando a=1 a fung&o nao existe.

19. Cligue no menu Arquivo/Gravar como.
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20. Na janela de didlogo que surge, dei o nome para o arquivo de “Dominio e imagem
da funcéo logaritmica” escolha um local onde deseja guardar seu documento e

clique no botdo Gravar.

Curiosidade

A Funcado Logaritmica f(x) =log,x € a inversa da Funcdo Exponencial
g(x) = a*, portanto temos que o grafico da fungéo f é simétrico ao grafico da funcao

g emrelacdo areta y = x. Vejamos essa ilustracdo no Geogebra.

= Procedimentos no Geogebra =

1. Abra o Geogebra.

a=2 a=2

2. Cligue no icone Controles “'e selecione a ferramenta Controle Deslizante
3. Cliqgue com o botéo esquerdo do mouse na Janela de Visualizacéo.

4. Insira o controle deslizante “a” preenchendo com os dados a seguir.

Controle Deslizante e

. Mome
(® Nimero
: o
(O Angulo H
(O Inteiro ] Aleatdrio (F9)

Intervalo  Controle Deslizante  Animacio

min: -5 max |5 Incremento:

Ok Cancelar

5. Clique no botao “ok”.

6. Coloque o controle deslizante a=2.

7. Clique no Campo Entrada =M%

tecla Enter.

e digite f(x)=log(a,x). e aperte a

VYAV AN e Va7V
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8. Clique novamente no Campo Entrada E"a9a

e digite g(x)=a"x e

aperte a tecla Enter.

Figura 18 — Comparacéo das Func¢des Logaritmica e Exponencial
€} GeoGebra Classic 5

Arguivo Editar Exibir DDQEIBS Ferrameantas Janela Ajuda

R LA P O Lo N 22 <8

P Janela de .!"lt|t.|l‘.'IJIi:| o P Janela de Visualizagao

® a=2 a
® f(x) = loga(x)
® gix) =2

- I

: / |
/ e
g—
—
2 b4
./ll

1

04 3 2 1 [i] 1 2 a 4 & ] T

Importante

Note que, a medida em que o controle

7

deslizante “a” € movimentado, as func¢des vao

fazendo trajetorias simétricas.

9. Clique no menu Arquivo/Gravar como.

10. Na janela de didlogo que surge, dei 0 nome para o arquivo de “Comparagao das
funcdes exponencial e logaritmica” escolha um local onde deseja guardar seu

documento e clique no botdo Gravar.
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Para comecarmos a falar sobre a fungdes trigonométricas, vamos relembrar um

pouco sobre as razdes trigopnomeétricas, que é a base para o entendimento relacionado

ao comportamento dessas fungoes.
4.6.1 - RAZOES TRIGONOMETRICAS

De acordo com Bianchini e Paccola, (1989), seja o triangulo OMP, reto em M.

Seja x a medida do angulo MOP, podemos estabelecer entre seus lados as

seguintes razoes:

Seno

Seno de x € a razdo entre a medida do cateto oposto ao angulo 0 e a medida
da hipotenusa. Indicando o seno de x por sen (x) e considerando OP como unidade
de comprimento, temos:

MP MP

sen(x) = 0P =1 = MP

Cosseno

Cosseno de x € a raz&o entre a medida do cateto adjacente ao angulo 0 e a

medida da hipotenusa. Indicando o cosseno de x por cos (x), temos:

oM OM
cos(x) = oOP- 1 - OM = cos(x) = OM
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Tangente

Tangente de x € a razdo entre as medidas do cateto oposto e do cateto

adjacente ao angulo 0. Indicando o tangente de x por tg (x), temos:

MP
tg(x) = oM

A essas razbes damos o0 nome de razdes trigonomeétricas.

unidade

senir)

—

cos{r)

Observacéo: com a finalidade de facilitar a memorizagao, ao falarmos de hipotenusa

e em catetos estamos nos referindo as medidas.

Desse modo, temos:

cateto oposto a x
hipotenusa

sen(x) =

cateto adjacente a x
hipotenusa

cos(x) =

cateto oposto a x
cateto adjacente a x

tg(x) =

Exemplo: De um triangulo retangulo ABC sabemos que a = 9cm,b = 12cmec =

15cm. Determinar seno, cosseno e tangente de cada angulo agudo.

R T=—SNAAY
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a = 9cm

b=12em

Chamando de a a medida do angulo A, temos:

a 9
sen(a) = Z = sen(a) = % = sen(a) = 0,6

b
cos(a) = Z = cos(a) = Toomt = cos(a) = 0,8

a 9cai
tg(a) = 3 = tg(a) = ﬁ = tg(a) = 0,75

Chamando de 8 a medida do angulo B, temos:

sen(B) = g = sen(B) = %: sen(a) = 0,8

cos(B) = % = cos(B) = 195_0;1: = cos(B) = 0,6

4

b 1
tg(B) = Pl tg(B) = % =tg(B) = 3

As fungdes trigonométricas, também chamadas de fun¢des circulares, estdo
relacionadas ao circulo trigopnométrico devido terem arcos que realizam varias voltas
em seu entorno, considerando que o intervalo do circulo vai de [0, 27]. As func¢des
circulares séao de fundamental importancia para a trigopnometria, pois elas sao capazes
de representar fenbmenos naturais periédicos, como o comportamento ondulatério do

som, as variacdes da temperatura, a presséo, os niveis de agua dos oceanos, etc.

R T=—SNAAY
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4.6.2 — PRINCIPAIS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Funcéo Seno

Seja o ciclo trigopnométrico de centro O onde A é a origem dos arcos. A cada
x € R corresponde um ponto M(a, b) do ciclo, tal que AM mede x. Chamamos de seno
de x ao numero real b e o indicamos por sen(x) = b. (BIANCHINI e PACCOLA, 1989,
p. 216).

Definimos func¢ao seno a fungéo:
f:R - Rtal que f(x) = sen(x)
Figura 19 — Funcdo Seno no Ciclo Trigonométrico

y ‘ eixo dos senos

senfr)

variagao
de sen{x)

- [2I0 19

Caracteristicas da funcéo seno

e O dominio da funcédo y = sen(x) é R, ou seja D(f) = R.
e A imagem da funcdo y = sen(x) € [—1; 1], ou seja Im(f) = [—1; 1], ou ainda
Im(f) ={yeR|-1<y<1}

Observacdo: dizemos que f:R — R é periddica se para qualquer x € R tivermos
f(x) =f(x+T), comT e R. O menor valor positivo de T para o qual isso ocorre &
chamado de periodo. (BIANCHINI e PACCOLA, 1989, p. 217).

MRS N N
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Entdo na funcdo seno, temos: sen(x + K- 2m),k € Z para Vx € R. O menor

valor positivo de k - 2rr ocorre quando k = 1. Portanto:

sen(x) = sen(x +1-2m
(x) ( )

T
Dessa forma concluimos que:

A funcdo y = sen(x) é periddica de periodo 2m.

Funcéo Cosseno

Seja o ciclo trigopnométrico de centro O onde A é a origem dos arcos. A cada
x € R corresponde um ponto M(a, b) do ciclo, tal que AM mede x. Chamamos de
cosseno de x ao numero real a e o indicamos por cos(x) = a. (BIANCHINI e
PACCOLA, 1989, p. 224).

Definimos fungao cosseno a fungao:
f:R - R tal que f(x) = cos(x)

Figura 20 — Fungéo Cosseno no Ciclo Trigonométrico

YA

M(a b)

eixo dos cossenos

Q- )

variagdo de cos{r)

AR T NN
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Caracteristicas da funcéo cosseno

e O dominio da funcdo y = cos(x) é R, ou seja D(f) = R.

e A imagem da funcdo y = cos(x) é [—1; 1], ou seja Im(f) = [—1;1], ou ainda
Im(f) ={yeR|-1<y<1}.

e O periodo da funcdo y = cos(x) € 2m pois Vx €R temos cos(x) =
cos(x+ K-2m), com k € Z e o menor valor positivo de k-2m tal que isso

ocorra, é 1 - 2m.

Funcéo Tangente.

Seja o ciclo trigonométrico de centro O e A, a origem dos arcos. Seja ainda o
eixo que passa por A paralelo ao eixo dos senos (0 sentido positivo é indicado pela
flecha). Esse eixo é chamado eixo das tangentes. (BIANCHINI e PACCOLA, 1989, p.

233).
Figura 21 — Fun¢do Tangente no Ciclo Trigonométrico
eixo dos senos ¥ 4 eixo das tangentes
# eixo dos cossenos
X
:
1
1
I
1
1
1
1
1
1
1
@ b 13i0 T4
Acadax € Rtal que x # §+ k- m k € Z, corresponde um Unico ponto M tal que
AM mede x.
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Nessas condicGes a reta @ que passa por M e por 0, sempre encontra o eixo

das tangentes.

Seja P o ponto de encontro. Como o raio mede 1, entdo a abscissa de P é 1.

Chamando de t a ordenada do ponto P, temos:
P(1,t)
Chamamos de tangente de x ao numero real t e o indicamos por:
tglx) =t
Entdo definimos a funcéo tangente a fungao:
f:R{ - Rtal que f(x) =tg(x)

OndeR1={xE]R|x¢§+k-1t,kEZ}

Caracteristicas da funcao tangente

e O dominio da fungdo y = tg(x) € {x € ]R|x * §+ k-mke Z}.
Dessa forma ndo fazem parte do dominio os valores de x correspondentes a
todos os arcos de extremidade em B e B, (ver figura 21). Note que para esses
arcos, ndo haveria ponto de intersecgao P.

e Aimagem da funcdo y = tg(x) é R, ou seja Im(f) = R.

e A funcgéo é periddica de periodo m,

De modo geral, temos tg(x) =tg(x+ k-n);k€Z

Para compreender melhor as fungbes, seno, cosseno e tangente, iremos
construir e analisar o ciclo trigopnométrico, entender suas caracteristicas, a medicao
dos angulos que podem ser formados, a relacdo com a funcbes e mais algumas

curiosidades a respeito.
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4.6.3 — CICLO TRIGONOMETRICO

Consideramos uma circunferéncia qualquer e fixamos nela um ponto que
chamamos de origem dos arcos. Fixamos também o sentido positivo sobre ela (o
sentido contrario € o sentido negativo) (BIANCHINI e PACCOLA, 1989, p. 212).

Figura 22 — Arcos positivos e negativos do Ciclo Trigonométrico

<

(® arcos positivos

Q< origem dos arcos

© arcos negativos

<

Convencionamos que o ponto A (ver figura 22) € a origem dos arcos e que o
sentido positivo é o sentido anti-horario (sentido contrario ao movimento dos
ponteiros do relogio). Nessas condicdes, a circunferéncia € chamada de
circunferéncia orientada. (BIANCHINI e PACCOLA, 1989, p. 212).

Vamos agora estabelecer que a unidade de comprimento seja o raio da
circunferéncia orientada. Nessas condic¢des, a circunferéncia orientada (de raio 1) €
chamada de ciclo trigonométrico ou simplesmente ciclo. (BIANCHINI e PACCOLA,
1989, p. 212).

Faremos agora a construcdo do ciclo trigopnométrico no Geogebra para
visualizar a movimentacdo dos arcos, angulos e a relacdo do eixo X (eixo dos

€0SSenos) com 0 eixo Y (eixo dos senos).

= Procedimentos no Geogebra =

1. Abra o Geogebra

Entrada:

2. Cligue no Campo Entrada , digite: Circulo((0,0),1) e aperte

a tecla Enter.

VYAV AN e Va7V
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3. Clique no icone Exibicéo ¥ e em seguida na ferramenta Ampliar il Clique

no centro a circunferéncia duas vezes.

Entrada:

4. No Campo Entrada digite: Segmento((-1.5,0),(1.5,0)) e

aperte a tecla Enter, criando o segmento “f".

Entrada:

5. No Campo Entrada , digite: Segmento((0, -1.5),(0, 1.5)) e

aperte a tecla Enter, criando o segmento “g”.

Entrada:

6. No Campo Entrada digite: O=(0,0) e aperte a tecla Enter.

A A
. , L .
7. Clique no icone Pontos “ e selecione a ferramenta Ponto ®

8. Cliqgue com o botao esquerdo do mouse em qualquer trecho do primeiro quadrante
da circunferéncia, criando o Ponto A.

Entrada:

9. No Campo Entrada digite: B=(1,0) e aperte a tecla Enter.

10. Clique no icone Linhas Retas “ e selecione a ferramenta Reta Y, em

seguida clique no Ponto O e no Ponto A, criando a reta “h”.

. , . N . —T .
11. Clique no icone Posi¢cOes Relativas ~“ e selecione a ferramenta Reta
.

Perpendicular —

12. Clique no Ponto B e em seguida no eixo X, note que uma reta foi criada

“wn

perpendicular ao eixo X chamada de “i".

13. Cligue no icone Formas Circulares “ e selecione a ferramenta Arco Circular

“d”-

, em seguida clique nos pontos O, B e A respectivamente, criando o arco circular

VA AV AN NS e e SNV VALY
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14. No Campo Entrada EMrada digite: C=(x(A),0) e aperte a tecla Enter.
15. No Campo Entrada EMrada digite: D=(0,y(A)) e aperte a tecla Enter.
16. Clique no icone Linhas Retas “ e selecione a ferramenta Segmento '/-,

cliqgue no Ponto D e em seguida no Ponto A, criando o segmento “”, depois clique no
Ponto C e em seguida no Ponto A, criando o segmento “k”, depois clique no Ponto C

“l”

e em seguida no Ponto O, criando o segmento “I” e depois clique no Ponto O e em

seguida no Ponto D, criando o segmento “m”

A
: . L : ~ .
17. Clique no icone Pontos “e selecione a ferramenta Interseccao entre dois

objetos X

18. Clique na reta “i” e depois na reta “h” criando o Ponto E.

e

19. Clique no icone Linhas Retas Y e selecione a ferramenta Segmento ,
depois clique no Ponto B e em seguida no Ponto E, criando o segmento “n”.
20. Clique no icone Angulos e Medidas ‘{‘ e selecione a ferramenta Angulo é’

, em seguida clique nos pontos B, O e A respectivamente, em seguida aperte a tecla

Esc. * Propriedades - Segmento | Fd
. Hiea BE %
21. Na Janela Algebra, clique com o botéo direito do
. Avancado Proaramacao
mouse no seguimento “” e clique em Propriedades, Bésico Cor Estilo
na aba Estilo, mude o estilo da linha para tracejado. Espessura da Linha
v

22. Repita o passo 21 para o seguimento “k”.
1 3 5 T 9 11 13

23. Na Janela de Algebra, clique com o bot&o direito Opacidade do Traco

“I”

do mouse no seguimento e clique em 9

0 25 50 ] 100

Propriedades, na aba Cor, mude a cor para

Esfilp: [---------=--=--= ~

vermelho e na aba Estilo mude a espessura da linha

Decoracio: “

para 7.

24. Repita o passo 23 para o seguimento “m” e coloque a cor azul.

25. Repita o passo 23 para o Arco Circular “d” e coloque a cor verde.

VAN et g SV Y VATV
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26. Repita 0 passo 23 para o seguimento “n”, coloque a cor laranja e feche a janela

de propriedades. » Janela de Algebra X
B ) 0 acx+y=1
27. Na Janela de Algebra, cligue com o botdo esquerdo |[® =3
® g=3
do mouse no circulo “c” segure a tecla Shift e clique no |® 0=(0,0)
® A=(0.69, 07
seguimento “n”, clique com o botdo direito do mouse sobre |® B=(1,0) Selecio
O h:073x+(
a selecdo e cligue em Exibir ROtulo para ocultar todos 0s |® i:x=1 Equagiio 3 +
) ® d=0.81
rétulos selecionados. ® C-(0.69,0] *  Exibir Objeto
® D={0,0.73{/a | Exibir Rétulo
28. Clique com o bot&o esquerdo do mouse na parte em : L‘j{f% £ Habilitar Rastre
A i X irai ® 1=069
banco da Janela de Algebra, cligue com o bot&o direito ® moo7s . Apagar
i ihi 4 ® E=(1,1.06
do mouse no ponto A e clique em Exibir Rétulo, faga o | = n={1.na l % Propriedades .
mesmo com o Arco Circular “d” para voltar a exibi-los. ® a=46.56°

29. Na Janela de Algebra, clique na bolinha azul correspondente a reta “i”, para poder

ocultar a reta.

30. Cligue com o botédo esquerdo do mouse na . Janela de Visualizacio
Janela de Visualizagdo, em seguida clique na seta ACT

para a direita que fica em frente ao nome da janela,

nas opgdes que aparece oculte os eixos e a malha clicando em cima de seus

respectivos botodes.

Figura 23 — Construgéo do Ciclo Trigonométrico

Nyune Edty Eudtwe Opcles Femamantas Janeia Muss

=

¥ Aagedey ¥ Janeta te Vanslitacas
cCx'eay=-1 .- ® -
L |
=3
-0 "

AvD asn)
-
L5800
(2 A )

i~arn
=05

m=-0M
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Movimente o ponto A, note que ele esta preso circulo “c” e a medida que ele é

deslocado o angulo formado entre os pontos B,O e A vai alterando.

Importante

O seguimento em vermelho representa o

Cosseno, enquanto que o seguimento “m” em

[{e 1)

azul representa o Seno e o seguimento “n” em

laranja representa a Tangente.

31. Cliqgue no menu Arquivo/Gravar como.

32. Na janela de didlogo que surge, dei o nome para o arquivo de “Ciclo
trigonométrico” escolha um local onde deseja guardar seu documento e clique no

botdo Gravar.

Angulos no circulo trigopnométrico

A construgdo dos angulos é feita utilizando o vértice no centro dessa
circunferéncia (origem) e seus lados sdo os seguimentos de reta que vao da origem
até a circunferéncia, também chamados de raios da circunferéncia. O sentido de
abertura do angulo é anti-horario, ou seja, o primeiro lado € o raio da circunferéncia
gue fica sobre 0 eixo x e 0 segundo lado é o raio da circunferéncia que desloca-se em

sentido anti-horéario formando um angulo entre os dois raios. (SILVA, 2020).

Radianos do Circulo Trigonométrico

As medidas de arcos presentes no circulo trigopnométrico sdo dadas em graus
(°) ou radianos (rad), onde 1° equivale a 1/360 da circunferéncia, ou seja, a
circunferéncia € dividida em 360 partes iguais ligadas, sendo que cada uma delas
apresenta um angulo que corresponde a 1°. Ja 1 radiano corresponde a medida de
um arco da circunferéncia, cujo comprimento € igual ao raio da circunferéncia do arco
gue sera medido. (GOUVEIA, 2020).

VRSN
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Para auxiliar nas medidas, confira abaixo algumas relacdes entre graus e radianos:
nrad = 180°
2nrad = 360°
n/2rad = 90°
/3 rad = 60°

n/4rad = 45°

Importante

Obs: As unidades de medida (grau e radiano)

possuem uma relacdo, onde uma pode ser

convertida para a outra utilizando uma regra de

trés simples.

Exemplo: Qual a medida de um angulo de 90° em radianos?
w____ 180°
X_______90°

Fazendo Meios pelos Extremos temos:

x.180° = 90°.

_90°.m
* = T80°
X = 2 ra

Para poder visualizar melhor as medidas dos arcos em radianos, vamos inserir
essas medidas no ciclo trigonométrico criado anteriormente para analisar tato a

construcdo no Geogebra, quanto a conversao de medidas de graus para radiano.

RIS ONAAY

- Elizeu Cantdo de Jesus Calandrini Neto: Ensino de fungées com o uso do sofiware Geogebra -




INYZANVAVATAVAY,

= Procedimentos no Geogebra 2

1. Abra o Geogebra

2. Clique no menu Arquivo/Abrir, selecione o arquivo “Ciclo Trigonométrico” e clique

no botdo Abrir.

3. Na Janela de Algebra clique com o botéo direito do mouse no ponto B e clique em

Exibir Rétulo, faca o mesmo com o Ponto O para voltar a exibi-los

a

3. Clique no icone Angulos e Medidas ‘e selecione a ferramenta Angulo com

Amplitude Fixa “e

7 Angulo com Amplitude Fixa

4. Clique no Ponto B e em seguida no Ponto | “"*°
an®
O, na janela de didlogo que surge digite o

(® sentido anti-hordrio

angulo de 30° selecione o0 sentido anti- | O sentidohorric

horario e aperte no botdo Ok. OK | Cancelar

5. Repita 0 passo 4 para os angulos de 45°, 60°, 90°, 120°, 135°, 150°, 180°, 210°,

225°, 240°, 270°, 300°, 315°, 330°.

Janela de Algebra

n=1.65
a=5876°

B' = {0.87, 0.5)
B=30°

]
]
“ . . L ]
6. Na Janela de Algebra, clique na bolinha azul |g
A H 13 ” .

correspondente aos angulos criados no “passo 5" para poder |g &, =(0.71,0.71)
(]
]
]
]
]

y=45°
B', =(0.5,0.87)
5 =60°

B, =(0,1)
£=90°

oY —inNE NnoT

ocultar todos os angulos com excec¢éo do angulo alfa.

Importante

ou

Os angulos no Geogebra sao destacados na

_
-3
—
-3

cor verde, assim como mostra a figura acima.

11

0

<NNARY
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7. Converta os angulos criados nos “passos 4 e 5” para radianos, assim como foi feito

no exemplo anterior. T B Y

HIANCT Programacan
. ~ . . . y Bazlco oor Fadlt AlgRn
8. Clique com o botao direito do mouse em cima do Ponto B —

Hama: [}

e cligue em Propriedades. Em Basico preencha a “legenda”  nsfrigso Gisi 2070

Legends 1 H

digitando 7/6, em Exibir Rotulo selecione a op¢éo Legenda.

o Enbr Coyeve

“ Exbir Retuie:  Lagenda -
Nome
T £t Rasto |Nome 5 vale
Yl

9. Repita o “passo 8” em todos os pontos, obedecendo as

informacgdes da tabela a sequir. iraar oy [T
B’: B’> B’3 B’s B’s B’s B’z
/4 /3 /2 2m/3 3n/4 5m/6 /[
B’s B’o B’1o B’11 B’12 B’1s B’14

71/6 5nt/4 471t/3 31/2 5m/3 71l4 117/6

10. Clique com o bot&o esquerdo do mouse sobre um dos rétulos alterados, segure o
cligue e arraste até que o rotulo esteja fora do circulo, faca isso para que ao final,

todos os rotulos estejam fora do circulo, préximos ao seu ponto e visiveis.

Figura 24 — Radianos no Ciclo Trigonométrico

(7 Cculs tngaeomatics.ggk

Aquvo Edta Edter Opches Femamertds Joneld Audy
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- I et NP RSP -.','-__ -
* Janaia de Agetaa . Jewwe de Visusticacdo
@ 16296 ol BN BT
® B ~0ar.as
e

e W -arur
yeay

o W, ~05 080
oo

e W,~m
€~ W

o F,-(as uen
¢

e F,~tomn.arm
0=,

o 5, ,-tuaras
0= 150

® B,~.0

= 150
" o e

e B ~c087.05
LAl

@ B, ~tamn, am
A= 225

@ 5, (05 08
u =240

P AR )
v=20r

® 5, 05087
1= 300

e ¥, 0m.am)

ueng
e &, ~ 047,05
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Movimente o Ponto A, observe que a medida em que ele se aproxima dos
pontos que estdo exibindo os angulos em radianos, o angulo alfa mostra os valores

em graus.

11. Clique no menu Arquivo/Gravar como.

12. Na janela de dialogo que surge, dei o nome para o arquivo de “Radianos no Ciclo
trigonomeétrico” escolha um local onde deseja guardar seu documento e clique no

botao Gravar.

Desafio: Utilizando os exemplos e atividades realizados, identifique as medidas dos
angulos de 40°, 70° e 130°.

4.6.4 — GRAFICO DAS FUNCOES SENO, COSSENO E TANGENTE

No circulo trigonométrico temos que cada numero real esta associado a um
ponto da circunferéncia, pensando nisso, para representar o grafico das funcbes
trigonométricas no Geogebra, utilizaremos o recurso da Janela de Visualizacdo 2 e
o Arquivo “Ciclo trigopnométrico” criado anteriormente. Serdo feitas modificacdes em

alguns parametros necessarios para a compreensao das funcdes trigopnométricas.

= Procedimentos no Geogebra

1. Abra o Geogebra

2. Clique no menu Arquivo/Abrir, selecione o arquivo “Ciclo trigonométrico” e clique

no botdo Abrir.

3. Cligue no menu Exibir depois marque a opc¢éo Janela de Visualizagéo 2

VRN NIV
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4. Clique com o botéo esquerdo do mouse em cima da linha que divide as janelas de
visualizacdo, segure o clique e arraste até ficar semelhante ao formato da imagem

abaixo.

30 Al X 1w dvits e Puisazacis P Jancha be Visbaachs 2

-3

“ILm
DASe+ 05y -0
(et

L
1
)
A= A2 0
L]
L3

CPpsn
D=p o
=g

-
e
-
-

152
"~ 005

SO0 0ROO0OOSY OSOOPOOES

Ereaty

5. Cligue com o bot&o direito do mouse dentro da |~ Preferéncias - Janela de Visualizacao 2
Hla&lEE:S

Basico Ex0X  ExoY Malha

Janela de Visualizacdo 2, selecione a opcao

Janela de Visualizacao e selecione a aba Eixo X.
Exibir EixoX

6. Marque a Caixa Distancia e selecione a
Exibir Mimeros
distancia 11/2
| Direcio Positiva Apenas
7. No eixo Y marque a Caixa Distancia e selecione

A [] Distancia: v
a distancia 1.

8. Feche as propriedades da Janela de Visualizagdo 2 e clique dentro da Janela de
Visualizacao 2, depois cligue no Campo Entrada e digite: F=(d,0) e aperte a tecla
Enter, criando o ponto F na Janela de Visualizacao 2.

Entrada:

9. No Campo Entrada digite: segmento((0,0),F) e aperte a tecla

Enter, criando o segmento “p

Entrada:

10. No Campo Entrada digite: G=(x(F),x(C)) e aperte a tecla

Enter.

R T=—SNAAY
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Entrada:

11. No Campo Entrada digite: H=(x(F),y(D)) e aperte a tecla

Enter,

Entrada:

12. No Campo Entrada digite: I=(x(F), y(E)) e aperte a tecla

Enter.

13. Cligue com o botdo direito do mouse em cima do Ponto G e clique em
Propriedades. Em Basico marque a opcdo Exibir Rastro, na aba Cor mude a cor

do Ponto G para Vermelho.
14. Repita o passo 13, agora para o Ponto H e utilize a cor Azul.

15. Repita 0 passo 13, agora para o Ponto H e utilize a cor Laranja.

([P el

16. Repita o passo 13, agora para o0 segmento “p”, mas para este aplique apenas a

cor Verde, ndo precisa Exibir o Rastro.

17. Cligue na Janela de Visualizacéo 1, em seguida Clique no icone Controles

°
e selecione a ferramenta Caixa exibir/esconder objetos

18. Clique na parte superior ao ciclo 7 Caixa para Exibir/Esconder Objetos X

trigonométrico e na caixa que surge digite Legenda: |Sent)

em Legenda; Sen(x), em Selecionar os )
Selecione os objetos na construcao ou escolha-os de uma lista

objetos na construcao cligue na seta

b

para baixo, selecione o Ponto H e clique [p 0 n
em Aplicar. X

19. Cligue abaixo do botdo Sen(x), na

caixa que surge digite em Legenda;

Cos(x), em Selecionar os objetos na

construcdo cligue na seta para baixo, Aplicar Cancalar

selecione o Ponto G e clique em Aplicar.

20. Clique abaixo do botdo Cos(x), na caixa que surge digite em Legenda; Tg(x), em
Selecionar os objetos na construcao cligue na seta para baixo, selecione o Ponto |

e clique em Aplicar.

VVAVANZNS e e /A VAV
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21. Cligue com o botéo direito do mouse, segure o clique e arraste os botbes criados

para organiza-los um em baixo do outro.

22. Deixe marcado apenas a funcao que ira utilizar e desmarque as outras, movimente

0 Ponto A e veja a fungao sendo criada.

Figura 25 — Construcéo do gréfico da Funcéo Seno
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7 Figura 27 — Construcao do gréfico da Funcéo Tangente
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23. Clique no menu Arquivo/Gravar como.

24. Na janela de didlogo que surge, dei o nome para o arquivo de “Funcdes
Trigonométricas” escolha um local onde deseja guardar seu documento e clique no

botdo Gravar.

Desafio: Agora é com vocé caro estudante, utilizando todos os conhecimentos sobre
as ferramentas do Geogebra estudadas até aqui e o conhecimento sobre funcdes
trigonométricas, monte um tutorial para a criacdo dos gréaficos das fun¢des Secante,
Cossecante e Cotangente, semelhante ao que construimos para Seno, Cosseno e
Tangente.
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