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Resumo da Dissertacdo apresentada ao PPGEP/UFPA como parte dos requisitos
necessarios para a obtengdo do grau de Mestre em Engenharia de Processos (M. Eng.)

A TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL GENERALIZADA
APLICADA NA SOLUGCAO DA EQUAGCAO DE BLACK-SCHOLES PARA
AVALIACAO DE DERIVATIVOS

Paulo André Amaral Coutinho

Abril/2021

Orientadores: Josiel Lobato Ferreira

Emanuel Negrdo Macédo

Area de Concentracdo: Engenharia de Processos

A Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT), um método analitico-
numerico baseado na expansdo de autofuncdes, foi utilizada na solucdo da equagdo de
Black-Scholes, a qual é largamente aplicada na area de financas, mais especificamente na
valoracdo de opgbes de compra e venda de ativos. O método da Transformada Integral
Generalizada (GITT) foi aplicado, na referida equagéo, comparando os resultados obtidos
por um algoritmo implementado computacionalmente nos programas Mathematica e
FORTRAN por meio da rotina DIVPAG da biblioteca IMSL, com outros resultados
apresentados na literatura, gerados por meio de técnicas numéricas, como o Método de
Diferencas Finitas. Neste sentido, avaliou-se a viabilidade da aplicacdo da técnica. O
desenvolvimento do algoritmo foi possivel utilizando-se algumas mudangas de variaveis
na equacdo de Black-Scholes e utilizando-se um problema de autovalor adequado na
busca pelas solucdes. Os resultados obtidos pela GITT além de comparados aos trabalhos
presentes na literatura, foram exibidos em termos do valor do ativo por meio de opcOes
de compra e venda variando entre condi¢des americana e europeia, as quais distinguem-
se, no que se refere a0 momento de exercicio da opgdo, para diferentes valores de
volatilidades e apresentaram boa concordancia com os disponiveis na literatura,
fundamentando a viabilidade da utilizacdo da GITT para obtencdo de solucdes para o

referido problema.
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Abstract of Dissertation presented to PPGEP/UFPA as a partial fulfillment of the
requirements for the degree of Master in Process Engineering (M. Eng.)

THE GENERALIZED INTEGRAL TRANSFORMED TECHNIQUE APPLIED
TO THE SOLUTION OF THE BLACK-SCHOLES EQUATION FOR
DERIVATIVE ASSESSMENT

Paulo André Amaral Coutinho

April/2021

Advisors: Josiel Lobato Ferreira

Emanuel Negrdo Macédo

Research Area: Process Engineering

The Generalized Integral Transform Technique (GITT), analytic-numerical method based
on orthogonal eigenfunctions expansions, was used to solve the Black Scholes equation
(BSE) that is frequently applied in financial areas, more specifically in valuation of call
or put options. The Generalized Integral Transform Method was used in (BSE)
accomplish the comparation between results obtained by algorithm implemented
computationally in the programs: Mathematica and Fortran by DIVPAG in the library
IMSL with other results presented in researches generated through of numerical
techniques like the finite difference method. In this sense the viability of the technique
application was be evaluated. The development of the algorithm was possible doing some
changes in variables in the (BSE) and using one suitable eigenvalue problems to search
solutions. The results obtained by GITT was compared to papers presents in the current
literature, and displayed in terms of the asset value through of call or put options varying
between american and european conditions that distinguish themselves in relation of the
exercise moment in the option, to different values of volatility, presenting good agreement
with availables papers, substanting the viability of the GITT use to get the solutions to
BSE problem.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 - MOTIVACAO

A teoria das opcgoes reais (OR) é uma metodologia amplamente aceita para a
analise de investimentos sob condicGes de incerteza. Modelos de opc¢oes reais vém sendo
desenvolvidos frequentemente desde meados dos anos 1980, como por exemplo,
trabalhos do Laboratério de Energia do MIT no inicio dos anos 1980, cujo artigo
publicado mais conhecido é o de PADDOCK et al. (1988).

Embora existam diversos trabalhos de opc@es reais na literatura ‘académica como
por exemplo: FILHO (2003) e MEIRELLES (2004), h4a uma caréncia de metodologias
analitico-numeéricas, como por exemplo a Técnica da Transformada Integral Generalizada
(GITT), para a avaliacdo do valor de ativos financeiros.

O desenvolvimento de metodologias e modelos de opcbes representa uma
dificuldade inerente, pois é necessario conhecer efetivamente e com razoavel
profundidade ndo apenas a teoria de opgdes de precos (OP) como outras teorias ndo
menos complexas tais como a mudanca de variavel e solucédo de equac6es acopladas.

Esse desafio, o qual essa dissertacdo procura desenvolver, requer além de uma
consideravel revisdo bibliografica para avaliar os conceitos e modelos das teorias,
discernimento e criatividade para combinar essas teorias de forma adequada para

solucionar problemas praticos complexos e relevantes.
1.2 - OBJETIVOS
1.2.1 - Objetivo geral
O pressente trabalho tem por objetivo obter a solugéo para a equacdo de Black-

Scholes para opcdes de preco (Americana e Europeia) por meio da Técnica Transformada
Integral Generalizada (GITT).



1.2.2 - Objetivos especificos

— Analisar a viabilidade da aplicacdo da GITT na solucdo da equacdo de Black-
Scholes.

— Verificar o codigo computacional comparando os resultados obtidos pela GITT
com o aqueles obtidos com o software Mathematica.

— Comparar os valores gerados a partir da solucdo proposta com resultados

disponiveis na literatura.

1.3 - CONTRIBUICOES DA DISSERTACAO

O pressente trabalho ir4, além de contribuir no aumento da abrangéncia de
possibilidade da utilizacdo da GITT na solucdo de problemas ndo-homogéneos, a
extensdo da aplicacdo da GITT a mais um diferente campo, o econémico, representado
pelas equacOes de Black-Scholes. Apresentar um meio de valoracdo de derivativos
diferente das previsdes baseadas em fluxos de caixa futuros, método frequentemente

utilizado.

1.4 - ORGANIZACAO DO TRABALHO

O capitulo 1 apresenta a motivagdo, 0s objetivos, as contribuicdes da dissertacdo
e a forma de organizacéo do trabalho.

O capitulo 2 apresenta uma revisédo da literatura sobre opcdes, especificamente de
Compra e de Venda e sobre a aplicacdo destas na equacdo de Black-Scholes.

O capitulo 3 apresenta 0s modelos matematicos da equacdo e as estratégias
utilizadas para sua resolucéo.

No capitulo 4, apresentam-se os resultados obtidos pela GITT e a sua discussao.

Por fim, o capitulo 5 apresenta a conclusdo acerca do trabalho apresentado além

de sugestdes para desenvolvimento de novos trabalhos com a mesma tematica.



CAPITULO 2

REVISAO DA LITERATURA

2.1 - INTRODUCAO

A engenharia financeira frequentemente atua na confeccdo de projetos,
desenvolvimento e implementacdo de processos e instrumentos financeiros inovadores e
a elaboracéo de solucGes eficazes para problemas na area financeira.

A teoria financeira € um dos campos de pesquisa mais ativos na matematica
aplicada moderna (BROYLE, 2013). Durante as Gltimas duas décadas, a area de finangas
computacionais tem atraido muitos matematicos, fisicos e engenheiros para trabalhar com
uma variedade de questdes teoricas relacionadas a valoragéo de ativos (FILHO, 2003).

A avaliacdo de um ativo consiste na determinacdo de seu preco de mercado
razoavel, na antecipacdo de quanto seria este preco em diversos tempos futuros e como
ele se modifica de acordo com outros precos. A avaliacdo de ativos apresenta dificuldades
em funcédo de principalmente dois motivos: a fun¢do de pagamento do ativo ou de seu
derivativo poder variar estocasticamente de forma complexa e o ambiente de mercado
competitivo ser dindmico (SANTQOS, 2008).

A metodologia utilizada para geracgdo e apreciacdo de resultados foi a Técnica da
Transformada Integral Generalizada (GITT) com o auxilio computacional de aplicacdes
e rotinas especificas. Os resultados obtidos foram comparados a outros obtidos por outras

técnicas.

2.2 - PRINCIPIOS DO MERCADO FINANCEIRO

A seguir serdo apresentados alguns conceitos importantes a respeito do mercado

financeiro para melhor compresséo deste trabalho:
2.2.1 - Arbitragem
De acordo com BONOTO (2008), arbitragem trata-se da aquisicdo e venda

simultanea de um valor imobiliario com a finalidade de obtencéo de lucro sob a condigéo

de ndo haver risco ou lucro garantido sem incertezas na transagdo com uma ou mais



operacdes de mercado. Arbitragem pode ser representada como a obtencdo de lucro
advinda de variacgdes de preco quando o mesmo titulo, moeda ou produto é transacionado
em dois ou mais mercados.

Em um mercado em que ndo se verifica arbitragem, ndo ha a oportunidade de
lucro certo. Um exemplo de oportunidade de arbitragem seria: uma estratégia de
negociagdo auto confidvel a qual tivesse inicio com valor de zero e finalizasse (numa data

posterior), com um valor positivo (BAXTER, 1998).

2.2.2 - Nao-Arbitragem

Um dos conceitos que fundamenta a teoria da matematica financeira é o de néo
poder haver hipoteses de arbitragem. Hipdtese de arbitragem € a possibilidade de obter
lucro nas diferencas de precos dos mercados. Ainda que, na prética, este tipo de hipdteses
seja possivel, estas ndo duram tempo suficiente antes que os proprios mercados evoluam
de modo a elimina-las, tornando-as desprezaveis quando o mercado é modelado. Para ndo
haver oportunidade de arbitragem dois produtos com iguais propriedades tém de ter o
mesmo preco. Argumentos de ndo-arbitragem séo utilizados para deduzir o preco justo
para entrega futura de um contrato no prazo seguro (CRACK, 2009).

2.2.3 - Agles

Refere-se ao valor emitido pelas organizagdes representando parte do capital.
Trata-se de um registro o qual indica que certa fracdo de determinada empresa é de seu
proprietario, resulta da divisao do capital social em partes equanimes representando desta
maneira a menor parcela do capital social de determinada companhia. Se as acdes forem
geradas por companhias de capital aberto ou que procedam de maneira semelhante, séo
comercializadas nos mercados de balcéo ou nas bolsas de valores (Bovespa, Tokyo Stock
Exchange, etc), de forma que o investidor se torna sécio da empresa que possui as acoes
e 0s poderes que lhes sdo de direito sdo delimitados pela forma e quantidade da agéo
adquirida (GIBSON, 2008).



2.2.4 - Derivativo

O termo derivativo descreve um novo tipo de ativo em que o valor surge de
mercados usuais. Ou seja, os mercados seculares de a¢des, titulos e mercadorias fizeram
surgir uma nova classe de ativos as quais sempre dependem dos mercados que lhes dédo
origem. Os mais basicos sao opc¢oes e futuros (WARD, 2004).

Em resumo, tratam-se de ativos financeiros em que os valores e suas
especificidades de negociagdo estdo associados aos ativos os quais lhe deram origem
denominados ativos originarios, O preco do ativo ser derivado de um outro ativo o qual

chama-se ativo-base € que origina o conceito: “derivativo”.
2.2.5 - Volatilidade

Trata-se de um indicador comumente representado pela letra o, € um indicador
que afere o risco de um investimento, de maneira que, quanto mais elevado for o
percentual de volatilidade, maior sera o risco quando comparado aos outros fundos do
segmento a ser avaliado. Para o calculo do indicador, deve-se considerar a dispersdo da
rentabilidade diéria, a maior ou a menor, em relacdo a média da rentabilidade de certo
periodo.

Outra funcdo da rentabilidade é verificar o grau médio da variacdo da cotacdo de
um titulo ou fundo de investimento em um determinado periodo. Um exemplo seria um
investimento de alta volatilidade, o qual apresentaria uma acentuada variabilidade no
valor de sua cotacdo (WILEY, 2015).

2.2.5.1 - Volatilidade implicita

A volatilidade implicita trata-se da expectativa do mercado interno ao valor
extrinseco das opcoes e, pois, ndo tem nenhuma relacdo com a volatilidade histérica da
acdo. De forma mais simples, a volatilidade implicita € a previsdo do mercado para o
valor da volatilidade no futuro, desta forma utiliza-se o proprio mercado de opcGes para
estimar a volatilidade futura (ASSUMPCAO, 2009).

De acordo com WILEY (2015), a volatilidade implicita serd um reflexo da
demanda por opcdes, e diversas vezes demonstra uma discrepancia com a volatilidade

calculada.



2.2.6 - Ativo

Segundo PINDYCK e RUBINFELD (2006), ativo é algo que pode gerar um fluxo
monetario para o proprietario, com valor comercial ou de troca constante para sociedade,
pessoa fisica ou determinada instituicdo, como exemplos verificam-se: imoveis, dinheiro,

acoes, etc.

2.2.7 - Custo de transacao

Séo custos de compra e venda de um valor imobiliario, tratando-se principalmente
da margem do investidor, comissao de corretagem ou de taxas, como por exemplo: taxa
cobrada pela corretora, ou um banco, para negociar os titulos do governo. Entre 0s custos,
também sdo incluidos tributos diretos, tais quais, qualquer imposto cobrado pelo governo
além de outros impostos diretos (CRACK, 2009).

2.2.8 - Mercado perfeito

Trata-se de um mercado o qual ndo ha custos de transagdo ou impostos; todos 0s
contratos sdo cumpridos; existe a possibilidade de compra e venda de qualquer quantidade
de valor imobiliario, além de venda a descoberto ilimitada; as transacdes ocorrem de

forma regular e na modalidade a vista; ndo parceladas (HISSA, 2007).

2.3 - EQUACAO DE BLACK-SCHOLES

Diversos problemas de programacéo financeira envolvem equac6es nao-lineares
com condigdes de contorno ndo-lineares ou que variam de acordo com o tempo. Em
funcdo de sua complexidade, a equacdo de Black-Scholes possui solugdo analitica
somente em algumas condi¢6es de contorno (WILMOTT, 1998).

Embora existam solucdes analiticas disponiveis, existem varias formas classicas
e modificadas da conhecida equacéo de Black-Scholes que requerem solu¢Ges numéricas
rapidas e precisas (SANTOS, 2008).

Seguindo os trabalhos dos ganhadores do prémio Nobel de 1997 (F. Black e M.

Scholes) inicia-se o desenvolvimento do modelo conhecido por equacdo de Black-



Scholes (EBS) para valoragao de opcOes europeias a partir do uso da integral de Lebesgue
e o Célculo do lema de Itd, modelando-se, dessa forma, os processos envolvidos.

A EBS ganhou notoriedade por se tratar de um modelo mais efetivo de obter
opcdes de preco, tratando-se de um modelo amplamente aceito para avaliacdo do valor
temporal de uma opcéo V(S,t), tendo por fundamento um modelo estocastico para o
comportamento do prego S do ativo subjacente, cuja solugao leva ao prego corrente V(S,t)
de uma opc¢éo que expira no tempo final T (MEYER, 1998).

De acordo com BONOTO (2008), a abrangéncia da equacao é ampla, dentro das
consideracBes mais importantes as quais citam-se: transacGes em tempo continuo e
dindmica de preco continua em valores de ativos, sendo que quando esta consideracao é
respeitada, o valor gerado pela EBS pode ser justificado como uma aproximacao
assintotica para o preco arbitrado sob uma transacdo discreta, quando o intervalo da
transacgéo tende a zero.

Para obtencdo do modelo de Black-Scholes (BS), sdo respeitadas as seguintes
condicdes:

(1) Preco S da acdo segue um processo de Wiener generalizado, seguindo um

processo estocastico em tempo continuo;

dS = uSdt + 0SdZ 2.1)

Em que:

dZ é o movimento Browniano em relacdo ao ativo S,
H & atendénciae
O ¢ avolatilidade (constante) de S.

(2) A venda de agdo a descoberto (short-selling), isto é, venda de um instrumento
financeiro que o especulador ndo possui, (DOWNES, 1993) € possivel;

(3) Néo existem custos de transacao;

(4) Néo ha pagamento de dividendos durante o periodo de acéo do derivativo;

(5) Néo existem oportunidades de arbitragem sem risco;

(6) A negociacdo das acOes é feita de modo continuo;

(7) A taxa de risco r é constante para todos 0s vencimentos.

De acordo com as hipoteses anteriores, a equacdo de Black-Scholes toma entdo a

seguinte forma:



v,y 1, 0%Vt v
3¢ +§ T-{-T‘S%—TV(S,Q =0 22)

Em que:

V (S, t) é uma funcédo do valor S do ativo subjacente e do instante t definida no intervalo
(0, +o0) % [0, +00) que representa o valor de uma opgao.

O simbolo ¢ designa a volatilidade, a qual se define como um indicador que afere o risco
de um determinado investimento, e

r a taxa de juros livre de risco, respectivamente.

Com os tipos de opcOes consideradas, a equacdo pode sofrer algumas
modificagdes, sendo completada por equagdes de tipo finito, denominadas condigdes de

contorno.
2.3.1 - Obtencéo da EBS

Considere-se uma funcéo f = f(S, t) para representacdo de uma opcao de compra
(OC) europeia no tempo t para um determinado valor de um ativo S. Para obter-se um
modelo sem arbitragem, o desenvolvimento da EBS € realizado a partir da construcédo de

uma carteira (portifolio) contendo uma opc¢éo a qual pode ser de compra e de venda e uma

determinada quantidade 2—; de agoes.

-1: opcéo

of . N

—  acoes.

0S

Entdo o valor da carteira serd dado por:

of
=—f+=2S
1_[ f as (23)

A variacdo do valor na carteira entre o intervalo de tempo t+dt pode ser descrita

como:



A —Af + —AS
1—[ / (2.4)

Em que S esta de acordo com a diferencial estocéstica a seguir:

dS = uSdt + ¢SdZ (2.5)

Em que:

M € a taxa de retorno esperado e operador
dz é o padrdo Browniano do movimento.

Aplicando-se o Lema de 1t6 (que é uma série de Taylor e serd melhor detalhado
no Anexo I) na Eq. (2.5) obtém-se:

2
df = (V af 1oy 252>dt+%05d2

a¢2
at 2 aS 0S (2.6)
As versoes, em diferencgas, das Egs. (2.5) e (2.6) tornam-se:
AS = uSAt + 0SAz @.7)
of 19*f 5252 af
Af = ( +6t+2652 §? | At + =5 0SAZ
(2.8)
Substituindo-se as Egs. (2.7) e (2.8) na Eq. (2.4) tem-se:
Of [ 10°f o\, Of of
An < at+2652 S ) At — aSaSAZ+aS[uSAt+aSAz]
(2.9)
Simplificando-se:
1092
o] = ( zas]; 252)“
(2.10)

Sabendo-se que a Eq. (2.10) ndo contém o termo Az, o portfélio € livre de riscos
durante o intervalo de tempo At. Desta forma, a carteira ndo contém riscos dentro das

condigdes do modelo. Logo, por meio do fundamento da nédo-arbitragem, a variagédo do



1_[ =r1_[At 2.11)

Substituindo-se as Egs. (2.3) e (2.10) na equacao supracitada:

—<g+lﬁazSz)At = r(—f+%)At

2
at  20S (2.12)
Manipulando-se, resulta em:
of of 10%f
—+1rS—<+--50%S% =rf

A Eq. (2.13) e exatamente a Eq. (2.2), a qual possui vérias solugdes variando de

acordo com o tipo de derivativo a ser mensurado.

2.4 - CONDICOES DE CONTORNO PARA EQUACAO DE BLACK-SCHOLES

Os derivados atualmente sdo utilizados em larga escala nos mercados financeiros
e 0 seu crescimento prolongado ocorre em fungdo da necessidade de evitar o risco dos
investidores. Derivados tratam-se de contratos que dependem de um ativo financeiro
qualquer e podem ser utilizados para fazer cobertura de risco, especulacéo e arbitragem.
O valor de um ativo financeiro é altamente variavel e investir sem as devidas precaugdes
neste € uma atitude de grande risco (MARSHALL e BANSAL, 1993).

Derivados se originam como uma forma de investir em ativos de um modo que
minimiza os riscos, havendo alta variedade de contratos que se podem fazer mediante as
ambicdes de cada um. Embora existam mercados de derivados, onde o preco destes €
estabelecido e divulgado constantemente, ndo ha um meio de prever qual o seu valor no
futuro. Na verdade, como estes dependem do valor do ativo sobre o qual sdo realizados,
seu valor tem uma grande imprevisibilidade, quase aleatdria, e por isso dificil de
quantificar. Surge assim a necessidade de criar modelos matematicos a partir dos quais
se possa estimar o seu valor. Os derivados abordados neste trabalho sdo os contratos de
opc¢des (FERNANDES, 2009).

2.4.1 - Mercado de derivativos
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subjacente e seu principal objetivo como instrumento financeiro € fazer o cdmbio do risco
entre agentes econdmicos atuantes no setor produtivo da economia, dando possibilidade
de gerar valor para empresas que utilizam esses instrumentos, contribuindo com o
crescimento econdmico (BROYLES, 2013).

Os derivativos foram os primeiros instrumentos desenvolvidos para garantir o
suprimento de mercadorias e facilitar o comércio, além de garantir aos agricultores
relativa protecdo contra falhas nos periodos de colheita. Com o tempo, os derivativos
apresentaram a tendéncia de servir ndo s6 como uma fonte de financiamento, mas também
a busca de lucros rapidos. Esta aplicagdo tambeém mostra que os derivativos foram
regulados desde o inicio de sua utilizacdo (AMARAL, 2003).

A historia dos derivativos fornece evidéncias de que os primeiros mercados de
derivativos eram “over-the-counter” (OTC), ou seja, realizadas entre grandes empresas
fora do mercado organizado (AMARAL, 2003).

O nivel de regulacdo dos derivativos variou no decorrer do tempo, conforme as
jurisdicOes vigentes e dependiam de diversos fatores, como por exemplo, dos contextos
politicos e religiosos. Algumas formas de derivativos chegaram a ser proibidas, e
posteriormente permitidas (JORION, 1999).

2.4.2 - Opcdes

Derivativo é uma ferramenta financeira em que seu valor depende de variaveis
subjacentes. Os tipos mais comuns de derivativos incluem futuros, opcGes e contratos a
termo (forwards), além dos tipos comumente estudados existem muitos outros tipos de
derivativos, como por exemplo, conhecidos como derivativos exoticos.

Dentro da avaliacdo de ativos derivados, o objetivo fundamental da engenharia
financeira é aferir o valor de uma opgao. Um contrato de opc¢do, no mundo financeiro, é
o direito, mas ndo a obrigacéo, de vender (quando se tratar de opcéao de venda) ou comprar
(para uma opc¢do de compra) ou de um ativo nos casos de: acBes de uma corporacéo,
commodities como grdo, moeda estrangeira, etc., a um preco fixo, ou seja, seu preco de
exercicio em certa data no futuro (SANTOS, 2008).

As bases para a teoria das op¢Ges comegaram nos anos 1960 quando Samuelson
(1965), auxiliado por McKean, insere o calculo estocastico em financgas e deduzindo desta

maneira a condicdo de exercicio 6tima da op¢do Americana perpétua, a qual ele chamou
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de condigdo de contato-alto. A condigdo citada, suficiente para o exercicio 6timo da
opcao, atualmente € chamada de condi¢édo de contato suave.

Uma opcéao é uma garantia que fornece ao seu proprietario o direito de negociar
um numero fixo de a¢6es de uma acgéo ordinaria especificada a um preco fixo a qualquer
momento ou antes de um determinado periodo, ao exercer esta transacdo, obtém-se o
processo denominado de exercicio da opg&o.

A seguir uma breve visdo a respeito dos principais tipos de opcdes e das
correspondentes formas da equacao de Black-Scholes. Comumente sdo considerados dois
tipos de opgdes:

— Opcéo de compra (OC), V (S, t), que reflete o direito de comprar um ativo dentro
ou no fim de um certo periodo de tempo, por um preco fixo, sendo que a outra
parte tem o dever de o vender.

— Opcéo de venda (OV), V (S, t), que concede o direito de vender um ativo dentro
ou no fim de um certo periodo de tempo, por um preco fixado, tendo a outra parte
contratante o dever de o comprar.

Partindo do pressuposto que ha opc¢des de compra e de venda, as opcles também
estdo sujeitas a outra grande divisdo que se pode fazer entre Europeias e Americanas. Esta
segmentacdo ndo se relaciona a localizagdo geogréafica onde sdo transacionadas, mas sim
com o periodo o qual pode ser exercido o direito de compra/venda do ativo. Diante de
uma opcdo europeia na data do vencimento, apenas pode ser exercida no prazo acordado
no contrato; no entanto, em posse de uma opgao americana, existe o direito de exercer em
qualquer tempo até a data de maturidade. As op¢des americanas devem ter um valor igual
ou superior ao das opcBes europeias, por oferecem mais vantagens (o direito de
compra/venda na data de maturidade pode ser exercido antes do periodo determinado)
(GOLDSMITH, 1999).

Os modelos europeus de preco quando comparados aos americanos apresentam
tendéncia a exibir preconceitos empiricos sistematicos quando usados para avaliar as

opcdes de compra americanas.
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2.4.3 - Condicdo Europeia

2.4.3.1 - Opcdo de compra

Para se avaliar uma OC Europeia, pode ser tomado como exemplo um ativo de
risco, como o petroleo, o prego pode variar de forma desordenada, entretanto adquirindo-
se uma OC europeia, com preco de exercicio K, € possivel saber o valor a ser gasto em
altas quantidades de barris em um determinado periodo de tempo sendo, que
simplificando-se a ideia abordada, é possivel comparar-se a opc¢ao citada com um seguro
contra o aumento de prego do produto (BONOTTO, 2008).

Ao examinar uma opcdo de compra europeia em que o valor (payoff) é
denominado por V (S, t), cujo preco de exercicio é designado por K. A data de execucgédo
é um valor T exprimindo a medida (tomando o ano como unidade) do intervalo de tempo
que decorre desde o instante do contrato até ao instante da execucdo. Assim, 0 <t < T.

A condic¢do de contorno equivalente para t=T é:

V(S, T) = Max[S — K, 0]

(2.14)
V(S,T)=S—Kse S=K (2.15)
V(S,T)=0—K se S<K (2.16)

Além desta tem-se mais duas condicBes, quando S=0 e quando S — <o, que Sdo

respectivamente:

V(,t) =0 2.17)

V(S t) =~

— 00

quando S (2.18)

Esta Gltima representa que, para valores muito grandes do ativo, 0 preco de
exercicio torna-se irrelevante e o valor da OC aproxima-se do valor do ativo. Além disso

a Eq. (2.16) pode ser reescrita da seguinte forma:
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V(S t
lim ( )=1

$oe S (2.19)
A opcao de compra europeia pode ser sintetizada pela equacdo de Black-Scholes

em que atuam as condicdes (2.14), (2.15) e (2.19).
2.4.3.2 - Opcédo de venda

Em relacdo a uma OV europeia V (S, t) a condigdo parat=T:

V(S, T) = Max[K — S, 0]

(2.20)
V(S,t) =K—-SseS<K (2.21)
V(S,t) =0seS>K (2.22)
Se a taxa de juros r permanecer constante, tem-se para S=0:
V(0,t) = Ke™"T=9 (2.23)
Quando S — < 0 valor da opc¢éo é 0:
I (50 =0 020

A opcéo de venda europeia pode ser sintetizada pela equacdo de Black-Scholes
em que atuam as condigdes (2.20), (2.23) e (2.24).

2.4.4 - Condicdo Americana

Uma opcao americana tem a caracteristica adicional de o seu exercicio ser possivel
em qualquer instante durante a vida da opcdo, isto é, para qualquer ttal que: 0 <t <T.
Esta situacdo conduz a mais oportunidades quando comparada a oferta europeia, em
consequéncia disso, opgdes americanas de preco ndo podem ter o preco menor ou

equivalente as europeias.

14



2.4.4.1 - Opgao de compra

A opcdo de compra americana em nada difere da opcdo de compra europeia, ou

seja, a condicdo de contorno equivalente para t=T é:

V(S, T) = Max[S — K, 0]

(2.25)
V(,T)=S—K,0se S>K (2.26)
V(S,T) =0 se S<K (2.27)
Quando S=0:

V(0,t) =0 (2.28)

E quandoS —»>

V(S t) =~

quando §o (2.29)

Esta Gltima representa que, para valores muito grandes do ativo, o preco de
exercicio torna-se irrelevante e o valor da OC aproxima-se do valor do ativo. Além disso

a Eq. (2.29) pode ser reescrita da seguinte forma:

V(D)
lim =1
Sow S (2.30)

A opcdo de compra americana pode ser sintetizada pela equacdo de Black-Scholes
em que atuam as condicdes de (2.31), (2.29) e (2.30).

2.4.4.2 - Opgéo de venda

Em relacdo a uma OV americana V (S, t), a condigdo parat=T:
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V(S,T) = Max[K — S, 0]

(2.31)
V(S,t) = K-S seS <K (2.32)
V(S,t) =0 seS>K (2.33)
Para S=0 tem-se:
V(,t) =K
©.6 (2.34)
Quando S — o 0 valor da opcao é 0:
lim V(S,t) =0
Soe (2.35)

A opcao de venda americana pode ser sintetizada pela equacdo de Black-Scholes
em que atuam as condigdes (2.31), (2.34) e (2.35).

A seguir tem-se um resumo da equacao de Black-Scholes, juntamente com as suas
condi¢cdes de contornos, mais especificadas na Tabela 2.1 para a venda e compra

americana e europeia.

ov g2 3%V ov
=—= S2——=—1rSn—<+1V; 0<S<5,,t>0

at 2" as? as (2.36)
VS, =V(S)em t=T (2.37)
V(0,t) =Vy(t)em S=0 (2.38)
V(Se,t) =Voem S= S, (2.39)

Tabela 2.1 - Resumo das condi¢des de contornos para as op¢des de venda e compra
americana e europeia.

Americana Europeia
Vi(S)  Volt) Voo Vi(S) Vo(t) Voo
Venda Max[K-S,0] K o(ﬁzoj Max[K =S, 0] ke r(T-t 0(%=0j
0S 0S
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25 - METODOLOGIA DE SOLUCAO VIA TRANSFORMADA INTEGRAL
GENERALIZADA (GITT)

2.5.1 - Contexto histdrico sobre transformadas integrais

Transformacgdes integrais tém sido utilizadas com sucesso por quase dois séculos
na solucdo de muitos problemas de matematica aplicada, fisica matematica e engenharia.
Historicamente, a origem das transformadas integrais, incluem as transformadas de
Laplace (1749-1827) em: “on probability theory” publicado em 1780; e de Joseph
Fourier (1768 - 1830) em: “La Théorie Analytique de la Chaleur” publicado em 1822,

De fato, a obra de Laplace inclui alguns resultados basicos da sua metodologia, a
qual é uma das transformagcdes integrais mais antigas e mais usadas com disponibilidade
na literatura matematica. Isso foi efetivamente utilizado para encontrar a solugdo de

equac0es diferenciais lineares e equacdes integrais (DEBNATH e BATHA, 2007).

2.5.2 - Transformada integral generalizada

Solucdes de problemas sendo exatas ou aproximadas sao usadas constantemente
em analises de engenharia em funcéo delas trazerem melhor possibilidade de verificagcdo
dos significados fisicos dos diversos parametros que afetam os problemas.

Contudo nem sempre para equaces diferenciais parciais os métodos de separacao
de variaveis mais comuns sao convenientes, quando as condi¢des de contorno envolvem
homogeneidades.

Partindo da necessidade de solucionar problemas nédo lineares surge a técnica da
Transformada Integral Generalizada proposta por OZISIK e MURRAY (1974), que
consiste em transformar a equacéo diferencial parcial que modela a situacdo problema
que se pretende resolver em um sistema infinito de equacdes diferenciais acopladas que
deve ser truncado com uma ordem suficientemente grande para depois ser resolvido
numericamente.

Em seguida utiliza-se a formula de inversdo para se obter o potencial original
(SOUZA, 2009). Ainda a respeito do conceito temos, segundo MACEDO (1999), de que
aideia basicada GITT é relaxar a necessidade de se encontrar uma transformacéo integral
exata do problema, de maneira que € possivel a escolha de um problema de autovalor que

tenha caracteristicas mais semelhantes ao problema original. Desenvolveu-se entdo o par
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transformada inversa, consequéncia direta da propriedade de ortogonalidade que as
autofungdes oriundas do problema auxiliar gozam. Efetua-se finalmente, a transformagéo
integral do problema diferencial parcial, obtendo-se um sistema diferencial ordinario
acoplado e infinito.

Utilizando o mesmo principio, diversos problemas generalizados ndo lineares
foram incorporados ao rol de aplicagdes dessa técnica em que os fundamentos sdo
apresentados de acordo com o problema proposto no trabalho e suas condigdes.

Essa nova abordagem elimina a necessidade de o problema ser separavel surgindo
dessa forma os principios basicos da técnica de transformada integral. Em 1984,
Mikhailov e Ozisik publicaram o primeiro livro, generalizando os formalismos da técnica
de transformada integral classica, a qual também é chamada de expansdo em autofuncdes,
segundo um tratamento unificado de inUmeros problemas associados a difusdo de calor e
massa, distribuidos em sete classes. Durante a década de noventa, houve uma série de
extensOes da técnica para aplicacdo a diversos problemas encontrados na literatura, que
eram anteriormente resolvidos por métodos denominados “puramente” numéricos como
diferencas finitas, elementos finitos e volumes finitos.

O método da Transformada Integral Generalizada conta com um enfoque
analitico-numérico em funcdo da utilizacdo numérica na etapa apds a transformacéo
analitica do problema, fornecendo ao usuéario controle de precisdo, em que diferencia-se
frente a outros métodos numeéricos pela garantia da convergéncia das solugdes para ordens
crescentes de truncamento nas séries, além de gerar um desempenho computacional com
boa eficiéncia para diversos problemas, os quais sao inclusas formulagdes ndo-lineares
de interesse em aplicacdo de transferéncia de calor e escoamento de fluidos.

O método citado tem como diferenca dos outros métodos utilizados para solugédo
de problemas de cunho ndo linear e acoplados, a ndo necessidade de discretiza¢do do
dominio para geracdo das malhas. Ao resolver tais problemas por transformada integral,
através de metodologia sistematica e controle prescrito de erro, observou-se 0
aparecimento de uma série de vantagens como por exemplo: a) Redu¢do do tempo de
processamento; b) Aceleracdo na taxa de convergéncia numérica.

Conforme observado por: MIYAGAWA (2014), em resumo, a aplicagéo pode ser
definida nos seguintes passos:

1. Definic¢do do problema auxiliar;
2. Solugdo do problema auxiliar para posterior obtencdo das autofuncoes,

autovalores, normas e propriedades de ortogonalidade;
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Desenvolvimento do par transformada-inversa;

Aplicagdo da Transformada Integral no problema diferencial parcial em um
sistema de equacdes algébricas ou diferenciais ordinarias acopladas ou em outra
equacdao diferencial parcial;

Truncamento do sistema infinito e solugcdo numérica do sistema diferencial
resultante para obtencdo dos campos transformados;

Obtencéo do potencial original, por meio do uso da formula de inverséo.
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CAPITULO 3

METODOLOGIA DE SOLUCAO

3.1 - ADIMENSIONALIZACAO

Para efeito de aplicacdo, resolve-se um problema de equacbes diferenciais
acopladas decorrentes. O primeiro passo para a solucdo do problema foi realizar a
adimensionalizagdo do modelo original dado pelas Egs. (2.36-2.39). A
adimensionalizacdo foi realizada através dos seguintes grupos adimensionais:

0=V/K; t=t/T; N=5/S0 B =Sxu/K; (3.1)

_ ) _ 2
C=rT; a= o°T/2 (3.2)

Como a Eq. (2.37) é dada em t = T (no final do periodo), foi realizada também
uma mudanga de variavel do tipo £ =1-17, para transformar a condigdo em uma

condic&o inicial em zero. Assim, as Egs. (2.36-2.39) adimensionalizadas apresentam-se

da seguinte forma:

96 , ,0%0 00
a—g(:—anW—Cn%+60;8<n<1i0<531 (33)
0(n,0) =6;(n) em £=0 (3.4)
0(e,§) =6p(§) em n=c¢ (3.5)
0(1,§) =0, em n=1 (3.6)

Em que & € um valor muito pequeno, porém diferente de zero para evitar
indeterminagdes na solucdo do problema particular que sera proposto pela Eq. (3.11). As

expressdes para os termos 6 (77), 6,(&) e 6, séo dadas na Tabela 3.1 para as opgdes de

venda e compra das condi¢es americana e europeia, respectivamente:
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Tabela 3.1 - CondicGes inicial e de contornos para as opgdes de venda e compra
americana e europeia apés adimensionalizacao.

Americana Europeia

6 (1) O(s) 0w 0 (1 O(s) O

)
Venda [( — ) 0} 1 0 [( ,B J e Cé 0
e wai(pn10] © A we((pm-no] ©

3.2 - PROBLEMA PARTICULAR

Para a aplicacdo da GITT foi necessario inicialmente homogeneizar as condi¢bes

de contornos dadas pelas Eqgs. (3.5 e 3.6). Para tanto foi aplicado o seguinte filtro:

Sendo t9p a solucdo particular que possui a variavel £ como parametro, como sera

visto adiante e 6}, a solucdo homogénea.

A aplicacdo da Eqg. (3.7) no modelo composto pelas Egs. (3.3-3.6) fornece como

modelo para o problema particular:

,d6? ao,
an d—+Cnd——C0 =0; e<n<1

(3.8)
6p(e) = 0o(§) ; =« 39)

6 =6 ;M=

Logo, pode-se obter a seguinte solugdo:
6,=Cm7 +C

14 1M 2N (3.11)

Emque y =C/a e c1 e c2 sdo constantes.

Substituindo nas condi¢bes de contornos, pode-se encontrar as Seguintes

expressdes para as constantes de ¢ € C2:
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_ gy(ggoo - 90)

C1

ey —1 (3.12)
_ (800 - 900)
ety —1 (3.13)

Sabendo-se que as expressdes para 6, e 6, sdo dadas na Tabela 3.1 para cada
situacdo proposta.
Como C1 e C; podem depender da variavel £ pode-se encontrar a expressao para

a derivada de 6, emrelacdo a ¢&':

de . .
d_fp=0177y+czn (3.14)
14

Em que:

_EV(e0' — 0'p)

!

1T T (3.15)
/] — (89,00 - 9,0)
fT e -1 (3.16)

3.3 - PROBLEMA HOMOGENEO

A aplicacdo da Eqg. (3.7) no modelo composto pelas Egs. (3.3-3.6) fornece como

modelo para a solu¢cdo homogénea:

AL 2626H+C 961 co 46 . <n<1;0<e<1

as (3.17)

0y(n,0)=0,—60p em =0 (3.18)
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O0y(e,&) =0 emn=c¢

(3.19)
05(1,6) =0 emn=1 (3.20)
Reescrevendo as Egs. (3.17-3.20):
——— ==tV — YO e<n<1;0<e<1
a 0¢ an an a (3.21)
Sendo:
do
g€ = —d—;
(3.22)

34 - APLICACAO DA TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL
GENERALIZADA (GITT)

3.4.1 - Determinacao do problema auxiliar

Devido as caracteristicas homogéneas das condi¢des de contorno, o problema

auxiliar para o potencial 6, foi descrito pelas Egs. (3.22-3.24).

a*y;,

F+uiqji=0;6<n<1

n (3.23)
Y;=0 em n=¢ (3.24)
Y;=0em n=1 (3.25)

O qual foi resolvido analiticamente para fornecer as autofunc@es, autovalores e

norma, respectivamente:
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_ 2(1 —o)y; sin[2(e — Dy;]
4p; cos?(epy) 4y cos?(ep;) (3.28)

i

Em que y;, 44 e N;, séo respetivamente a autofuncéo, autovalores e a integral

de normalizacdo do problema (2.22-24), a qual satisfaz a seguinte propriedade da

ortogonalidade:

1 . .
— 0, sei+#
| wapan= {1 i
£ )

sei=]j
(3.29)

Sendo ; aautofuncdo normalizada dada por:

I’F _ l/)I
=L
vl (3.30)

3.4.2 - Determinacao do par transformada-inversa

O problema (3.23-25) permite a definicdo do seguinte par transformada-inversa

para 0 potencial Gy :

1
OH() = | Ty €
€ Transformada (3.31)

04 () = ) Br(NB(©)
i=0 Inversa (3.32)

3.4.3 - Transformacéao integral da EDP

O processo de transformacdo integral da equacdo diferencial parcial, que
representa o problema, se inicia com a aplicagdo do respectivo operador integral na
equacdo diferencial, com o auxilio das condi¢es de contorno originais e com 0 uso da

propriedade da ortogonalidade e da formula de inversdo, resultando na equacgdo

diferencial ordindria para o potencial transformado G; .

Multiplicando a Eg. (3.17) por ¥; (77) e integrando no dominion =g até n=1:
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] 106y 020y 00y g)
fl/)l(n){— =N’ ——5 +VN———y0y +——dn
a 0¢ an an a (3.33)

Resultando na seguinte equacdo diferencial ordinaria e infinita, com a sua

1d6y; N = i
P Z(_sz'Alij +YAzij — ¥6i;)0p; + — 1§20
J=1 (3.34)
Gui= | B0 = 6p)dn =i >0
J=1 (3.35)

Em que os termos ndo-transformaveis resultam em somatorios infinitos, cujos

coeficientes sdo definidos por:

1
Alij :f 7121/’11/11
. (3.36)

1
Aoyy = | 1B dn
€ (3.37)
O termo 5ij é dado pela integral a seguir, que satisfaz a propriedade da

ortogonalidade (Equacéo (3.28)):

1
5ij =J nﬁ@}dn
€ (3.38)

O termo ; (5) é calculado pela seguinte equacéo:

1
Jig) = f Y,(mgmdn = —c'191; — ¢'2g,;
e (3.39)

Sendo:
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1 —~
G1i = f n~ Yy, (mdn
£ (3.40)

1 o~
G2i = f np,(m)dn
€ (3.41)
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CAPITULO 4
RESULTADOS E DISCUSSAO
4.1 - ANALISES E COMPARACAO DOS RESULTADOS OBTIDOS

O modelo resultante da transformacéo integral, tratado no capitulo anterior, foi
resolvido para efeito de analise e comparacdo com dados da literatura, os resultados
numericos obtidos, foram utilizados com uma convergéncia de no minimo quatro casas
decimais. O tempo de CPU necessario para um ciclo de rodada tipica demandou de 10
segundos a 5 horas quando utilizado um alto valor para convergéncia da malha.
Comparou-se a precisdo das dos resultados obtidos com as subrotinas de integracédo
numérica, contidas no IMSL (DIVPAG) e no Mathematica (NDSolve).

O célculo dos coeficientes € um dos principais fatores que pode tornar o custo
computacional elevado. A avaliacdo direta dos coeficientes de forma numérica tem a
desvantagem o fato de que estes apenas podem ser calculados internamente ao processo
de solugdo do sistema diferencial ordinario. Para solucionar isto poderia se utilizar uma
abordagem analitica empregada em SILVA (2003) e MIYAGAWA (2014). Esta
abordagem utiliza computacdo simbolica por meio do software Mathematica
(WOLFRAM, 2005).

O coeficiente integral fi juntamente com os coeficientes formados pelas Egs.

(3.40-3.41) foram calculados numericamente usando a rotina DQDAG da biblioteca
IMSL do FORTRAN. J& os coeficientes formados pelas Egs. (3.36-3.37) foram
resolvidos analiticamente com o auxilio do software Mathematica (Wolfram, 2005) e a
solucéo resultante foi incorporada ao algoritmo utilizado.

O modelo formado pelas Egs. (3.34-3.35) foi resolvido numericamente pela rotina
DIVPAG da biblioteca IMSL do FORTRAN. Na rotina DIVPAG (rotina apropriada para
a solucdo de problemas de valor inicial) utilizou-se 0 método de Gear, para sistemas

rigidos, com um erro prescrito de 107
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4.1.1 - Andlise de convergéncia

Inicialmente, foi realizada uma andlise de convergéncia de malha na solucao do
problema (3.34-35). Nas Tabelas 4.1 a 4.3 séo apresentados os resultados de convergéncia
de malha para o valor da opgéo (V) para compra americana em trés instantes de tempo.
Com a finalidade de verificar o numero de termos minimo necessario para a convergéncia
do programa, utilizou-se a volatilidade de 5%, 20% e 70%, fixando-se S.. em 80, a taxa
de juros livre de risco r em 0,1 e com o incremento de 50 no niumero de termos e obteve-

se 0s seguintes valores nas tabelas a seguir.

Tabela 4.1 - Convergéncia para o valor da opcéo (V). Condicbes: o =5%, r=0,1, K=40,
T=1e S,.=80.

N V(S=50,t=0,001) V (S=50,t=0,01) V (S=50,t=1)

50 13,8090 13,7699 9,9685
100 13,8160 13,7749 9,9781
150 13,8170 13,7756 9,9890
200 13,8127 13,7754 9,9980
250 13,8123 13,7256 9,9981
300 13,8083 13,7756 9,9981
350 13,8083 13,7756 10,0196
400 13,8083 13,7756 10,0061
450 13,8083 13,7756 10,0061
500 13,8083 13,7756 10,0061

Tabela 4.2 - Convergéncia para o valor da op¢éo (V). Condigdes: o =20%, r=0,1, K=40,
T=1e S,.=80.

N V(S=50,t=0,001) V(S=50,t=001)  V (S=50,t=1)

50 11,9929 11,8577 8,8935
100 12,9823 11,9589 9,8934
150 13,5983 12,9997 9,9934
200 13,9824 13,8349 9,9934
250 13,9923 13,9577 9,9934
300 13,9923 13,9577 9,9934
350 13,9923 13,9577 9,9934
400 13,9923 13,9577 9,9934
450 13,9923 13,9577 9,9934
500 13,9923 13,9577 9,9934
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Tabela 4.3 - Convergéncia para o valor da opcdo (V). Condigdes: o =70%, r=0,1, K=40,
T=1e S,=80.

N  V(S=50,t=0,001) V (S=50,t=0,01)  V (S=50,t=1)

50 12,9231 12,9177 9,0039
100 12,9923 12,9278 9,9934
150 13,9924 13,5577 9,9995
200 13,9923 13,7577 10,0029
250 13,9923 13,9567 10,0030
300 13,9923 13,9577 10,0034
350 13,9923 13,9577 10,0034
400 13,9923 13,9577 10,0034
450 13,9923 13,9577 10,0034
500 13,9923 13,9577 10,0034

Os resultados mostraram que o nimero de termos necessarios para truncamento
da série usando GITT foi de aproximadamente N =400. Este resultado mostra uma
caracteristica vantajosa da GITT quando comparado com diferencas finitas, pois o
namero reduzido de termos da série de expansao pode promover a reducdo no tempo de
calculo e também custos de processamento computacional.

Por meio da analise dos valores obtidos nas Tabelas 4.1 a 4.3, escolheu-se o valor
do pardmetro N igual a 500 para solucionar os demais casos que foram estudados,
apresentando uma convergéncia de até 4 casas decimais. Como descrito anteriormente, a
GITT apresentou vantagens com relacdo a alta taxa de convergéncia sem precisar de um
namero elevado de termos na série de expansdo. Além disso, o desenvolvimento
matematico da GITT mostrou a possibilidade da solu¢cdo numérico-analitica a partir do
problema auxiliar proposto. A solucdo final obtida pela GITT através desta abordagem
sera discutida a seguir, no que diz respeito a verificacdo da técnica ao se comparar com

resultados da literatura.
4.1.2 - Verificacdo do cédigo computacional

A fim de se verificar o codigo computacional desenvolvido para a solucao via
GITT, asolucédo foi comparada com os resultados obtidos usando-se o comando NDSolve

do software Mathematica, que resolve o problema através do Método das Linhas (MOL).

A Figura 4.1 apresenta o caso de verificacdo para o valor da opcdo (V) em funcdo do
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valor do ativo (S) para compra americana, com volatilidade de 20%, fixando-se S.. em
80, a taxa de juros livre de riscorem 0,1 e t =0.

45 v T v v T

40 b OQO Solugio: Mathematica
= Presente Trabalho: GITT

Valor do derivativo - V
i k. [} [\*) » w
[—] i {—} h (— 9]
1 | ) 1 | ] ] |}

wn
|

=2
)
()

-5 [] 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Preco da acdo - S

Figura 4.1 - Comparagéo da solugdo em t =0 para o valor da opgdo (V) pela GITT com a
solucéo obtida no Mathematica. Condi¢bes: o =20%, r=0,1, K=40, T=1 e S, =80.

De acordo com a andlise da Figura 4.1, a técnica de resolucdo hibrida GITT e o
MOL apresentaram solucdo matematica em excelente concordancia ao problema
abordado. Além de possuirem a mesma tendéncia, os resultados apresentaram solucdes
proximas uma da outra, ou seja, as solu¢gdes numéricas obtidas pela GITT e pelo
Mathematica (MOL) apresentaram alta taxa de convergéncia. A taxa de convergéncia esta
diretamente relacionada ao numero de iteragdes necessarias para obter a solugédo dentro
da tolerancia preescrita. Com o cddigo computacional verificado, dados disponiveis na

literatura foram utilizados para a comparacao dos resultados de compra e venda.

4.1.3 - Efeito da variacéo da volatilidade e comparacéo com a literatura

Nas Figuras 4.2 a 4.4 tem-se os resultados obtidos pela GITT e comparados com
a solucdo obtida por LESMANA e WANG (2013), utilizando os valores de volatilidade
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de 5%, 20% e 70%, respectivamente. Esses resultados representam o valor da opcéo de

compra (V) em funcdo do valor do ativo (S) para a opgao europeia (ou americana).

45

40 Volatilidade = 5%
OOO LESMANA ¢ WANG (2013)
35| Presente Trabalho .

et [ N (9]
7] (=] 7] =}

Valor do derivative - V
s

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Preco da acdo - S

Figura 4.2 - Solugdo em t =0 para o valor da opgéo de compra europeia (V). Condigdes:
o =5%, r=0,1, K=40, T=1 e S..=80.

45 v v v v

Volatilidade = 20%
AAA LESMANA ¢ WANG (2013)
Presente Trabalho

£
—3
1

W W
> )]

[3od
n

Valor do derivativo - V
R~

—
—]

-5 [ 1 [l [ [ [l [l
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Preco da acdo - S

Figura 4.3 - Solugéo em t=0 para o valor da opcéo de compra europeia (V). Condicoes:
0=20%,r=0,1,K=40,T=1eS. =80.
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n
(=]

-
N

- Volatilidade = 70%
FOIOK LESMANA e WANG (2013)
Presente Trabalho

-
<
)

OOO Solu¢io: Mathematica

[ @» W
wn < Ul

Valor do derivativo - V
o
>

-5 1 1 1 [ 1 [ 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Prec¢o da a¢do - S

Figura 4.4 - Solucdo em t=0 para o valor da opcéo de compra europeia (V). Condi¢oes:
6=70%,r=0,1, K=40,T=1e S, =80.

De acordo com as Figuras 4.2 a 4.4, nota-se que 0s resultados obtidos no presente
trabalho estdo em boa concordancia com os resultados obtidos por LESMANA e WANG
(2013) conforme também verificado na analise de erros a seguir. Apenas para a
volatilidade de 70% que houve uma diferenca mais acentuada nos resultados, porém néo
tdo significativa, por conta disso este caso também foi resolvido através do software
Mathematica, onde foi constatado uma excelente concordancia com os resultados obtidos
pela GITT. Em ambos os trabalhos foi feito um rigoroso teste de convergéncia,
descartando os erros associados a este tipo de analise. Ao verificar as curvas, observa-se
que o valor da op¢do aumenta com o aumento do valor do ativo, além disso, é possivel
perceber que quanto maior o valor da volatilidade, aumenta o valor da opgéo de compra.
Conforme também observado por LESMANA e WANG (2013), isso ocorre na préatica
porque o proprietario de uma op¢do de compra tem uma chance maior de se beneficiar
dos aumentos de precos devido a maior volatilidade, mas tem um risco de queda limitado
no caso de uma queda de preco. Esta variacdo do valor da op¢do de compra com a
volatilidade pode ser melhor observado na Figura 4.5.
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45 |- Presente Trabalho
Volatilidade = 5%
40 I Volatilidade = 20% -

Volatilidade = 70%

Valor do derivativo - V

-5 [ L [ 1 1 1 [
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Preco da agdo - S

Figura 4.5 - Solugdo em t=0 para o valor da opcéo de compra europeia (V). Condi¢oes:
r=01,K=40,T=1eS. =80.
Nas Figuras 4.6 a 4.8 tem-se 0s resultados obtidos pela GITT e comparados com
a solucdo obtida por LESMANA e WANG (2013), utilizando os valores de volatilidade
de 5%, 20% e 70%, respectivamente. Esses resultados representam o valor da opcéo de

venda (V) em func¢éo do valor do ativo (S) para a condicdo europeia.

Volatilidade = 5%
35 OOO LESMANA e WANG (2013)
= Presente Trabalho

[ 3
h
]

Valor do derivativo - V

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Preco da acdo - S

Figura 4.6 - Solucdo em t =0 para o valor da opg¢éo de venda europeia (V). Condigoes:
o =5%, r=0,1, K=40, T=1 e S..=80.
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40 v v v v v

A Volatilidade = 20%
35 AAA LESMANA e WANG (2013)

= Presente Trabalho

15

Valor do derivativo - V
=
L

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Preco da aciio - S

Figura 4.7 - Solucdo em t =0 para o valor da opc¢do de venda europeia (V). Condi¢oes:
o =20%, r=0,1, K=40, T=1 e S, =80.

40 v v y

o Volatilidade = 70%
35| FHOIOK LESMANA ¢ WANG (2013)
3 Presente Trabalho
30 b OQOO Solugiio: Mathematica

15 |-

Valor do derivativo - V

& 1 1 1 1 [ ] 1 [ ]
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Preco da ac¢io - S

Figura 4.8 - Solucdo em t =0 para o valor da opg¢éo de venda europeia (V). Condi¢oes:
o =70%, r=0,1, K=40, T=1 e S, =80.

De acordo com as Figuras 4.6 a 4.8 nota-se novamente que os resultados obtidos
no presente trabalho estdo em boa concordéncia com os resultados obtidos por
LESMANA e WANG (2013). Apenas para a volatilidade de 70% que houve uma pequena
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diferenca nos resultados, o que também pode ser melhor constatado na anélise de erros a
seguir, por conta disso este caso também foi resolvido através do software Mathematica,

onde foi constatado uma excelente concordancia com os resultados obtidos pela GITT.

Apesar do termo funcional na condicgéo e_Cé, 0 problema auxiliar utilizado consegue
obter de maneira satisfatoria a solucéo. Ao verificar as curvas, observa-se que o valor da
opcao diminui com o aumento do valor do ativo, é possivel perceber que quanto maior o
valor da volatilidade, aumenta o valor da opcéo de venda. Conforme também observado
por LESMANA e WANG (2013) quanto maior a volatilidade, mais cara é a opgédo de
venda. Esta variagdo do valor da op¢do com a volatilidade pode ser melhor observado na

Figura 4.9.

40 T T T T v

Presente Trabalho
= Volatilidade = 5%
Volatilidade = 20%
Volatilidade = 70%

w
N

[
<
)

[ [ [
(%] < Wi
] ] |

Valor do derivativo - V
=
|

5 [ 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Preco da acdo - S

Figura 4.9 - Solugdo em t=0 para o valor da opc¢éo de venda europeia (V). Condicdes:
r=0,1, K=40, T=1e S, =80.

4.1.4 - Andlise de erros

Para aferir a concordancia dos resultados foi realizada uma analise de erros com
base no erro absoluto entre os resultado obtidos por LESMANA e WANG (2013) e os
obtidos no presente trabalho. Como nédo ha na referéncia utilizada, valores tabelados para
uma comparagcdo ponto a ponto, foram escohidos os valores de S de 0 a 80 com
incremento de 5, tanto para a op¢do de compra, quanto para a op¢do de venda, para a
analise de erros. Nas Figuras 4.10 a 4.12 tem-se os resultados da andlise dos erros
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absolutos, para os valores de volatilidade de 5%, 20% e 70%, respectivamente. Esses
resultados representam os erros do valor da opg¢do de compra (V) em funcdo do valor do

ativo (S) para a op¢éo europeia (ou americana).

0,5 v y v g y

Volatilidade = 5%
0.4 |

03} -
02} F +
0.1} + +

o+ + + + +

Erros

0.1} &l

_0,5 'l L 'l 1 'l 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Preco da acao - S

Figura 4.10 - Anélise de erros para o valor da op¢do de compra europeia (V).
Condicgoes: o =5%, r=0,1, K=40, T=1 e S, =80.

09 F Volatilidade =20% +
0.8 |
0,7 | -
0,6 |
05| +

04 | -
03

Erros
+

02} - +
0.1} + +

01
0.2 =
03}
04 b

0.5 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Preco da agao - S

Figura 4.11 - Anélise de erros para o valor da op¢do de compra europeia (V).
Condicdes: o =20%, r=0,1, K=40, T=1 e S., =80.
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15 v v v v g

* & Volatilidade = 70%

_2,5 Il 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Preco da a¢ao - S

Figura 4.12 - Analise de erros para o valor da op¢do de compra europeia (V).
Condigbes: o =70%, r=0,1, K=40, T=1 e S =80.

Com as Figuras 4.10 a 4.12 nota-se que o0s resultados corroboram com o
visualizado graficamente nas Figuras 4.2 a 4.4, que verifica-se melhor concordancia para
o valor da volatilidade de 5%, com erros menores e maiores erros para a volatilidade de
70%. Na técnica da GITT, outros filtros podem ser utilizados e testados para se avaliar se
este mesmo comportamento pode ser observado.

Nas Figuras 4.13 a 4.15 tem-se os resultados da analise de erros absolutos, para
os valores de volatilidade de 5%, 20% e 70%, respectivamente. Esses resultados
representam os erros do valor da opcao de venda (V) em funcédo do valor do ativo (S) para
a condicdo europeia. De acordo com as Figuras 4.13 a 4.15 nota-se novamente que 0s
resultados obtidos no presente trabalho estdo em boa concordéancia com os resultados
obtidos por LESMANA e WANG (2013) e a analise de erros é similar aos encontrado
nas Figuras 4.10 a 4.12.
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Figura 4.13 - Analise de erros para o valor da opcdo de venda europeia (V). Condic¢oes:
o =5%, r=0,1, K=40, T=1 e S.. =80.
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Figura 4.14 - Andlise de erros para o valor da op¢édo de venda europeia (V). Condicdes:
o =20%, r=0,1, K=40, T=1 e S, =80.
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Figura 4.15 - Analise de erros para o valor da opcdo de venda europeia (V). Condic¢oes:
o =70%, r=0,1, K=40, T=1 e S, =80.
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CAPITULO 5

CONCLUSOES E SUGESTOES

5.1 - CONCLUSOES

Nesta dissertacdo foi apresentado um meio de resolucéo do problema da valoracéo
de opc¢Oes padréo europeias e americanas, a aplicacdo do método da transformada integral
generalizada na solucdo da equacéo de Black-Scholes.

A revisdo bibliogréfica utilizada como base deste trabalho demonstra que ha uma
grande variedade de abordagens matematicas aplicaveis ao tema proposto, dando
embasamento tedrico para aplicacdo da GITT a EBS.

Os resultados obtidos no presente trabalho mostraram a aplicabilidade da GITT
como um instrumento o qual forneca resultados suficientemente aproximados em
problemas gerados pela equacdo de Black-Scholes reproduzindo resultados em boa
concordancia com os reproduzidos pela literatura.

As particularidades da condicdo inicial e de contornos da equacdo de Black-
Scholes impedem afirmar que menores termos na série a qual representa o valor da acdo
levardo, necessariamente, a menores erros relativos. Os resultados permitem concluir que
a transformada integral generalizada é satisfatoria para resolver e analisar a equacdo de
Black-Scholes sob condi¢fes de contorno dependentes do tempo e do valor do ativo
subjacente.

O filtro inserido mostrou-se eficiente em termos de taxa de convergéncia, haja
vista que ndo foi necessario um numero elevado de termos para se alcancar a

convergéncia requerida com 4 casas decimais.

5.2 - SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Como sugestdes para a continuagdo deste trabalho, pode-se citar:

— A selecdo de outros problemas auxiliares e verificar atraves da GITT a solucao
obtida;

— Utilizacdo da equacdo de Black-Scholes, juntamente com a GITT, aplicadas como

alternativa de investimentos para produtores locais.
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ANEXO |
FORMULA (LEMA) DE ITO

A formula de It6 é conhecida por regra da cadeia em calculo estocéstico, sendo
V =V(S,t),emque V é diferencidvel em ambas varidveis, logo uma pequena variacao
em S fard com que dS também varie, podendo entdo aplicar-se a expansdo em série de
Taylor:

dv(s,t) = v ds + 1d2Vd52 + LS ds3 +
" ds 2ds? 6dS3 (1.1)

Sendo dS da equacédo diferencial estocéstica:
ds
— = odX + udt
§ (1.2)

Na forma quadrética:

2 _— 2
dS® = (SodX + Sudt) (1.3a)

Ou

dS? = (SodX)? + 25%oudtdX + (Sudt)? (1.3b)

Em que se verifica que o primeiro termo da Eq. 1.3b (SodX)? fica maior quanto
menor for dt em funcdo do comportamento assintético da equacdo (WILMOTT 1995),

logo:

2 — ¢2,;29y2
dSc = S%0°dX (1.4)

Embora o movimento Browniano tenha uma trajetoria ilimitada, pode-se utilizar

a igualdade a seguir para demonstrar-se o lema de It6:
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dX? = dt

(1.5)
Substituindo (1.5) em (1.4):
2 _ C2,.2
dSc = S%o°dt (1.6)
Reorganizando a série (I.1) obtém-se:
dv(s,t) = SdVdX+ ! 252d2V+ SdV dt
RRAPTS 297 asz T gs 07

Esta é a aplicacdo do lema de Itd aplicado em (1.2) com variavel aleatéria S, o qual
pode ser aplicado para qualquer variavel aleatéria que pode ser modelada por uma
equacdo diferencial estocéstica.
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