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RESUMO

Um bom condicionamento da matriz sensibilidade pode ser inconveniente para a
estimacdo das densidades de uma camada? Constatamos um exemplo dessa
inconveniéncia causado numericamente na inversdo gravimeétrica quando as dimensdes
horizontais das fontes elementares que compdem o modelo interpretativo sdo muito
pequenas. Surpreendentemente neste caso a inversao gravimétrica para a obtencdo da
camada equivalente ndo é efetiva, e ndo ajusta os dados. Verificamos que neste caso 0
bom condicionamento da matriz sensibilidade ocorre simultaneamente com baixos
valores singulares desta matriz. Esta caracteristica da matriz sensibilidade acarreta em
severa perda da resolucéo e leva a estimativas tendenciosas e muito suaves. Ocorre que
parte da resolucdo que seria matematicamente possivel de ser obtida é perdida devido a
este fendbmeno numérico computacional de degradacdo da matriz sensibilidade.
Apresentamos um procedimento de restituicdo desta resolugdo para 0 mapeamento da
distribuicdo de densidade de uma camada, que possibilita novas perspectivas em
aplicacdes de gravimetria, inclusive para estudos ambientais. Contornamos o problema
numérico com uma abordagem semi-heuristica que estende as dimensdes horizontais
das fontes elementares, e posteriormente, corrige as estimativas. Obtivemos com este
novo procedimento em testes sintéticos a distribuicdo do contraste de densidade que
delineia contatos laterais entre regides de diferentes contrastes de densidades, que s
seriam possiveis de se recuperar com fontes elementares de dimensfes maiores.

Aplicamos esta metodologia ao conjunto de dados do aterro Thomas Farm Landfill Site.

Palavras-chave: Geofisica, inversdo, gravidade.



ABSTRACT

A well-conditioned sensitivity matrix can be inconvenient for estimating densities of a
layer? We found an example of this inconvenience numerically caused in the
gravimetric inversion when the horizontal dimensions of the elementary sources that
make up the interpretive model are very small. Amazingly in this case a gravity
inversion to obtain the equivalent layer is not effective and does not fit the data. We
found that in this case the well-conditioning of the sensitivity matrix occurs
simultaneously with low singular values. This feature of the sensitivity matrix leads to
severe loss of resolution and leads to biased estimates and very smooth. It happens that
part of the resolution would be mathematically possible to be obtained is lost due to this
phenomenon numerical computational degradation of the sensitivity matrix . We present
a procedure for repayment of the resolution for mapping the density distribution of a
layer, which enables new perspectives on gravimetric applications, including
environmental studies. We skirted the numerical problem with a semi-heuristic
approach which extends the horizontal dimensions of the elementary sources and
subsequently corrects the estimates. We obtained with this new procedure in synthetic
tests the distribution of the density contrast outlining lateral contacts between regions of
different density contrasts, which would only be possible to recover elemental sources
larger. We apply this methodology to the dataset of the Thomas Farm landfill site
landfill.

Keywords: Geophysics, inversion, gravity.
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1 INTRODUCAO

A inversdo gravimétrica linear pode ser aplicada com o objetivo de estimar a
distribuicdo de densidade em subsuperficie, o relevo do embasamento de bacias
sedimentares ou a forma de corpos intrusivos. Em todos estes casos, as estimativas séo
obtidas via inversdo a partir dos dados gravimetricos e informacdes adicionais
conhecidas a priori. Particularmente, a estimacdo da distribuicdo do contraste de
densidade de uma camada € um problema reconhecidamente efetivo, tanto que a
estimativa de uma camada equivalente é largamente utilizada para a representacdo do
campo e para a obtencdo do campo transformado no dominio do espaco (MENDONCA,
1985; LEAO, 1989). No entanto, um problema numérico é introduzido nesta estimacéo
se as dimens0es horizontais das fontes elementares que compdem a camada discretizada
sdo muito pequenas. Neste caso a inversdo gravimétrica resulta em estimativa suavizada
e com valores distantes do verdadeiro, a ponto de ndo ajustar os dados. Para analise
deste problema verificamos o condicionamento da matriz sensibilidade e constatamos
que neste caso em que as fontes elementares tém dimensdes horizontais pequenas ha
bom condicionamento, causado pelo maior valor dos elementos da diagonal desta
matriz em relacdo aos demais elementos. Constatamos também que, no entanto, este
bom condicionamento da matriz sensibilidade é inoportuno uma vez que por outro lado
¢ acompanhado de valores singulares muito pequenos. Estes valores singulares
pequenos na matriz sensibilidade também sdo numericamente causados por que as
dimensGes horizontais das fontes elementares séo pequenas. Como abordado por Bott
(1972), se os valores singulares da matriz sensibilidade sdo pequenos (ANDERSEN,
1969) consequentemente as estimativas sdo tendenciosas e muito suaves. Portanto o
bom condicionamento da matriz sensibilidade acompanhado de simultaneos valores
singulares pequenos desavisadamente acarreta em estimagdo equivocada, suavizada e
tendenciosa. Verificamos também que esta condicdo da matriz sensibilidade leva a uma
severa perda de resolucgdo, e que a introdugdo de regularizagdo nédo é suficiente para a

efetiva estimacao da distribuicdo dos contrastes de densidade.

Quanto a resolucéo, diferentes autores tratam de diferentes aspectos. Backus e
Gilbert (1968; 1970), estudando a unicidade de problemas inversos mostraram o
importante compromisso entre resolucdo e estabilidade da solucdo (GREEN, 1975).
Mesmo fazendo uso do método de regularizagdo (TIKHONOV ; ARSENIN, 1977) para

a obtencdo de solucdes Unicas e estaveis em problemas gravimétricos inversos, a falta
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de resolucdo pode ser inevitavel. Segundo Silva et al. (2010) é preciso distinguir entre
"resolucdo verdadeira” e "resolugdo demandada”. A primeira é a menor distancia entre
duas fontes geoldgica, ou pontos na distribuicdo da propriedade fisica, na qual estas
fontes podem ser distinguidas pelos dados geofisicos, enquanto que resolugédo
demandada ¢ a resolucédo que o geofisico espera obter dos dados. Note que a informacéo
a priori introduzida pelo funcional regularizador (regularizacdo de TIKHONOV) bem
como o peso atribuido numericamente a regularizacdo (valor atribuido ao pardmetro de
regularizacdo de TIKHONOV) ndo sdo capazes de simultaneamente aumentar a
resolucdo verdadeira e manter a estabilidade. Presumindo-se uma determinada funcao
regularizadora e um determinado peso para esta funcdo podemos obter uma solucéo
Unica e estavel. Porém, um peso pequeno atribuido a funcdo regularizadora aumenta a
resolucdo demandada, mas também aumenta substancialmente a instabilidade da
solucdo estimada. Por outro lado, um peso grande atribuido a funcéo regularizadora
estabiliza a solugdo, mas reduz a resolucdo demandada. A instabilidade aparece quando
a resolucdo demandada torna-se maior que a resolucdo verdadeira o que pode ser
interpretado como uma tentativa de se extrair mais informac6es dos dados do que é
fisicamente possivel. Portanto a sintonia de um valor para o parametro de regularizacéo
pode levar na melhor das hipo6teses apenas a méaxima resolucao fisicamente possivel de
ser extraida, que pode ou ndo ser suficiente para atender a demanda do geofisico.

Ocorre portanto que parte da resolucdo que € fisicamente possivel de ser
recuperada é perdida devido ao fenbmeno numérico computacional que degrada a
matriz sensibilidade. Reestabelecemos os valores de resolucdo possiveis de serem
recuperados contornamos 0 problema numérico da matriz sensibilidade com uma
abordagem semi-heuristica que consiste de duas etapas. Primeiro, estendemos as
dimens@es horizontais do modelo interpretativo utilizado na inversdo gravimétrica para
estimar provisoriamente o0s parametros, assim ndo h& degradacdo da matriz
sensibilidade. Estendemos também a malha das estacbes gravimeétricas. Como o
volume das fontes do modelo interpretativo foram exageradas, as densidades sdo
subestimadas. Em seguida, corrigimos estes valores subestimados utilizando o desajuste

com a anomalia gravimétrica observada.

Esta metodologia foi aplicada a dados sintéticos e reais para estimar a distribuicéo
do contraste de densidade de um aterro de detritos com topografia de topo e de base

conhecidas. Em testes controlados, simulamos um aterro com topo plano e detritos
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depositados lateralmente em trés regides distintas, cada uma com diferentes contrastes de
densidade. Estes detritos simulados estdo depositados sobre um embasamento com relevo
complexo e segmentado com quatro baixos intercalados por trés altos. Mesmo nessa
configuracdo complexa, a estimativa obtida recupera muito bem as trés regides com
diferentes contrastes de densidade.

Aplicamos também a inversdo proposta ao conjunto de dados do aterro sanitario
Thomas Farm Landfill Site, Indiana, USA. Essa area foi utilizada como aterro sanitério
durante 30 anos, primeiro para o despejo de lixo urbano e depois para despejo de detritos de
construcdo civil. As topografias do topo e da base deste aterro sdo conhecidas. A
distribuigdo horizontal do contraste de densidade estimada com a metodologia de inversédo
proposta delineou regides de diferentes valores.

Com o conhecimento do volume e forma dos aterros e da distribuicdo de densidade
conhecida e estimada, produzimos mapas da distribuicdo de massa para 0s aterros sintético
e real, respectivamente. Este mapeamento da distribuicdo de massa pode auxiliar na
identificacdo de potenciais areas do aterro onde podem ocorrer fraturas no embasamento

possibilitando a injecdo do chorume na subsuperficie ainda ndo contaminada.
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2 METODOLOGIAS

2.1 Problema direto

Seja um pacote de aterro sanitario constituido de uma distribuicdo de densidade
horizontalmente heterogénea que esta depositado sobre um embasamento de densidade
homogénea. Discretizamos este aterro em uma malha mx X my de M prismas
elementares 3D, verticais e justapostos nas dire¢es horizontais x e y em um sistema
destral de coordenadas em que z é positivo para baixo. O topo dos prismas coincide
com a superficie do aterro e todos os prismas tém dimensdes horizontais iguais a dx e
dy ao longo das diregdes x e y, respectivamente. Presumimos que o0 contraste de
densidade (Ap;), entre um prisma e o embasamento, € constante dentro de cada um dos
M primas, mas pode mudar de um prisma para o outro a fim de permitir variagdo na
distribuicdo horizontal de densidade do aterro. As espessuras (t;) dos M prismas sdo
conhecidas e representam as profundidades do embasamento do aterro em M pontos.

A componente vertical do sinal gravimétrico no i-ésimo ponto de observacdo
(gi), nas coordenadas x;, y; € z;, esté relacionada ao contraste de densidade do j-ésimo

prisma (Ap;) através da relagdo linear

9i = Zjv:lfi(Apj, tj,dx,dy,x;,y;),j=1,..,M (1)

A funcdo linear f;(Apj, t;, dx,dy,x;,y;) = fi(x;,y:z;) calculada no i-ésimo
ponto de observacdo para o j-ésimo prisma com centro localizado nas coordenadas
horizontais x; e y;, com espessura t;, € escrita como:

tj yp xp

(zi — z';) dx';dy';dz';
filxi, yi,2;) = VAij f f - 5, (2)
0 Ya *Xa [(xi — X'+ iy )P+ (- ij)z]

sendo y a constante gravitacional de Newton, x’;, y’j e z'; as coordenadas do centro de
um prisma de volume infinitesimal (dv'; = dx’;dy’;dz’;) dentro do j-ésimo prisma e 0s
limites de integracdo tomados como: x, = x; —dx/2, xp = x; +dx/2, y, =y; —
dy/2, y, =y; +dy/2. A solugdo algoritmica para a integral da equacdo 2 segundo
PLOUFF (1976) é
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2 2 2
Xk
fixi,yi,2) = YAp;j Z Z Z Uikim [zmarctan
ZmRklm

k=1 1=1 m=1
—log[(Ryim + y1)™*(Rym + xz)yk]]

3
sendo, Ry, = \/xkz + Y2 + zZp? tham = CDFEDIED x4 = (g — x;) —dx/2,

Xp = (g —x) +dx/2, y1=0i—y)—dy/2, y,=i—y)tdy/2, z,=0 e
z, = tj, para z; = 0.

O termo g; (equacdo 1) define o i-ésimo elemento do vetor g = (g4, ..., gu)7,
contendo a anomalia tedrica computada através do modelo interpretativo definido de
modo Unico pelo vetor de parametros p = (Apy, ..., Apy)T, € 0 sobrescrito T representa
transposicao.

Por simplicidade, presumimos que os dados gravimétricos observados sao
interpolados em uma malha regular mx X my com espacamentos dx e dy ao longo das
direces x e y, respectivamente, e que a posi¢do horizontal do centro de cada prisma

coincide com um ponto de observacdo (Figura 1).

Figura 1- Modelo interpretativo sem extenséo — Parte inferior — Pacote de detritos discretizado
por uma malha m,xm, de M prismas 3D, de dimensdes horizontais dx e dy, justapostos ao
longo das direcdes X ey, respectivamente; Parte superior — Malha regularmente espagada com
as posicOes das observacoes; Detalhe a direta — Contribui¢do gravimétrica do j-ésimo prisma
na observagdo g; posicionada sobre o centro do j-ésimo prisma.

.,;.

A ST °/'\ 9:i(X0, yi Z;)
N e -\ =

embasamento
pacote com detritos

Fonte: Modificado de Martins (2010).
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2.2 Problema inverso

Seja g° = (9°,, ...,g"M)Tum vetor M-dimensional contendo as observagoes da
componente vertical da anomalia gravimétrica produzidas pelo pacote de detritos do
aterro.

A inversdo gravimétrica consiste em estimar, a partir de g°, o vetor de
parametros p contendo a distribuicdo do contraste de densidade Ap; dos M prismas que
compde o modelo interpretativo.

Estes contrastes de densidade estdo relacionados aos dados gravimétricos atraves
da relacdo linear dada pela equacdo 1. O problema inverso linear de estimar a
distribuicdo do contraste de densidade a partir dos dados gravimétricos pode ser

formulado, segundo Medeiros e Silva (1996), como:

p=(A"A)""'A"g". (4)
Em que, A é a matriz sensibilidade, cujo ij-ésimo elemento é definido como:
dfi
A= {a--} =—
2 2 2
2,2, 2, |
=y Urim | Zmarctan R
k=11=1m=1 Fmieim

~ 10g] (Ream + Y™ Rim + x)7¥1

()

sendo f; definido pela equacéo 2.

Note que se os termos x € y, tenderem a zero, o resultado do logaritmo natural
tende a zero. Esta tendéncia a zero do logaritmo natural na equacéo 5 ocorre se dx e dy

tenderem a zero.

O problema inverso linear de estimar um vetor p (equacdo 4) é mal posto
apresentando solucdo sem estabilidade. Assim, para transformar esse problema mal
posto em outro bem posto usualmente um funcional regularizador é introduzido. No
entanto, os funcionais regularizadores inevitavelmente incorporaram algum tipo de
informacdo geoldgica a priori, que pode ser ou ndo factual. Como presumimos que a
distribuicdo horizontal do contraste de densidade é predominantemente suave,
localmente em uma mesma regido, incorporamos esta informacdo a priori através da

regularizacdo conhecida como suavidade (regularizador Tikhonov de primeira ordem,
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(TIKHONOV ; ARSENI, 1977). Esta técnica imp0&e que a estimativa de cada parametro
Apj (contraste de densidade do j-ésimo prisma) se aproxime da estimativa dos
parametros adjacentes. Segundo Medeiros e Silva (1996) o estimador regularizado com
o funcional de suavidade é dado por:

p=(A"A+uB"B)"'ATg°, (6)

em que u € um escalar ndo negativo denominado de parametro de regularizacdo, B é
uma matriz LxM representando o operador discreto de primeiras derivadas horizontais
(TWOMEY, 1963), e L é o numero total de pares de parametros adjacentes. A i-ésima
linha da matriz B contém somente dois elementos ndo nulos, 1 e —1, que estdo

associados ao i-ésimo par de parametros adjacentes.

2.3 Imprecisdo numérica: caracterizacao

Para o estimador regularizado (p) definido pela equacdo 6 a matriz pseudo

inversa H é definida por

H=(ATA+ uB"B)™'A". (7)

Considerando uma solugdo “exata” p, obtida a partir de dados ficticios livres de
ruido, a matriz resolucdo R mede a proximidade entre uma solucdo particular estimada
(p) e esta solucdo exata (MENKE, 1989)

P = Rp, (8)
sendo a matriz resolucéo (R), € definida por
R = HA. (9)

Note que a matriz resolucdo do estimador de minimos quadrados (equacéo 4) é a
matriz Identidade (R = (ATA)"'ATA=1). No entanto, alguns autores (e.g.
ANDERSSEN, 1969; BOTT; INGLES, 1972) observaram que se a matriz ATA for
pobremente condicionada isso ndo ocorre. Anderssen (1969), chama atencéo para o fato
de que isto dificulta a avaliagdo computacional precisa da inversa da matriz AT A. Bott e

Ingles (1972), chamam atencdo para o fato de que isto impde tendenciosidade a solucao.

Decompondo em valores singulares as matrizes A e ATA temos que A = USVT e

ATA = VS?VT". Fica claro que se os valores singulares da matriz A forem préximos de
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zero, os autovalores da matriz AT A sdo ainda mais préximo de zero, porque eles sdo o

quadrado dos valores singulares da matriz A.

Quando as dimensbes horizontais das fontes prismaticas (dx e dy) séo
suficientemente grandes o termo relacionado com a funcdo logaritmica natural da
equacdo 5 leva a valores singulares da matriz A grandes, por garantir uma soma aos
elementos da diagonal da matriz A4, e a matriz AT A se torna bem condicionada. Por outo
lado, se dx e dy tendem a zero a matriz AT A se torna mal condicionada e tera valores

singulares proximos a zero.

Adicionalmente, embora todos os elementos da matriz ATA sejam
numericamente proximos de zero se dx e dy tendem a zero, os elementos da diagonal
sd0 muito maiores que os elementos fora da diagonal, o que a torna diagonal dominante
e impde tendenciosidade e suavidade a solucdo, a exemplo do que impbe o

regularizador Ridge Regression (Regularizador de Tikhonov de ordem zero).

2.4 Imprecisdo numérica: solugédo

A fim de superar a dificuldade numérica computacional imposta a inversdo da
matriz AT A mal condicionada, propomos um procedimento de inversdo que modifica as
dimensdes do modelo interpretativo, estima os contrastes de densidade provisorios, € 0s
corrige em uma etapa final. Multiplicamos por um fator ¢ as dimensdes horizontais dos
prismas, dx e dy, que compdem o modelo interpretativo (Figura 1) e 0s espacamentos
horizontais entre as observacdes gravimétricas (g;) produzindo assim um novo modelo
interpretativo horizontalmente estendido (Figura 2). Aplicamos a inversao gravimétrica
regularizada (equacdo 6), ao vetor de observagdes gravimétricas (g°) com espagamento

estendido entre as observacGes, para estimar um vetor de parametros provisorio p
contendo as M estimativas provisorias de contraste de densidade (Ap;) deste novo
modelo interpretativo estendido. Com este procedimento os parametros Ap; sdo
subestimados pela inversdo como consequéncia do superdimensionamento do volume
do modelo interpretativo estendido. No entanto, este procedimento € efetivo para
localizar contatos, mapeando no pacote de aterro regifes lateralmente dispostas com

diferentes contrastes de densidade.
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Figura 2- Modelo Interpretativo estendido para o procedimento de inverséo.
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Fonte: Do autor

Afim de corrigir a magnitude da distribuicdo de densidade estimada (P)
calculamos a anomalia gravimétrica produzida com o modelo interpretativo de
dimensGes originais, mas com a distribuicdo de densidade subestimada p. Obtemos
assim uma anomalia gravimétrica calculada (g€) com forma aproximada a da anomalia
gravimétrica observada (g°), mas com menor amplitude. Calculamos um fator de
correcdo (a;) para cada i-ésimo contraste de densidade subestimado (p;) pela razédo

entre a i-ésima anomalia gravimétrica verdadeira (goi) e a i-ésima anomalia

gravimétrica calculada (gy):

(10)

Finalmente, para obtermos o i-ésimo elemento do vetor de parametros estimado
definitivo p';, multiplicamos o i-ésimo elemento do vetor de pardmetros estimado
provisorio p ; pelo i-ésimo fator de corre¢do « ; ,

~

pi=D0:i" «a; (11)

2.5 Distribuicéo de massa

Como consideramos constante a distribuigéo vertical de densidade, utilizamos os

dados das espessuras (t;) dos prismas e a distribuicdo horizontal do contraste de

densidade para avaliar a massa do j-ésimo prisma pelo produto densidade volume,
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]V[j = pj- Vj, (12)
sendo V; = dx.dy.t; o volume do j-ésimo prisma do modelo interpretativo, em m?3, e
p; a densidade do j-ésimo prisma, em kg/m? para que a massa seja expressa em kg, dada

por p; = Apj + p;*, sendo p;* a densidade do embasamento em kg/m3.
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3 RESULTADOS

3.1 Aplicacéo a dados sintéticos:
Apresentamos resultados numéricos dos métodos e procedimentos descritos no

Capitulo 2 aplicados a dados sintéticos.

Relevo simulado

Simulamos um aterro de lixo em que o pacote de detritos heterogéneo cobre um
embasamento homogéneo com arcabouco estrutural complexo caracterizado por quatro
baixos intercalados por trés altos. A Figura 3 mostra 0 mapa de contorno e a vista em
perspectiva do relevo verdadeiro do embasamento do aterro simulado. Este aterro
estende-se por 130 m e 160 m ao longo das diregdes x e y (norte-sul e leste-oeste)
respectivamente, sendo composto por 26 x 32 prismas com dimensdes horizontais dx
e dy de 5.0 m, todos com topo em z; = 0.0 m. A espessura de cada prisma (t;) € obtida
nas coordenadas horizontais x;, y; do centro do j-ésimo prisma, pela profundidade
verdadeira do embasamento nas mesmas coordenadas (Figura 3), e o0 contraste de
densidade entre 0 embasamento e cada um dos prismas (Ap;) que compdem o aterro

esta horizontalmente distribuido como mostra 0 mapa da Figura 4.
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Figura 3- Mapa de contorno (parte superior) e vista em perspectiva (parte inferior) do relevo
verdadeiro do aterro simulado.

Fonte: Do autor

Distribuicdo do contraste de densidade

Simulamos uma distribuicdo do contraste de densidade em trés regides distintas
(Figura 4). A regido | simulada com baixo contraste de densidade corresponde a
deposito de detritos de “construgédo civil” e as regides Il e Il correspondem a depdsitos
de detritos domésticos, com dois diferentes valores do contraste de densidade, sendo a

regido 111 a menos densa.
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Figura 4- Mapa da distribuicdo do contraste de densidade para o aterro simulado.
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Fonte: Do autor

Distribuicio de massa

Utilizando a equacdo 12 para o célculo da massa de cada prisma, o relevo da
base mostrado na Figura 3, o contraste de densidade da Figura 4 e o valor de 2800
kg/m3 para o embasamento simulado, calculamos 0 mapa de massa.

A Figura 5 mostra 0 mapa verdadeiro da distribuicdo de massa do modelo
simulado.
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Figura 5- Distribui¢do de massa verdadeira do modelo simulado.
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Fonte: Do autor

Anomalia gravimétrica sintética

A Figura 6 mostra a anomalia gravimétrica, contaminada com ruido, produzida
pelo modelo simulado de um aterro de lixo com relevo do embasamento mostrado na
Figura 3 e distribuicdo do contraste de densidade mostrado na Figura 4. A anomalia
gravimétrica tedrica (equacdo 1) foi avaliada nas mesmas coordenadas horizontais dos
centros dos prismas, no plano horizontal z, = —5.0 10~* m, e corrompida por ruido
através de realizagdes de uma varidvel pseudo-aleatoria Gaussiana com média nula e
desvio padrdo de 0.01 mGal. Como estamos simulando um aterro de lixo com
caracteristicas semelhantes a um aterro de lixo real, as dimensdes horizontais e verticais
adotadas sdo pequenas, assim como o0 sinal gravimétrico produzido é de pequena
magnitude. Assim, os dados gravimétricos sdo contaminados com um ruido de pequena

amplitude, igual ao utilizado por Silva et al. (2009).
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Figura 6- Anomalia gravimétrica contaminada com ruido produzida pelo aterro de lixo
simulado (Figuras 3 e 4)
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Fonte: Do autor

Inversdo linear com modelo interpretativo sem extensdo e pequena dimensao
horizontal

Inversdo ndo reqularizada (somente minimos guadrados)

A Figura 7 mostram o mapa da distribuicdo do contraste de densidade estimado
via inversdo linear sem regularizacdo (equacdo 4, estimador dos minimos quadrados) e
modelo interpretativo sem extensdo (Figura 1). A Figura 8 mostra a anomalia
gravimétrica ajustada por esta inversdo. Foram utilizados como dados de entrada as
profundidades verdadeiras do relevo do embasamento (Figura 3), que determinam as
espessuras verdadeiras (t;) dos prismas, os valores verdadeiros das dimensdes
horizontais dos prismas e do espacamento entre as observacdes gravimétricas (dx =

dy = 5m) e aanomalia gravimétrica verdadeira contaminada com ruido (Figura 6).
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Figura 7- Mapa da distribuicdo do contraste de densidade estimado via inversdo linear sem
extensdo e sem regularizacéo (equacéo 4).
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Fonte: Do Autor

Figura 8- Anomalia gravimétrica ajustada via inversdo linear sem extensdo e sem
regularizagao.
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Fonte: Do autor

Note que para o0 modelo utilizado (dy = dx = 5 m) a anomalia gravimétrica
ajustada (Figura 8) ndo recupera a anomalia gravimétrica verdadeira (Figura 6). Note
também que a distribuicdo do contraste de densidade estimado (Figura 7) ndo se

assemelha a verdadeira (Figura 4) apresentando-se suavizada e tendendo para valores
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até 10 vezes maiores que os valores da distribuicdo verdadeira. Esta ndo efetividade
principalmente em relacdo ao ajuste € atipica uma vez que é sabido que a camada
equivalente é capaz de ajustar os dados. A estimativa suavizada é obtida por causa da
simultdnea condi¢do da matriz sensibilidade (A) de bom condicionamento e baixos

valores singulares.

Inversdo reqularizada

A Figura 9 mostra 0 mapa da distribuicdo do contraste de densidade estimado
via inversdo linear com regularizacdo (equacdo 6) usando parametro de regularizacéo
u=10"° e modelo interpretativo sem extensdo (Figura 1). A Figura 10 mostra a
anomalia gravimétrica ajustada por esta inversdo. Novamente, foram utilizados como
dados de entrada: as profundidades verdadeiras do relevo do embasamento (Figura 3);
os valores verdadeiros das dimensdes horizontais dx =dy =5 m; a anomalia

gravimétrica verdadeira contaminada com ruido (Figura 6).

Figura 9- Mapa da distribuicdo do contraste de densidade estimado via inversdo linear
regularizada sem extensdo com parametro de regularizagioy = 1075,
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Fonte: Do autor
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Figura 10- Anomalia gravimétrica ajustada via inversao linear regularizada sem extensdao com
parametro de regularizagioyu = 1075,
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Fonte: Do autor

Note que a inversdo regularizada, para o modelo utilizado (dy = dx =5 m),
novamente ndo ajusta a anomalia gravimétrica (Figura 10). Note também que utilizando
a regularizacdo a distribuicdo do contraste de densidade estimada (Figura 9) torna-se
ainda mais suave, e que a tendenciosidade permanece, com parametros estimados
tendendo para valores até 5 vezes maiores que os valores da distribuicdo verdadeira.
Portanto a regularizacdo sozinha ndo é capaz de restituir a conhecida efetividade da

camada equivalente para ajustar os dados.

Inversédo linear dos dados gravimétricos produzidos por um aterro simulado irreal
com grandes dimenses horizontais

Simulamos um novo modelo irreal com grandes dimensdes horizontais, para
verificar se este problema numérico na inversdo ocorre somente se as dimensdes
horizontais das fontes sdo pequenas. Produzimos este novo modelo de grandes
dimensdes horizontais utilizando o modelo original ja descrito. Mantivemos conforme
o modelo original os valores dos contraste de densidade e as profundidades do
embasamento, mas aumentamos as dimensdes horizontais dos prismas e 0s
espacamentos entre as observacdes dx = dy = 500 m. Assim, este novo modelo se

estende por 16 e 13 km ao longo das dire¢Ges horizontais X e Y respectivamente. Para
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este novo modelo, calculamos a anomalia gravimétrica (ndo mostrada) e aplicamos a
inverséo.

A Figura 11 mostra o mapa da distribuicdo do contraste de densidade estimado
via inversdo linear regularizada (equagdo 6) com parametro de regularizagdo u = 107
e a Figura 12 mostra a anomalia gravimétrica ajustada com esta inversdo. Foram
utilizados como dados de entrada na inversdo dos dados deste modelo irreal de grande
dimensdo horizontal: as profundidades verdadeiras do relevo do embasamento; valores
verdadeiros das dimensdes horizontais dos prismas e do espacamento entre as
observacdes gravimétricas (dx = dy = 500 m); e os valores da anomalia gravimétrica
contaminada com ruido pseudoaleatério de distribuicdo gaussiana e desvio padrdo 0.01

mGal (figura ndo mostrada).

Figura 11- Mapa da distribuicdo do contraste de densidade estimada via inversdo linear
regularizada sem extensdo, com parametro de regularizagdou = 10~°, para modelo irreal de
grande dimenséo horizontal.
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Fonte: Do autor
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Figura 12- Anomalia gravimétrica ajustada via inversao linear regularizada sem extensao, com
parametro de regularizagdo u = 10~°, para modelo irreal de grande dimenséo horizontal.
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Fonte: Do autor

A inversdo gravimeétrica regularizada, para fontes de dimensdes horizontais
suficientemente grandes, estima distribuicdo do contraste de densidade (Figura 11) que

recupera a verdadeira bem como ajusta a anomalia gravimétrica (Figura 12).

Inverséo linear estendida

Apresentamos resultados numéricos do procedimento de inversdo linear com
modelo interpretativo estendido descrito no Capitulo 2 e secdo 2.4 aplicados a dados
sintéticos, que chamaremos por simplicidade de inversao estendida.

A Figura 13 mostra 0 mapa da distribuicdo do contraste de densidade estimado
via inversdo linear (equacdo 6) com parametro de regularizagdo u = 1077, modelo
interpretativo estendido pelo fator de extensdo ¢ = 100. Foram utilizados como dados
de entrada as profundidades verdadeiras do relevo do embasamento (Figura 3) que
determinam as espessuras verdadeiras (t;) dos prismas e a anomalia gravimétrica

verdadeira contaminada com ruido (Figura 6).
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Figura 13- Mapa da distribuicdo do contraste de densidade estimado via inversdo estendida
com parametro de regularizacdo u = 10~7 e fator de extensdo ¢ = 100.
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Note que utilizando a inversao estendida, a distribuicdo verdadeira do contraste
de densidade é bem recuperada.

A Figural4 mostra a anomalia gravimétrica ajustada pela inversao estendida.
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Figura 14- Anomalia gravimétrica ajustada pela inversdo estendida com parametro de
regularizagdo u = 10~7 e fator de extensdo ¢ = 100.
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A Figura 15-a mostra o residuo entre a anomalia gravimétrica verdadeira (Figura
6) e a anomalia gravimétrica ajustada pela inversao estendida e a Figura 15-b mostra o

histograma da distribuicdo do residuo entre a anomalia gravimétrica verdadeira e a
ajustada.

Figura 15- (a) Mapa do residuo entre a anomalia gravimétrica verdadeira e ajustada com

inversdo estendida; (b) Histogramas doS residuos entre a anomalia gravimétrica verdadeira e
ajustada.
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Note que o mapa do residuo obtido com o procedimento de inversdo estendida
apresenta muitas regides com valores préximos a zero.

O histograma da Figura 15-b mostra que a distribuicdo do residuo apresenta
forma que se aproxima de uma distribuicdo Gaussiana, e desvio padrdo (o = 8.7 1073)
menor que o desvio padrdo do ruido (10~2) que foi adicionado ao dado simulado.

Realizamos outros testes sintéticos (ndo mostrados) com anomalias
gravimétricas contaminadas com outras sequencias de ruidos pseudoaleatorio geradas
com diferentes sementes, mas mantendo o0 mesmo desvio padrdo de 0.01 mGal. Com
estes outros testes verificamos estabilidade com as estimativas da inverséo estendida.

A Figural6 mostra o0 mapa de massa obtido via equacdo 12, utilizando o
contraste de densidade estimado pela inversédo estendida (Figura 13) e densidade efetiva
do embasamento igual a 2800 kg/m3.

Figura 16- Distribuicdo de massa calculada utilizando a estimativa do contraste de densidade
obtida com a invers&o estendida (Figura 13).
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Note que o mapa de massa estimado pela inversdo estendida (Figura 16)

recupera com boa aproximacgao o mapa de massa verdadeiro (Figura 5).
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Imprecisdo numérica: comprovacoes

A imprecisdo numerica ocorre devido aos valores singulares das matrizes A e
consequentemente aos autovalores da matriz ATA (equagdo 6) serem muito pequenos
quando as dimensdes dx e dy estdo proximas de zero. Este caracteristica da matriz
AT A leva a soluges demasiadamente suaves. Adicionalmente, como a matriz ATA é
diagonal dominante, a inversdo linear, para pequenas dimensdes (dx e dy) introduz
tendenciosidade a valores distantes dos verdadeiros. Note que as estimativas de
mostradas na Figura 7 indicam valores de constaste de densidade em uma escala quase
10 vezes maior que os verdadeiros.

No teste com modelo de dimensdes horizontais dx e dy grandes (com valores
iguais a 500 m de um aterro simulado néo realistico de grande dimens&o horizontal de
16 km x 13 km ndo mostrado), os valores singulares da matriz AT A néo sdo pequenos e
a inversao é eficaz. A Figura 17 mostra uma comparacdo entre os valores singulares das
matrizes A e ATA em trés condices: inversdo sem extensdo dx = dy = 5 m; inversio
das observacbes gravimétricas produzidas por um aterro simulado irreal com grandes

dimensdes horizontais; inverséo estendida com ¢ = 100 m, sendo dx = dy = 5 m.



35

Figura 17- (a) Valores singulares da matriz A para: inversdo sem extensdo dx = dy =5 m;
inversdo sem extensdo dx = dy = 500 m; inversdo estendida com ¢ = 100; (b) Auto valores
da matriz ATA para: inversdo sem extensdio dx = dy = 5 m; inversdo das observacdes
gravimétricas produzidas por um aterro simulado irreal com grandes dimensdes horizontais;
inversdo estendida com ¢ = 100, sendo dx=dy=5 m.

(a)
g X 10 i L L i i i i i
7 i
61 i
5| | 5m
al- i w= 500 m
3k 4 Ext (tracejada)
R i
1+ i
0 t - L £ r r r r
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
(b)
X 107 L L i L L i i i
35h y
3l i
2.5 A 5m
oL § = 500 m
1.5 . Ext (tracejada)
1L i
0.5 .
: : r : : r r r

0
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

Fonte: Do autor

Note que os valores singulares das matrizes A e os auto valores da ATA séo
pequenos no caso em que as dimensdes horizontais dx e dy séo pequenos (linha verde
continua Figura 17 (a) e (b), respectivamente), e que mesmo o maior valor singular da

matriz A é pequeno, e que todos os auto valores de ATA sdo muito préximos a zero.
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Note também que o procedimento de extensdo restitui as matrizes A e ATA (linhas
amarelas tracejadas) os valores singulares e auto valores do caso em que as dimensdes
horizontais sdo grandes, dx = dy = 500 m (linha vermelha continua).

A Figura 18 mostra uma comparacdo dos valores dos elementos da linha nimero
416 (linha do meio) da matriz A com os elementos da linha 416 da matriz ATA para o
teste sintético descrito da inversdo sem extensdo com dx = dy = 5 m. Nesta Figura,
ambas as matrizes estdo normalizadas, todos 0s seus ij-ésimos elementos estdo

divididos pelo elemento de maior valor, assim o maior valor possivel é 1 inteiro.

Figura 18- Comparacao entre os valores da 416° linha da matriz A e os da 4162 linha da matriz
ATA.

800 900

Fonte: Do autor

Note que ambas as matrizes sdo diagonais dominantes, mas que a matriz ATA é
mais diagonal dominante uma vez que, como os valores fora da diagonal da Matriz A
sd0 menores que zero, seus quadrados tendem mais severamente para valores proximos
de zero.

A Tabela 1 apresenta o resultado da avaliagdo da norma Euclidiana entre a
diferenca da matriz Resolucdo (equacdo 9) e a matriz Identidade, para a matriz
Resolugdo da inversdo dos aterros de lixos simulados com fontes prismaticas de
pequenas e grandes dimensbes horizontais (dx =dy =5 m e dx =dy =500 m,
respectivamente) em quatro configuracGes distintas: i) inversdo linear ndo regularizada
(estimador de minimos quadrados) sem extensdo; ii) inversdo das observacdes

gravimétricas produzidas por um aterro simulado irreal com grandes dimensdes
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horizontais; iii) inversdo linear regularizada sem extensdo; iv) inversdo linear
regularizada com extensdo. Os valores dos parametros de regularizacdo (u)
selecionados estdo indicados entre parénteses nos casos em que a regularizacdo é
utilizada na inversdo. E esperado que quanto mais proximos a zero estejam os valores
destas avaliacbes da norma euclidiana, mais proximo esteja o vetor de parametros

estimados (p) do vetor de parametros exatos (p).

Tabelal — Norma Euclidiana da diferenca entre a matriz resolucéo e a Matriz ldentidade.

Dimenséo horizontal dos Dimenséo horizontal dos
prismas 5 m prismas 500 m
i) Minimos quadrados 1.0811077 1.084 10712
ii) Minimos quadrados com _12 -
Extensédo 1.084 10
i) Inversalo Regularizada 416105 (u= 10-5) 2.981075 (4 = 10-9)
sem extensao
iv) Inversaf) Regularizada 1551075 (1 = 107) -
com extensao

*** ndo houve avaliacao

Fonte: Do autor.

Note que utilizando o procedimento de inversdo com extenséo o valor da avaliagcdo
da Norma Euclidiana da diferenca entre a Matriz Resolucdo e a Matriz Identidade é

menor, sendo a inversdo regularizada ou néo.

A Tabela 2 mostra a avaliagdo do nimero de condicionamento das matrizes
sensibilidade (4) e sensibilidade ao quadrado (A%4) em trés situacOes distintas: i)
inversdo linear ndo regularizada (estimador de minimos quadrados) sem extensao para
pequenas dimensbes, dx = dy =5 m; ii) inversdo das observacdes gravimetricas
produzidas por um aterro simulado irreal com grandes dimensfes horizontais; iii)
inversdo linear regularizada com extensdo. Quanto maior o valor do numero de

condicionamento, pior condicionada esta a matriz.




Tabela2 — NUmero de condicionamento das matrizes 4 e A*A.
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Numero de NUmero de
condicionamento A condicionamento AtA

i) Minimos quadrados

(dx = dy = 5m) 6.4842 41244

ii) Inversdo grandes

dimensdes 7.4475 54.2418

(dx = dy = 500 m)

i) Inverséo com extensao 7 4475 542418

(dx =dy =5m)

Fonte: Do autor.

Note que o numero de condicionamento mostra que a matriz sensibilidade (A) é

bem condicionada em todos 0s casos, mas principalmente no caso i), isto explica o

resultado da estimativa ser suave. Como neste caso simultaneamente os valores

singulares sdo baixos, a estimativa também é tendenciosa e ndo ha ajuste aos dados.
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3.2 Aplicacéo a dados reais:
Aplicamos os procedimentos desenvolvidos e testados em dados sintéticos, ao
conjunto de dados reais do aterro Thomas Farm Landfill Site, Indiana, USA.

Aterro Thomas farm landfill site

O aterro sanitario Thomas Farm Landfill Site, Indiana, USA, foi utilizado como
depdsito de detritos por aproximadamente 30 anos, se estende por aproximadamente 65
m e 165 m nas dire¢Oes horizontais e atinge profundidade maxima de 13m. Segundo
Roberts et al. (1991), no periodo anterior & 1973, o aterro foi utilizado para o descarte

de detritos doméstico e posteriormente foram depositados detritos de construcéo civil.

Discretizamos parte da porgédo sudoeste do pacote contendo o aterro em 12 x 24
primas verticais com dimensdo horizontal de 5.0 m nas direcbes x e y. Parte da
superficie topografica da area apOs a instalacdo do aterro e contemporanea ao
levantamento gravimétrico € mostrada em curvas de nivel na Figura 18 e foi obtida por
fotos aéreas em 1988. Este mapa bem como o mapa da profundidade do embasamento
do aterro e 0 mapa da anomalia gravimétrica, foram obtidos a partir da digitalizacdo dos
mapas apresentados por Roberts et al.(1991), e sdo mostrados apenas dentro dos limites
informados do aterro (limite mostrado com linha preta espessa nas Figuras 18 e 19 e de
22 a 27).
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Figura 19- Mapa de contorno da superficie topografica do topo de parte do aterro sanitario
Thomas Farm Landfill Site, Indiana, USA, ap0s sua instalacao.
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Fonte: Modificado de Roberts et al. (1991).
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A Figura 19 mostra um mapa da profundidade do embasamento de parte do

aterro antes de sua instalacdo, adquiridas por fotos aéreas de 1958.
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Figura 20- Mapa da profundidade do embasamento de parte do aterro Thomas Farm Landfill

Site, Indiana, USA.
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Fonte: Modificado de Roberts et al. (1991)

As Figuras 21 e 22 mostram a vista em perspectiva da base e do topo do aterro.

Figura 21- Vista em perspectiva do relevo da base do aterro.

Fonte: do autor
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Figura 22- Vista em perspectiva do relevo do topo sobreposto ao relevo da base do aterro.
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Fonte: Do autor

A Figura 23 mostra 0 mapa da anomalia gravimétrica residual modificada de
Roberts et al., 1991, interpolada em uma malha regularmente espacada em 5.0 m nas
direcOes horizontais x e y.

Figura 23- Mapa da anomalia gravimétrica residual de parte do aterro Thomas Farm Landfill
Site, Indiana, USA.
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Fonte: Modificado de Roberts et al. (1991)
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Segundo Roberts et al. (1991), considerando-se homogénea a distribuicdo de
contraste de densidade, o valor de —0.53 g/cm3 fornece o melhor ajuste com a

anomalia residual (g¢).

Utilizando o valor sugerido por Roberts et al. (1991) para o contraste de
densidade (—0.53 g/cm?) e os limites do topo e da base do aterro (Figuras 19 e 20,
respectivamente), calculamos o mapa da anomalia gravimétrica (Figura 24) para a

porg¢éo sudoeste do aterro em estudo.

Figura 24- Anomalia Gravimétrica calculada com contraste de densidade constante e igual a
—0.53g/cms.
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Fonte: Do autor

Comparando as anomalias gravimétricas observada (Figura 23) e a calculada
com distribuicdo homogénea do contraste de densidade (Figura 24) nota-se que a
premissa de que a distribuicdo do contraste de densidade do aterro € homogénea nédo
explica completamente a anomalia observada. No mesmo artigo Roberts et al. (1991)
estimam diferentes valores de densidade em trés perfis gravimétricos. Assim, para obter
uma anomalia calculada que melhor explique os dados observados, presumimos haver
variacdo horizontal na distribuicdo do contraste de densidade em toda a extensédo do

aterro.
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Aplicamos ao conjunto de dados do aterro Thomas Farm Landfill Site, Indiana,
USA o procedimento de inversdo estendida. Para obtermos a estimativa da distribuigéo
horizontal do contraste de densidade do aterro, utilizamos como dados de entrada a
anomalia gravimétrica (Figura 23) e as cotas das superficies que limitam o aterro no
topo e na base (Figuras 19 e 20 respectivamente). A seguir apresentamos os resultados
obtidos com o procedimento de inverséo estendida. S& mostrados: na Figura 25 o0 mapa
da distribuicdo do contraste de densidade estimada; na Figura 26 a anomalia
gravimétrica ajustada; Figura 27 a distribuicdo do residuo e o histograma; e na Figura
28 0 mapa da distribuicdo de massa obtida. Utilizamos para o calculo da massa do aterro
a densidade do embasamento igual a 2120 kg/m®, segundo indicado por Robert et al.

(1991).

Figura 25- Mapa da distribuigdo do contraste de densidade estimado com a inversdo estendida.
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Fonte: Do autor

O mapa da Figura 25 apresenta distribuicdo horizontal ndo homogénea para o
contraste de densidade estimado. A inversdo linear estendida delimitou regiGes de
diferentes valores de contraste de densidade. Considerando que no aterro estdo

distribuidos detritos de construcdo civil, presumivelmente com pequeno contraste de
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densidade e detritos de lixo urbano com maior contraste de densidade, pode haver
regides bem definidas com valores de contraste de densidade distintos, uns proximos a
zero e outros maiores. Quanto a ocorréncia de valores de densidade que escapam da
escala mostrada, note que estas ocorréncias estdo localizadas nas regides em que a

topografia do topo do aterro mergulha sobre a topografia da base (ver Figura 22).

Figura 26- Mapas das anomalias gravimétricas ajustadas com a inversao estendida, utilizando o
parametro de regularizacio u igual a 107 e fator de extensdo igual a100.
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Fonte: Do autor
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Figura 27- (a) Mapa da distribuicdo do residuo entre a anomalia gravimétrica observada e a
ajustada com a inversao estendida; (b) Histograma da distribuicdo do residuo entre a anomalia

gravimétrica observada e a anomalia gravimétrica ajustada com a inversdo estendida.
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Note que anomalia gravimétrica ajustada (Figura 26) se aproxima muito da
anomalia gravimétrica observada (Figura 23) e que o desajuste da inversdo estendida
(Figura 27a) é da ordem de zero em praticamente todos os pontos do mapa. Note
também que o histograma da Figura 27b apresenta distribuicdo com forma que se

aproxima de uma distribuicdo Gaussiana e média nula, com desvio padréo de 1.7 1072,

que corresponde a 0.8% do valor maximo da anomalia e 1.6% do valor médio da

anomalia.
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Figura 28- Mapa da distribuicdo de massa obtido com o contraste de densidade estimado
(Figura 24) com a inversao estendida.
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Fonte: Do autor

Note que a distribuicdo de massa mostrada na Figura 25 apresenta regides muito

pesadas referentes a faixas de valores maiores que 550 103 kg.
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4 CONCLUSOES

Mostramos que o cléssico problema de inversdo de dados gravimétricos para
estimar a distribuicdo do contraste de densidade de uma camada com dimensdes
verticais conhecidas ndo é efetivo se as fontes elementares tém dimensdes horizontais
pequenas. Esta impossibilidade de efetividade da inversdo se deve a uma condicdo
numericamente imposta a matriz sensibilidade que se torna inconvenientemente bem

condicionada com simultaneos valores singulares proximos de zero.

Para contornar este problema numérico desenvolvemos um novo procedimento
de inversdo que consiste estender horizontalmente o modelo interpretativo e a malha das
estacOes gravimétricas. Em seguida, estimamos uma distribuicdo de contraste de
densidade aparente que produz uma anomalia gravimétrica predita que subestima os
dados gravimétricos observados. Entdo, calculamos um fator de correcdo para cada
posicdo do dado gravimétrico como a razéo entre o dado predito e o dado observado na
mesma posic¢do. Finalmente, multiplicamos a estimativa da distribuigdo de contraste de
densidade aparente pelo fator de correcdo e obtermos uma nova distribuicdo de
contraste de densidade que produz dados gravimétricos preditos que ajustam os dados

gravimétricos observados.

Testes com dados gravimétricos sintéticos produzidos por um aterro sanitéario
com pequenas dimensdes mostraram a efetividade da metodologia desenvolvida,
inclusive para delinear contatos entre regifes de diferentes valores de contraste de

densidade.

Aplicamos este novo procedimento de inversdo ao conjunto de dados do aterro
Thomas Farm Landfill Site, Indiana, USA, cujas dimensdes horizontais e vertical séo da
ordem de alguns poucos metros. (65 x 165 m nas dire¢des horizontais e 13 m na
profundidade méxima). Esta inversdo recuperou uma estimativa da distribuicdo dos
contrastes de densidade que delineia areas de diferentes valores de contraste de
densidade, corroborando a hipotese de deposicdo de diferentes materiais no aterro. Os
mapas de massa estimados apresentam regides que excedem 600 toneladas.

Outra possibilidade de aplicacdo deste novo metodo € a estimativa da

susceptibilidade magnética de uma camada de pequenas dimensdes.
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